> restart,
> with(plots) :

¥ Fuggvény definicioja

Adott két halmaz A és B. Az f hozzarendelés fliggvény, ha az A halmaz minden eleméhez
hozzarendeli a B halmaz egyetlen elemét.

A B

Az A halmaz a fiiggvény értelmezési tartomanya. A B halmaz az értékkészlet.
A kovetkez hozzarendelések példakat mutatnak fiiggvényekre és olyan hozzarendelésekre,

crcr

A A A A

B B B B
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Egy - tobb
hozzarendelés Tobb - egy Nem fiiggvény, mert | Egy-egy értelm, vagy
Nem fiiggvény, mert | hozzarendelés az A halmaz nem mas szoval
az A halmaz elemeihez | Fiiggvény minden eleméhez kdlcsondsen
a B halmaznak nem rendeltiink hozza egyértelm
egyetlen elemét elemet a B halmazbol. | hozzarendelés




rendeltiik. Fiiggvény

A fliggvény jelolésére altalaban kis betket hasznalunk: f, g, h, ...
Az f fiiggvény értelmezesi tartomanyanak D, értékkészletének R.a jeldlése.

A fliggvény megadasa tobbféle modon torténhet:
ffR>Rxm ¥
fTR—->R f(x) =x*, a tovabbiakban leginkabb ezt a jelolést hasznaljuk

ffR>Ry =x , a fliggvény sikbeli derékszog Descartes koordinata - rendszerben abrazolt
grafikonjanak egyenlete.

x szokdsos elnevezése fiiggetlen valtozo, y, vagy f(x) a fliggvény érték.

Az alabbi grafikonokat vizsgaljuk meg, lehetnek-e fiiggvény képei (ill. egy fiiggvény képeinek
részei)?
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V¥ Az értelmezési tartomany

Két lehetség van:

1. A fiiggvény megadasaval egyiitt az értelmezési tartomanyt is megadjak, ekkor nincs dolgunk
az értelmezési tartomany meghatarozasaval.

2.A fiiggvénynek csak a hozzarendelési utasitasat adjak meg. Ekkor az értelmezési a fliggetlen

valtozoknak az a legbvebb halmaza, ahol a fiiggvény értelmezhet.

Jeloles: Dy

(Az értelmezési tartomanyt meghatarozasat egyszeren ugy is szoktuk fogalmazni, hogy

megtesszik a sziikséges “kikoteseket™.)

A legfontosabb fliggvény tipusok, ahol kikotést kell tenni:

glx)

flx)=22= (%)=
T hiz|=0
A nullaval valo6 osztasnak nincs értelme, a tort nevezje nem lehet 0.
c oy =3
Példa: f(x )= — Kikotés: x? —1=20=x%x 21=x =+1
_
Dp: R\ {-1; +1}
> plot([ 2 X=3) 4..4, y=-50..50
p o ( x2 . 1 :|I X= 7 Y— ) ’
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_40,

> solve(x*> —1 # 0)
{x#-1,x#1}

A paros gyokkitev alatt csak nem negativ szam allhat.

flx)=2%glx) gx)z0 nzlneN
Példa:
fix) =ﬂll|};|—3

Kikotés:
|};|—3 =0 :=|};|23 =X Z3vagy x = -3

Dy ]— :::;—3]-,,- [3;+:::[

> plot( [\/ x| —3 ],x=—6..6,y=—2..2);

(1.1.1)



> solve(|x| —3 = 0)
RealRange(3, ), RealRange( - o0, -3)

Csak pozitiv szamnak vehetjiik a logaritmusat.
f[x)=1c+g_:_glzx:| glx)>0 a=0 a=1

Példa: .
fx)=tnll-x?] 1-x*>0=x <l -1<x <1

Ds -1

> plot([In(1 —=x*) ], x=-1.5..1.5,y=-8..0);

(1.1.2)



> Solve(l > O)
RealRange(Open(-1), Open(1)) (1.1.3)

Figyelem!

Minden fliggvényekkel kapcsolatos feladatnal, ha a feladat nem adja meg az értelmezési
tartomanyt, az els dolgunk meghatarozni azt, vagyis a sziikséges kikotéseket megtenni, akar
kérdezi ezt a feladat, akar nem.

Mikor kell kikotést tenni? Ha a fliggvény képlete tartalmaz osztast, paros gyokot, vagy/és
logaritmust. (A tgx és a ctgx fiiggvények a sinx és cosx fliggvények hanyadosai, osztast
tartalmaznak, tehat a tgx és ctgx fliggvények esetén is kikotést kell tenniink.)

Fuggvény tulajdonsagok

T Zérushely



Azon x € D, amelyre f(x) =0

Szemléletesen: ahol a fliggvény az x tengelyt metszi.

Hatarozzuk meg a kovetkez fliggvény zerushelyet:
flx)=(x-3)-hx D,:x=0

(x=3)-lnx=0
x-3=0=x,=3 vagy lix =0=>x, =1 Szorzat akkor egyenl nullaval, ha

valamelyik tényezje nulla.

> plot([(x —3) - In(x)],x=0.5,y=-1..9);

8,
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y

4

2,

0 T T 1
N 2_—3 4 5

X

> solve((x —3)-In(x) =0)
1,3 (2.1.1)

Paritas

Definici6:



Az f(x) fliggvényt parosnak nevezziik, ha f(-x) = f(x) minden x € Dfesetén. Geometriailag ez azt

jelenti, hogy a fliggvény az y tengelyre tengelyesen szimmetrikus.
Az f(x) fliggvényt paratlannak nevezziik ,ha f(-x) = -f(x) mindenx € Dfesetén. Geometriailag ez

azt jelenti, hogy a fiiggvény az origéra kdzéppontosan szimmetrikus.

Ha egy fliggvényre a fent leirtak egyike sem all fenn, akkor azt mondjuk roéla, hogy se nem paros
se nem paratlan.

Az elnevezés onnan szarmazik, hogy minden paros hatvany fiiggvény paros és minden pératlan
hatvanyfiiggvény paratlan. (Abrak a hatvanyfiiggvényekrl, a kiilonboz fiiggvény tipusoknal.)
A trigonometrikus fliggvények koziil a cos(x) fliggvény paros a tobbi paratlan.

Példak:

Azf(x) =- %x‘l + 6 fliggvény paros.

1

> flx) == ‘46

fi=x—- % X 46 (2.2.1)

> plot( —%-x“ +6

,x=—4..4,y=—15..7);
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_15,
>
> f(-x)

1 4
vy +6 (2.2.2)

> if f(-x) =f(x) then print( paros fiiggveny); elif f ( -x) =-f(x)
then print( paratlan fiiggveny); else print(se nem paros, se nem paratlan fiiggveny);

end if;
paros fiiggveny (2.2.3)
Ag(x)=- %x +x fliggvény paratlan.
> g(x) == - %x +x
gi=x— - % x+x (2.2.4)
> plot( - %x +x° ,x=-4.4,y=-15 ..15);




15 7
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> g(-x)
%x_g (2.2.5)

> ifg(-x) =g(x) then print( paros fiiggveny); elif g( -x) =-g(x)
then print( paratlan fiiggveny); else print(se nem paros, se nem paratlan fiiggveny);

end if;
paratlan fiiggveny (2.2.6)
A kovetkez h(x) = 2;:__63 fliggvény se nem paros, se nem paratlan.
2:x—3
> hix) = ————
(x) x+6
2x—3
h = 2.
X e (2.2.7)
x—3

X+

> plot( ,x=—17..5,y=—15..15);
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10 ]

-15 -10

> h(-x)

-2x—3
-x+6

(2.2.8)

> if h(-x) =h(x) then print( paros fiiggveny); elif h(-x) =-h(x)
then print( paratlan fiiggveny); else print(se nem paros, se nem paratlan fiiggveny);
end if;
senemparos, senemparatlan fiiggveny (2.2.9)

Hogyan tudjuk eldonteni dbrazolas nélkiil szamolassal, hogy egy fliggvény paros, vagy paratlan?
Helyettesitsiik a fliggvény képletébe x helyett -x-et, majd egyszeriisitsiik le a képletet amennyire
lehet, €s ezutan nézziik meg, hogy visszakaptuk-e az eredeti fiiggvényt, vagy a -1-szeresét.

f(x) = + cos(x) f(-x)=( —x)2 + cos(-x) ¥ + cos(x) =f(x), ezért a fiiggvény paros.
3 ~ 3 3
g(x) = zx g( _X) = ( );) = P 2 =- 2x :_g(x)a tehét a g(X)
X +1 (-x)"+1 x +1 x +1
fiiggvény paratlan.
h(x)=3-x"—x h(-x)=3-(-x)* = (-x) =3 +x,h(-x) # h(x) és

h(-x) #-h(x), ezért a fliggvény se nem paros, se nem pdratlan.



V¥ Periodikussag

Definicio:
Az f(x) fliggvényt peridikusnak nevezziik, ha van olyan p valds szam, amelyre f(x+p) = f(x). Az
ilyen tulajdonsagi valds szamok kozott a legkisebbet a fliggvény periddusanak nevezziik.

P¢lda:
flx)=cosx periodusa =27

> plot(cos(x),x=-2-1.2-w, y=-2.2);
2,

g(};_]=251'11:};+—,—4 periodusa =27

> plot(Z- sin(x—l— g) —4,x=—2-n..2-n,y=—7..0)




glx)=tex periodusa = T

> plot(tan(x), x=-2-m.2-n,y=-15..15, discont = true)
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h(x) =sin(%x) periddusa 2 n-% =3r

> plot(sin(% x),x=—4-n..4-n,y=-2..2);
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V¥ Monotonitas
Definicié:

monoton csokken, ha
szigorian monoton n, ha
monoton n, ha

Példa:

Azf(x) = |x2 — 4| figgvény

Az f(x) fiiggvényrl azt mondjuk , hogy

szigoruan monoton csokken, \O11ha

Altaléban is igaz, hogy sin (k-x) fliggvény periodusa 2 - 1

k

F(x) > /(%)

f(x) =2/ (%)
f(x1) <f(%)
f(x) =f(x%)

az értelmezési tartomany barmely x, €sx, x; < x, elemeire.



> plot([|x¥* —4|],x=-5..5,=0..20);
20

a ]-o0, -2] intervallumon szigoruan monoton csokken,
a[-2,0] intervallumon szigoriian monoton n,
a[0,2] intervallumon szigorian monoton csdkken,
a[2, [ intervallumon szigorian monoton no.

Az constans fliggvényt egyszerre mondjuk csokkennek és novekednek.

> plot(3,x=-5.5,y=-2..6);



S
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V¥ Korlatossag

Definici6:

Egy f(x) fliggvényt alulrdl korlatosnak nevezziik, ha van olyan k szdm, amelyre f(x) > k.
Az f(x) fiiggvényt feliilrl korlatosnak nevezziik, ha van olyan K szdm, amelyre f(x) < K.
A fliggvényt korlatosnak nevezziik, ha alulrdl is és feliilrl is korlatos.

Példa:

Azf(x) =X —5-x+4 fiiggvény alulrdl korlatos. Also korlat pl. k = -3 vagy -2,5. Also korlatnak
barmilyen -2,25-nél nem nagyobb szam alkalmas. Mas szdval, ha taldlunk egy als6 korlatot, akkor
barmilyen nala kisebb szam is jo lesz alsé korlatnak. Végtelen sok also korlat van. A legnagyobb
also korlatot, ha 1étezik a fliggvény also hataranak, idegen sz6val infimumanak nevezziik.

Ebben az esetben a fliggvény alsé hatarat, a fliggvény képletének teljes négyzetté kiegészitésével
kaphatjuk meg:

flx)=x"—5x4+4=(x—25)2—225

> plot([x¥* —5-x+4, -2.25],x=-1..6,y=-2.5..6);
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Azf(x) =-2|x + 3| +4 fiiggvény feliilrl korlatos. Fels korlat példaul K=5 vagy K=4. Ha egy
figgvénynek megtalaljuk egy fels korlatjat, barmely annél nagyob szam alkalmas lesz fels
korlatnak. A legkisebb fels korlatot, ha l1étezik fels hatarnak, idegen szdval szupremumnak
nevezzik.

> plot([-2-|x +3] +4,4],x=-6..0,y=-2.5..6);



i N

-6 -5 -4 -3 -2
X
Ag(x)=2-sin (x — %) — 1 fiiggvény korlatos. Korlatok példaul -3 és 1.
. T
> plot( —2-sm(x— ?) —1,-3,1 ,x=—3~n..3-n,y=—4..2);




1. Lokalis (helyi)

N

) minimum b) maximum

1) Lokalis (helyi)
a) minimum

2,
\\
-3w -2 2T 3n
/
_47
V Szélsérték
Szélséérték

2. Globdlis (abszollt)

VAN

mmnmum maxlmum

Az f(x) fliggvény lokalis (helyi) minimumat az x, helyen veszi fel, €s minimum értéke f(x,), ha
x,-nek van olyan & sugaru kornyezete, hogy a f(x,) <f(x), ha x az x, € sugaru kérnyezeteben van.
Matematikai jeldlésekkel: 3 > 0, hogy f(x)) <f(x), V x € ]x, -¢, X, +& [ eseten.



Hasonlat: ,,A szukebb kornyezetebol negativ ertelemben emelkedik ki; az evfolyam legrosszabb
matematikusa, a helyi Gszobajnoksag utolso helyezettje, stb.”

b) maximum
Az f(x) fiiggvény lokalis (helyi) maximumat az x, helyen veszi fel €s maximum érteke f(x,), ha
x,-nek van olyan & sugaru kornyezete, hogy a f(x,) > f(x), ha x az x, € sugaru kérnyezetében van.
Matematikai jeldlésekkel: 3 > 0, hogy f(x)) >f(x), V x € ]x, -&, X, +& [ eseten.

Hasonlat: ,,A szukebb kornyezetebol pozitiv ertelemben emelkedik ki; az évfolyam legjobb
matematikusa, a helyi Uszobajnoksag elso helyezettje, a falusi szepsegkiralyno, stb.”

2) Globalis (abszolut)
a) minimum
Az f(x) fiiggvény globalis (abszolut) minimumat az x, helyen veszi fel, €s minimum értéke f(x,),

ha f(x;) <f(x) minden x € D;esetén.

Hasonlat: ,,A vilag legbénabb embere az adott teriileten.:)”

b) maximum
Az f(x) figgvény globalis (abszolit) maximumat az x, helyen veszi fel, €&s maximum értéke f(x,),

ha f(x,) > f(x) minden x € D;eseteén.

Hasonlat: ,,Az adott terilet vilagbajnoka.”

&

Tegyiik fel, hogy az dbran vazolt fliggvényre igaz a kovetkez két hatarérték: lim f(x) =0 és

X— -



lim f(x) =- o, akkor az dbran vézolt fiiggvénynek nincs abszolut

X —

minimuma, lokalis minimuma x,-ben, lokalis maximuma x;-ben €s x,-ban van, de x; egyben
globalis maximum hely is.

V¥ Konvexitas
Szemléletes definiciok.

Egy fiiggvény akkor konvex, ha érintje mindentitt a fliggvénygdrbe alatt halad.
Egy fiiggvény akkor konkév, ha érintje mindentitt a fliggvénygdrbe felett halad.
(Ezt a megfogalmazast és szemléltetést hasznaljdk a mikrookonomia tanérai.)

4

L 4

k

Masik megfogalmazas és szemléltetés:
Az f fliggvény az értelmezési tartomanyanak egy intervallumaban konvex (konkav), ha az
intervallum barmely x, < x, értékeinél fennall, hogy a fliggveny grafikonja az (x; f(x,)) €s az (x,;

f(x,)) pontokat dsszekot szakasz alatt (felett) halad.




L
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Az f fiiggvénynek inflexios pontja van az értelmezési tartomanyanak egy x, helyén, ha létezik az
ertelmezési tartomanynak olyan Ja; b[ (a < x,<b) intervalluma, hogy f az ]a; x)]-ban konvex
(konkav), az [x; b[-ben konkav (konvex).

Szemléletesen: Az inflexios pontban (x,) a fliggvény konvexbl konkavba, vagy konkavbol
konvexbe ,,billen at”.



—
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Egy vicces abra a konvexitas szemléltetésére:
Forras: http://cheezburger.com/1092644096



De a jo ismert Smilik is a konvex, konkav gorbékre utalhatnak:

O O

Y Elemi fiiggvények és fiiggvénytranszformaciok

Az elemi fiiggvények azf (x) =x, f(x)=d" ésazf(x) =sin(x) fliggvényekbl szarmaztathatok,
képlettel megadhatok és véges szamu

* konstanssal valo szorzas,

* 3sszeadas, szorzas, osztas,

* inverz fliggvény képzése,

* Osszetett fliggvény képzése




mveletek alkalmazasaval felirhatok.

Elemi alapfiiggvényeknek nevezziik a

» hatvanyfiiggvényeket, x"

» exponencialis fiiggvényeket, a”*

« trigonometrikus fiiggvényeket, sin(x), cos(x), tan(x)
* &s ezek inverzeit.

Az Osszetett és inverz fliggvény képzésérl a késbbiekben lesz szo.

Elsz6r nézziink néhany elemi alapfiiggvényt.

Ezeket a fiiggvényeket az alabb l4athat6 ablakban lehet tanulméanyozni.

Az ablak az elemi alapfliggvények nev gomb megnyomasaval hozhato el.

Az ablak bal oldali képe mutatja a legdrdiil listat, ahonnan a fiiggvényeket valaszthatjuk. A
szdmunkra sziikségesnél a listdban tobb fliggvény talalhatd. A benniinket érdekl fliggvények: sin(x),

cos(x), tan(x) = tg(x), cot(x) = ctg(x), exp(x) =€, In(x) = log L(x), 1ogl0(x) = 1g(x) = log,,(x), abs(x)
=Ial, sqrt(x) =/

Azonkiviil, hogy ezeknek a fiiggvényeknek a képét megnézhetjiik, a fiiggvények transzformacioit is
tanulmanyozhatjuk.

[ Elemi alapfliggvények

© |
Precalculus - Standard Functions and Transformations Iﬁ
File Help
Define Function
1
() = |sins) | |
Y s I - |
a*fb=(x-h))+k = |cos(x) E| |
tan(x) —
csc(x)
-4 -2 2 4 a=|1 [sec(x)
X cot{x)
- Eexp(x
| _0fs h=0 [expix)
In(3c) -
-1 Display ] [ Plot Options ] [ Clase ]
Maple Command
plotizinix), ® = -5.00 .. 5.00, 'view' = [-5.00 .. 5.00, -1.20 .. 1.20], 'dizcons’
= true, 'color'="burgundy”, 'awxes'=HOBMRL, 's=caling'-unconstrained, 'labels'=[x,
¢], 'labeldirections'=[HORTZONTAL, HOMIZOWTAL], 'legend'=sin(x)):




ﬁ Precalculus - Standard Functions and Transformations u
File Help
[
Define Function
1
. o) = |
Y s
a*fb=(c-h))+k = sin(x) |
-4 -2 3 4 a=|1 lb=1 |
x
-nfs h=]o k=0 |
]
-1 | Display | | PlotOptions | | Close |
||
Maple Command
plos(=inix), x = -5.00 .. 5.00, 'view' = [-5.00 .. 5.00, -1.20 .. 1.20], 'di=coms’
= true, "color'="burgundy”, 'awes'=HOBMRAL, 'scaling'=unconstrained, 'labels'=[x,
¥], 'labeldirections'=[HOATEZONTAL, HOMIZONTAL], 'legend'=sinix)):

A kovetkez tablazat 6sszefoglalja a fiiggvény transzformaciokat.

Transzformacio Fiiggetlen valtozo Filiggvényérték
tipusa transzformacio (x) transzformacio (y)
f(x + a eltolas: f(x)+a eltolas:
Eltolas ( ) haa>0:  balra 4= haa>0: felfelé T
a<0: jobbra = a<0: lefele 3
f(c - x) L o fx) -
Nyujtas, hacx1:  zsugoritas<=p hac-1: nydjtas
s DO<c<1: nyujtas ¢==p O<c<1: zsugoritas
zsugoritas vl & ‘
f(—x) ) —f(x) .
Tikrdzés tikrozés az y tengelyre tikrozés az x tengelyre




Nézziink minden transzforméciora egy-egy animaciot:
A fels (z61d) tablazat els soraban lev két eltolast az e fiiggvényre alkalmazzuk. Sorban (x + a)z,

x> + a beirasaval a megfelel utasitasba.

Az animdci6 ugy indul csak el, ha a grafikont kijeloljiik (rdkattintunk). Ekkor megjelenik az
animaciot iranyito panel.

Lassitsuk le az animécio futdsat, ekkor jobban tudjuk tanulmanyozni a valtozast.

> animate( plot, [ (x +a)"2,x=-6..6],a=-3.3);
a=-3.
80
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> animate( plot, [x"2 +a,x=-6..6],a=-5..5);



30 A

20 A

10 A

A masodik és harmadik sor transzformacioit alkalmazzuk a sin(x) fiiggvényre. Elszor sin(c-x),
majd c-sin(x) képlet fiiggvényeket animaljuk.

> animate(plot, [sin(c-x), x= —4-7t..4-7t], c=-3 ..3);



Azt 1s észrevehetjiik, hogyha c értéke negativbol pozitivba valt, a fliggvény y tengelyre vald
tiikrozése is megtorténik, ahogy a tablazat harmadik soraban latjuk.

> animate(plot, [c-sin(x), x=—4-n..4-n], c=-2 ..2);



Most nézziik meg ugyanezt egy tablazatban kiilonboz c értékekhez rendelve.
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Itt is megfigyelhetjiik a tiikkrozést, de most az x tengelyre. Meg tudjuk-e kiilonboztetni a két
kiilonboz x €s y tengelyre tortén tiikrozést a sin(x) fliggvény esetén? Nem, mert a sin(x) paratlan
fliggvény és ezért sin( -x) =-sin(x).

Keressiink egy olyan fiiggvényt, ahol a kétféle tiikkr6zést eredményez transzformacio kiilonboz
lesz. Legyen a fiiggvény pl. |x — 3|

> plot([|x =3, -|x —3|,|-x —3|], x=-8..8, y=-4 .4, color = [ blue, red, yellow])



Polinomok

AP (x)= an-x" +a,_ l-x" 4+ a,-x + a, alaku fiiggvényeket polinomoknak (vagy racionalis
egész fliggvényeknek) nevezziik, ahol n természetes szam €s a, # 0 , valos szam.

Ekkor a polinom n-ed fok. Aza,, a, _,, ...a;, a,szamok is valosak, ezek a polinom egyiitthatoi, az
egylitthatok kozott természetesen 0-k is lehetnek. Az elsfok polinomot lineéris fiiggvénynek is
nevezzilk. Polinomok példaul 3 =2 x 44,50 =2 + 1.

Ne felejtsiik el beirni a szorzas és hatvanyozas jelét, ahogy a képen is lathato.

Feladat: frjuk be a paros és paratlan kitevj hatvanyfiiggvényeket és soroljuk fel a tulajdonsagaikat.
Miben kiilonbdznek egymastol?
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Maple Command
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Két polinom hanyadosat racionalis tortfliggvénynek nevezziik. a kovetkez gombbal egy olyan ablak
hivhato el, amelybe kiilonboz racionalis tortfliggvények képletét irhatjuk be, ezutdn megkapjuk a
fliggvények képét és igy tanulmanyozhatjuk ket.
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Racionalis tortfiiggvények

-
Precalculus - Rational Functions

File Help

Rational Function r{x) = p(x)fq(<)

P60 =

qx) = x+2

Equations of Asymptotes

Vertical asymptobe(=] located at x = -Z
Zlant azymptote located at y = 3 u-4

Maple Command

10

"vertiralasyptotecptions'=[ "color'="nary"],
'slantasymptoteoptions'=["color'="1leafgrean”],
'label='=[x, y], 'labeldirections'=[HORIZONTAL,
HEORIZONTAL] ) :




Y Osszetett fiiggvények

A kovetkez abra azt szemlélteti, hogy Osszetett fliggvényt szemléletesen tigy kaphatunk, hogy két
fliggvény egymasutanjat egyetlen fliggvénnyé kapcsolunk ossze:

¢




Forras: http://mathinsight.org/function_machine composition

Ha visszatériink a fliggvény definiciéjahoz, halmazokkal a kovetkezképpen tudjuk szemléltetni az
Osszetett fliggvényt:
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fog=f(g(x)) "4

Hag(x) =2-x + 1 és f(x) =x°, akkor fo g =f(g(x)) = (2-x + 1)?
Az Osszetett fliggvény értelmezési tartomanya:
Legyen most g(x) =sin(x) f(x) =log,(x) ekkor f(g(x)) =log,(sin(x)). Szamitsuk ki az

7 7
f ( g( Tn ) ) értekét! Els 1épésben a bels fliggvény értékét hatarozzuk meg, sin( Tn j =- %,

ezutan a kapott érték kettes alapu logaritmusat kellene meghatdroznunk, de mivel negativ értéket
kaptunk, ennek nincs logaritmusa.

Hogyan tudjuk meghatdrozni az dsszetett fliggvény értelmezési tartomanyat tigy, hogy a fenti
probléma ne forduljon el?

A g fiiggvény értelmezési tartomanyanak az a részhalmaza lehet csak az Osszetett fiiggvény
értelmezési tartomanya, amelyhez tartozo6 g szerinti fliggvény értékek az f fiiggvény értelmezési
tartoméanyéba esnek.

A fenti esetben sin(x) > 0, vagyis 2-k-nt < x <+ 2-k-n halmaz lesz az dsszetett fliggvény
értelmezési tartomanya.

A kapott 0sszetett fliggvényt az aldbbi dbra mutatja. A bels fiiggvény értékkészletét az x tengelyre
vetitve a piros AB szakasz mutatja.

Az is lathat6, hogy az Gsszetett fliggvény csak ott van értelmezve, ahol a szinusz fliggvény pozitiv
értekeket vesz fel.



/
)

A kovetkez példa azt mutatja, hogy az dsszetett fliggvényeknél a kiils és bels fiiggvényt nem
cserélhetjiik fel.

Elszor az 6sszetett fliggvény legyen f(g(x)) = , masodszor g( f(x)) =sin ( % )

sin (x)

> plot([1/ (sin(x)) ], x=-7..7,y=-10..10, discont = true);
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> plot(sin(1/x),x=-0.5..0.5);

_IOL




-0.4

Osszetett fiiggvények

-0.2

0.2

0.4
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File Help
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e

M f(x) =

cos(x)



Osszetett fiiggvények
101
y 5
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-10
1
cos(x) —
[l _
[ Rajzol ] [ Torol ] (fl(j(X))
g f(x)) =
1
cos(x)
V¥ Inverz fuggvények

Az f fiiggvény inverzének nevezziik és f _1—gyel jeloljiik azt a fliggvényt, amely minden valds "a"
szamhoz (mely az f fliggvény értékkészletéhez tartozik), azt a "b" szamot rendeli, melyhez az f az
"a"-t rendelte, vagyis haf(b) =a , akkor f B (a)=b.Azf -l fliggvény értelmezési tartomanya az f
fliggvény értékkészlete, és az f -l fliggvény értékkészlete az f értelmezési tartomanya.

D(f™') =R(f) ¢ R(f") =D(y)

Csak kolcsondsen egyértelm fiiggvénynek lehet inverze. Ha egy fliggvény nem kolcséndsen
egyértelm, akkor értelmezési tartomanyat leszkitjiik a legbvebb kolcsondsen egyértelm

tartomanyra. A tablazat els példajaban az f'(x) =x fliggvény nem kolcsondsen egyértelm, ezért az
értelmezési tartomanyt le kellett szkiteni a nem negativ szamok halmazara.

Ha a fliggvény képét tiikrozziik az y = x egyenesre a fliggvény képének inverzét kapjuk. Ha az (a, b)
pont rajta van egy fiiggvény grafikonjan, akkor a (b, a) pont a fiiggvény inverzének grafikonjan lesz
rajta.
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Hogyan kapjuk meg az inverz fiiggvény képletét? Tekintsiik példaul az f(x) =e¢" fiiggvényt.
Hasznaljuk az y =¢" jeldlést! Cseréljiik fel az x és y betket (most torténik a képletben, ami
geometriailag a fiiggvény képének tiikrozése az y = x egyenesre), x = ¢’, majd fejezziik ki y-t. Vegyiik
mindkét oldal e alapu logaritmusat: In(x) = ln( e ) =In(x) =y. Alog a(ab) = b, vagy e alapra

alkalmazva aln(e?) =aq, azonossagot hasznaltuk fel.

Neéhany tovabbi fiiggvény

Hatvanyfiiggvények

Az alabbi abran koz0s koordinata - rendszerben abrazoltuk a hatvanyfliggvényeket, nevezetesen: x,
xz, x3, P fliggvényeket. Az dbran jol 1athato, hogy minden hatvanyfiiggvénynek két kozds pontja van
a(0,0) és az (1,1) pontok. A paratlan kitevj hatvanyok grafikonjai &tmennek a (-1,-1) ponton, mig a
parosak a (-1,1) ponton. A ]0, 1[ intervallumon a nagyobb kitevj hatvanyok értéke kisebb, azaz

<X <P <y az ]1, +oo[ -ben az egyenlotlenségek megfordulnak.

> plot([x, (x)"2, (x)"3, (x)"4],x=-2.2,y=-4.4, color = [blue, red, yellow, green]);



Egészrész fliggvény f(x) = [x]

Minden szamhoz a nala nem nagyobb (kisebb, vagy egyenl) egész szamot rendeli.

Nyilvanval6, hogy minden egész szam egész része Onmaga, a pozitiv tortek egész részének
kiszamitasa sem szokott gondot okozni [3.2]=3, vagy [9.9]=9, de mennyi az [ -2.3]?

Mit is mond az egészrész definicidja? Minden szdmhoz a nala nem nagyobb egész szadmot rendeljiik,
ezért [ -2.3]=-3. az egészrész fiiggvény tigynevezett lépcss fliggvény. A grafikonon lathatod
szakaszok bal végpontja hozzatartozik a fliggvény képéhez, a jobb végpont nem.

> plot( (floor(x)),x=-3..3,y=-3.3, discont= [ showremovable]);
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Tortrész fiiggvény f(x) = {x} =x — [x]
Egy szam tortészét ugy kapjuk meg, ha a szambol kivonjuk az egészrészét. Az alabb lathatod
grafikonon a szakaszok bal végpontja hozzatartozik a grafikonhoz a jobb végpont nem.

> plot(x- (floor(x) ), x=-3..3,y=-3..3, discont=true),



4

r

Erdekességképpen nézziik meg az X% ésa2-sin(x) fiiggvények egészrészét és tortrészet:

ll 7 .l
l. 5 .l
I- 3 -l

1 -
-3-2-101 23
X

[+*]

-3-2-101 2 3
b

X}

2
= pm 1{m= -
-10 5 10
1oa] L
= B - -
[2-sin(x) ]

Eljel fliggvény (szignum fiiggvény) f(x) =sgn(x)
Pozitiv szamok szignuma 1, negativ szdmoké -1, a 0 szadm szignuma 0.

> plot(signum(x), x=-3..3,y=-2..2, discont=true);
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Nézziik meg néhany példan, hogyan szemlélteti a szignum a fiiggvények eljelét?
Ha alaposabban megnézziik a grafikonokat latszik a fliggvények zérushelyénél a zold pont, ott a
szignum fliggvény mindig 0.

J(x)=(x—=3)(x+2)
3)-(x+2))

)L

4




Fiiggvények reciprokanak abrazolésa:

Ha ismeriink egy fliggvényt konnyen felvazolhatjuk a reciprokanak grafikonjat. Ahol a
fiiggvényérték 1, vagy -1, az a pont a fliggvény és reciprok fliggvény grafikonjanak kozos pontja
lesz. Ahol a fiiggvénynek zérushelye van a reciprok fliggvénynek szakadasa lesz. Minél nagyobb az
eredeti fiiggvény fliggvényértéke, annal kisebb lesz a reciprok fiiggvény értéke €s forditva.

-3-2-10 1 2 3

¥ Feladatok onallo megoldasra

1. Hatarozzuk meg a kovetkez fliggvények értelmezési taromanyat!

f(x)= 3o

xz—x—6

_ x—3
g =/ T0=2x

h(x) =log3(2-x2 — 8)

2. Szamitsuk ki a felsorolt fliggvények zérushelyét!
f(x) = — 164

h(x)=¢€"(x—23)

i(x)=In(4-x+1)

3. Melyik fiiggvény péros, vagy paratlan a felsoroltak koziil?

_x2—2 2. _ oL * ., . _ sin(x)
f(x)= Tl ,g(x) =x"-sin(x), h(x) =x-cos(x), i(x) = cos(x) ,J(x) =

4. Abrazolja az f(x) fliggvényt és inverzét! Adja meg az értelmezési tartomanyukat és
értékkészletiiket!




flx)=—log,(x+4)-2
flx)=—log,(x—4)+2

5. Abréazolja az f(x) fiiggvényt! Adja meg az értelmezési tartoményat és értékkészletét! Adja meg
az f(x) fliggvény inverzét és dbrazolja!

flx)==3—-x+4

6. Abrazolja az f(x) fiiggvényt és a reciprokat! Adja meg az értelmezési tartomanyukat és
ertékkészletiket! Adja meg az f(x) figgvény inverzét! Paros-e ez a fiiggvény?
Irja fel, hogy mely fiiggvényekbl alkottuk meg az f(x) Osszetett fiiggvényt!

flx)=—log,(x+3)+2

7. Abrazolja az f(x) fiiggvényt és a reciprokat! Adja meg az értelmezési tartomanyukat és
ertékkészletiket! Adja meg az f(x) fuggvény inverzét! Paros-e ez a fiiggvény?
Irja fel, hogy mely fiiggvényekbl alkottuk meg az f(x) Osszetett fliggvényt!

flx)=-2""%+4

8. Abrazolja az f(x) fiiggvényt és a reciprokat! Adja meg az értelmezési tartomanyukat és
értékkészletiiket! Adja meg az f(x) fliiggvény inverzét és abrazolja!

flx)=x"—4

9. f(x) =% g(x)=2x+3  h(x)=vVx

Képezziik a kovetkez Gsszetett fiiggvényeket: 4 (g(x)), g(h(x)),f(g(x)),f(h(x))!
Mit mondhatunk az értelmezési tartomanyokrol?



