|:> restart
|:> with( plots) :

oo im
"
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Forras: http://nobinagupta.blogspot.hu/2011/01/plaint-perpetuity-paper-construction-on.html

Y Sorok, bevezet peldak

Akhilleusz és a tekns

A tekns versenyfutasra hivja ki a fiirgelabu Akhilleuszt, aki nala tizszer gyorsabb; a hs elfogadja a
kihivast, s ellenfelének 1 stadion elnyt ad. Mire Akhilleusz elér arra a pontra, ahonnan ellenfele
indult, addig az is megtesz egy tized stadion tavolsagot, valamennyi elnye tehat marad. Akhilleusz
villamgyorsan lefutja ezt is — am a teknos ujfent elorébb iszkol, ezuttal egy szazad stadionnyit. Mire
Akhilleusz ledolgozza hatranyat, a tekns még mindig eltte marad: egy ezred stadion tavolsagra. Es
ez igy megy a végtelenségig, a tekns elnye folyamatosan csokken, de soha nem fogy el: alljon
ellenfele barmilyen jo futd hirében, képtelen t megelzni.

Jozan esziink azt mondatja veliink, hogy ez lehetetlen.

1 stadion = 184,8 m o0kori mértékegység, az egyszerbb szamolas kedvééert legyen a tekns elnye
100 m, Akhilleusz sebessége 5 m/s, a tekns sebessége ennek tized része 0,5 m/s. Azt gondolom,
hogy ezzel a feltételezéssel nagyon méltanyosak voltunk a teknshoz. Tegyiik fel tovabba, hogy
Akhilleusz t id alatt éri utol a teknst. Ekkor a kovetkez egyenletet irhatjuk fel:




5:t=0.5-1+ 100

4.5-t=100

Nézziik ugyanezt a szamolast Maple-ben, €s dbrazoljuk a két versenyz ut - id fiiggvényét:

> wtolér = solve(0.5- t+ 100 —5-¢, 1)
utoler ;= 22.22222222 (1.1)

> evalf (utoler, 10)
22.22222222 (1.2)

[> plot([5-x,0.5- x +100],x=0..24,y=0..120);
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Tehat azt kaptuk, hogy az indulés utan 200/9 masodperc mulva, azaz tiz jegyre kerekitve 22,
22222222 s mulva éri utol Akhilleusz a teknst, és nem soha, ahogy a bevezet szoveg sugallja.
Hogyan tudjuk feloldani az ellentmondast?

Nézziink egy masik bevezet példat. Tekintsiink egy egységnyi oldalu négyzetet. Az abrara kattintva
szinezziik ki. Elszor egy 1/2 teriilet téglalapot, majd egy fele akkor 1/4 teriilet négyzetet, majd
Ujra egy téglalapot kapunk, amelynek 1/8-ad a teriilete, és igy tovabb.

1 1 1 1 1 1

1
A teriiletek Gsszege a kovetkez lesz: 3 + 1 + . = 5 + 37 + 3T +...+ i +...

A mind gombra kattintva az animacidval automatikusan kiszinezhetjiik a négyzetet. A folyamat a
végtelenségig folytatodik, ha a téglalapok €s a négyzetiik teriileteibl barmilyen sokat 6sszeadunk, a
konstrukciobodl 1atszik, hogy a kapott 6sszeg sohasem lesz 1-nél tobb. Lehetséges, hogy egy végtelen
tagu Osszeg véges? Mit értsiink végtelen tag Osszeg alatt? A kovetkezkben ezeket a kérdéseket
probaljuk meg tisztazni.



Sorok

V¥ A sor matematikai fogalma

Szamsornak a kovetkez végtelen tagl 6sszeget nevezziik:

S=a1 +a,+..+a,+..

Ezutan definialjuk a szamsor részletdsszegeit:

S,=aqa, a sor els részletosszege
S,=a, +a, a sor masodik részletdsszege
S, =a, +a,+..+a, a sor n. részletosszege

A részletosszegek szamsorozatot alkotnak.
A szamsort konvergensnek nevezziik, ha a részletosszegek sorozatanak véges hatarértéke létezik.

lim § =S

n—ow n

Fontos megkiilonbdztetniink a kdvetkez két sorban lev sszeget:

n
sz,lai =a,+a,+..+a, asorn.részletdsszege, n barmilyen nagy szam lehet, de veges. Tehat
j=
ez egy veéges tagu 0sszeg.




S=Zlal. =a,+a,+..+a, .. asorOsszege, a végtelen tagu Osszeg. Ez az Gsszeg lehet véges, vagy
=
végtelen, a részletosszegek sorozatanak hatarértékétl fliggen.

A sorok definicigja kapcsan két sorozattal talalkozunk a tagok és a részletosszegek sorozataval. A
kovetkez abra ezt szemlélteti egy véges Gsszeg sor esetén.

a;, a,, a,, ..., a sor tagjainak sorozatat alkotjak, S, S,, Ss,...S a részletdsszegek sorozata €s S a

végtelen tagl Gsszeg jele.

VY A mértani sor

Most vizsgéaljunk meg néhany sort, hogyan tudjuk kiszamitani a sordsszeget, hogyan lehet eldonteni,
hogy a sor konvergens, vagy divergens.

Tekintsiik elszor a mértani sort. Kozépiskolai tanulmanyokbdl a mértani sorozat jol ismert. Ebben a
sorozatban az egymast kovet tagok hanyadosa allando6. Ha felirjuk a mértani sorozat 6sszegét, de az
n. tagnél nem hagyjuk abba az 6sszegzést, hanem a végtelenségig folytatjuk, akkor kapjuk a mértani
sort.

Meértani sor:

S=a,+a;q+a;-q" +.+a-q" "
A mértani sor részletosszegei:
S)=a

L

S2=a1 +a,q

S,=a, +a,q -|-...-|-al,qn_1

n

Az n. részletosszeget zart formaban fel tudjuk irni, ha felhasznaljuk a mértani sorozat jol ismert
Osszegképletét:

— n—1_ 1—4"
S,=a, +a;q+..+taq =a, I —g

n
A sorozatok fejezetben tanulmanyoztuk a q" sorozatot és kiilonboz q-k esetén felirtuk a
hatarértékiiket. Idézziik fel:

g =1

nliygwq" =0, halq| <I




. n__ _
dim g =1,haq =1
nllﬁlwq” =400, haq >1
Kiilonben osszillalva divergens a sorozat

Mivel az 6sszegképletbl kovetkezik, hogy ¢ =1 , ezért lathatd, hogy csak akkor lesz véges

hatarértéke az n. részletésszegnek, S -nek, ha|g| <1.

_ a
S,=a,+a;q +...+a1,qn_l=a1- 11 _qq = l—lq (1 —q") g — 0,ha|q| <1

Ekkor a keresett hatarérték, mas szoval a mértani sor Osszege:

a

1 —
Ha|g| > 1, akkor a mértani sor divergens.

S= ezt gy is mondhatjuk, hogy a mértani sor konvergens.

Szorosan kapcsolodik a mértani sorok témdajahoz a racionalis szamok tizedestort alakja. A
kozépiskolai tanulmanyok sordn itt altaldban maradt egy hiany, ezt fogjuk most pdtolni.

Racionalis szamok tizedestort alakja:

Hogyan kapjuk meg egy p/q alakt kozonséges tort tizedes tort alakjat? Ugy, hogy p-t (a szamlalot)
elosztjuk g-val (a nevezvel).
Nézziink erre néhany példat:

303

> » —=_-012
Veges il

o . —_— 3 —_—
Végtelen tiszta szakaszos — 0.428571

—p

, 5 05 .o

Végtelen vegyes szakaszos 2= 5.2 083

Mit mondhatunk a fenti példak alapjan a raciondlis szdmok tizedes tort alakjar6l? Ha az osztds soran
elfordul 0 maradék, a tizedes tort véges, ha nem fordul el 0 maradék, akkor végtelen. A mésodik
példaban a 7-tel valé osztasnal hany kiillonboz maradék lehet? Legfeljebb 6 féle (1, 2, 3, 4, 5, 6),
,,legrosszabb” esetben a 6 killonb6zo maradek elo is fordul. Ezt latjuk a masodik osztasnal, ezert a
kapott tizedes tortben a 6 hosszisagl szakasz (428571) ismétldik. A harmadik példanal a tizedes
vessz utdn egy 8-as jon, majd az ismétld maradékok miatt csupa harmas kovetkezik, az ismétld
szakasz itt 1 hosszusagl. Tehat a racionalis szdmok tizedes tort alakja véges, vagy végtelen szakaszos
tizedes tort. Azt is meg tudjuk mondani a nevez (0sztd) ismeretében, hogy mikor lesz az osztés
végeredmény véges, vagy végtelen szakaszos tizedes tort. Ha a nevez primtényezs felbontasaban
csak 2-es és 5-0s szamok szerepelnek, az osztas végeredmény véges, hiszen a tort bvitésével a



nevezben 10 hatvanyt kaphatunk. Ha a nevez primtényezs felbontasdban csak 2-tl és 5-tl
kiilonboz szamok vannak, akkor a tizedes tort végtelen, un. tiszta szakaszos, ha a nevez
felbontasaban 2, vagy 5 valamelyike, vagy mindegyike elfordul, de ha mas tényezk is vannak,
akkor a tizedes tort szintén végtelen, de Gn. vegyes szakaszos. Azért vegyes szakaszos, mert nem
csak az ismétld szamok szerepelnek benne, hanem az elején ott van néhany mas szam
(kakukktojas) is. Ez lathat6 a 3. példaban.
Miért pont azok a szdmok lesznek véges tizedes tortek, amelyeket 2 és 5 hatvanyt tartalmazé
nevezj tortekbl kapunk? Ennek az oka, hogy 10-es szamrendszerben szamolunk. A 3-as
szamrendszerben az 1/3 €s minden olyan szam, amelynek nevezjében csak 3 hatvanyok vannak,
véges tizedes tort lesz.
Most vizsgaljuk meg ugyanezt a kérdést "visszafel¢". Konnyen belathatd, hogy egy véges tizedestort
kozonséges tort alakra hozhato, ha a tortet bvitjiik ugy, hogy a nevez 10 hatvany legyen. Példaul:
3 30 3-(2-5%) _ 1530 150

20 275 (27.§).2.5Y) 2.8 (2.3

De hogy lathato be, hogy a végtelen szakaszos tizedestort mindig 5 alaku, raciondlis szdmot ad.

78
a r
a,= %, q= ﬁ <1S= 1 _lq = 19090 = % = % Igy megkaptuk azt a kozonséges tortet,
100

amibl osztdssal a példa tizedestortje adodik. Ezt

szamologéppel konnyen ellenrizhetjiik, ha elosztjuk a tort szadmlalojat a nevezjével.
Vigyézzuk arra, hogy ha mértani sor 6sszegét szamoljuk soha ne felejtsiik el ellenrizni, hogy a
mértani sor hanyadosa |g| < 1 legyen.

Hogy szamolja ki a Maple a sordsszeget?

> aq = sum(%, k=1 ..inﬁnityj;
10

_ 26
] a: 3 3.1)
> evalf(a, 10)
0.7878787879 3.2)

Az evalf utasitas 10 szamjegyre kerekitve adta meg az eredményt, ezért 9 az utolso jegy.

Hatarozzuk meg a kovetkez sor 0sszegét:

=

-
=
Frml 3"

Elszor irjuk fel a sorozat néhany tagjat:



2

3 mivel

Eszrevehetjiik, hogy ez egy ¢ = % hanyadost mértani sor, melynek els eleme a, =

lg| < 1 alkalmazhatjuk a mértani sor 0sszegképletét:
¥

Mi torténne akkor, ha elfeledkeznénk a |g| < 1 feltételrl és automatikusan alkalmaznank a mértani
sor képletét.
Legyenasoraz§=1—1+1—1+1—1..sor, ezegy|q| =-1 hanyadosu, a, =1 kezdérték

4 1 1
l—gqg 1—(-1) 2
Most tekintsiik a részletosszegek sorozatat:
$=1,8,=1—-1=0, §5=1—-1+1=1S8,=1—1+1—1=0, elbb-utdbb észreveszziik, hogy a

részletosszegek sorozata az 1, 0, 1, 0, 1, ... oszcillalva divergens sorozat. Tehat, ha nem teljesiil a
lg| <1 feltétel az 6sszegképlet alkalmazasa hamis eredményre vezet.

mértani sor. Az 0sszegképlet alapjan S =

> q = sum( (-1 )k, k=1 ..inﬁnily);
a :=kzl(—1)" (3.3)

_ Az 6sszegzést a Maple program sem tudta elvégezni :)

¥ Konvergencia Kkritériumok

Ha a sorunk nem mértani, hogyan tudjuk eldonteni, hogy konvergens-e ?
Konvergencia sziikséges (de nem elégséges) feltétele:

Ha S konvergens = lim a_ =0 (A sor konvergenciajanak sziikséges, de nem elégséges feltétele a
n—>o n

tagok sorozatanak 0 hatarértéke.)

Ha egy sor konvergens, akkor a tagok sorozatanak hatarértéke 0, de ha a tagok sorozatanak
hatarértéke 0, abbol nem kovetkezik a sor konvergencidja.

Nézziink egy példat. Tekintslik az igynevezett harmonikus sort:




S=1+l+l+___+l+... esetén
2 3 7

]:._iﬂl__.ﬂ‘:._ =0

de a sor mégsem konvergens.

S,.=1+l+:l+lf+:l+l+l+lf+:i+...+if+...+lzl+l+2-l+4-1+8-i+___=1+k-l—>x
: 213 4) 15 6 7 8, |9 16 - 2 71 T8 16 2

Itt a sort alulrol becsiiltiik, €s a kapott sor co-hez tart, akkor a nala nagyobb, vagy egyenlo tagokbol
allo sor is a végtelenbe tart.

A harmonikus sor divergenciaja a Maple-ben:
a:= o 4.1)

|:> a = sum(1/k, k=1 .infinity);

Tehat, ha egy sor tagjainak hatarerteke a co-ben 0, az meg nem jelenti azt, hogy a sor konvergens, de
ha a tagok sorozata nem tart 0-hoz akkor a sor biztosan nem konvergens.
Egy ilyen sorra is nézziink meg egy példat:

= o ¥ 7
> k =1+1 E+___+ L
Tun+l 2 3 4 n+1
a :_i" :—1 —1
n+1 1 _'_i = asor nem konvergens
M
— ks,
> aq:= sum( P ,k 1..1nﬁnzty),

a= oo 4.2)

A feladat megoldas sordn, tehat elszor mindig nézziik meg, hogy a sor tagjainak mi a hatarértéke, ha
nem 0, mar nem kell tovabb foglalkozni a sorral, mert biztosan nem konvergens, ha 0, akkor tovabbi
vizsgalodasra van sziikség, mert lehet, hogy a sor konvergens, de az is lehet, hogy nem.

Ebben az esetben a konvergencia eldontésében segitenek a kiilonboz kritériumok.

Minorans kritérium
Ha Zlan divergens €s b, = a, minden n-re, akkor Zlbn divergens
n= n=
Szavakban megfogalmazva: Ha a sorunknal taldlunk egy tagonként nem nagyobb (kisebb, vagy
egyenl) sort és az divergens, akkor a vizsgalatunkra kijelolt sor is divergens lesz.
A minorans kritériumot a harmonikus sor divergenciajanak bizonyitasanal hasznaltuk fel.



Majorans kritérium
[e2] [e2]
Ha Za , konvergens és b > a, minden n-re, akkor Z b, konvergens
n=1 n=1

Szavakban megfogalmazva: Ha a sorunknal taldlunk egy tagonként nem kisebb (nagyobb, vagy
egyenl) sort és az konvergens, akkor a vizsgalatunkra kijel6lt sor is konvergens lesz.

Egy példa a majorans kritériumra:
Dontsiik el, hogy a kovetkez sor konvergens, vagy divergens:

1 1 1 1 1
— =l —t—+ —+

-
parg il r 21 3 7!

Alulrol becsiiljiik az n faktorialist.

1-2-3. _.-mn>1.2.2. .2=2*

Mivel a faktorialisok reciprokai alkotjak a sorozatot, ezést a 2 hatvanyokat helyettesitve fels
becslést kapunk. A majorald sor, mértani, 6sszege az ismert képlettel konnyen adodik.

1_|_1_|.l-|-l+___+l - 1+1+l+i‘+...+% —1+
203 2 2 2"

F'E! e Fa F 1_

‘ .

=3

[

Most azt nem tudtuk meg, hogy a kérdéses sor 0sszege pontosan mennyi, de tudjuk, hogy a sor
konvergens és Osszege nem lehet tobb, mit 3.
Mit mond errl a Maple?

> a = sum(1/kl, k=0 .infinity);

] a:=e “4.3)
> evalf(a, 10)
i 2.718281828 4.49)
> bi=14 sum(1 /2k, k=0..inﬁnily);
b:=3 4.5)

A sor 0sszege e, a természetes alapt logaritmus alapszdma, ami (a kozelit értéket is kiirattuk az
evalf utasitassal) valdoban kisebb, mint 3. Tananyagunk kereteit ez a szamolas meghaladja, igy
elhissziik a Maple eredményét.
Tovabbi kritériumok is rendelkezésiinkre allnak a sorok konvergencidjanak vizsgéalatahoz.
Gyokkritérium:

_ n
S= Zan sor konvergens,ha fa, = a <1 n—ox

divergens, ha "/ a, >a>1n—-ow



4 o . .y n
ezzel a modszerrel nem lehet eldonteni a konvergenciat,ha' /a, — a=1n -

Példa a gyokkritériumra:
Dontsiik el, hogy konvergens-e a kovetkez sor?

=
2o

7"n

n
n/anzn 7’13%2: 3 > —>%<l,mert’1/7—>l,han—>oo

7-(Vr)
Tehat a sor konvergens.

k
> Simpllﬁz[ k3 ]

75K
1
_ k
3k7 k
k2
(> limit((4.6), k= infinity)
3
7

Hényadoskritérium:

a
1

. —a<ln-ow»

(e ]
S= Zan sor konvergens, ha
1 n
Ay 11

divergens, ha —a>1n—ow

n

ezzel a mddszerrel nem lehet eldonteni a konvergenciat, ha

Példa a hanyadoskritériumra:
Dontsiik el, hogy konvergens-e a kovetkez sor?

[e 0] 5}1
2

n!
5n+1

Gy (n4+1! _ " Ss a

a, 5" (n+1)! 47 (n+1)-n! 5 n+1
n!

Tehat a sor konvergens.

an+1

— 0<1,han —>x

—a=1n—o>x

(4.6)

@.7)



B 5k+ 1
!
> simplify (k +k1) '
5
A
5
4.
i k+1 @9
> [limit((4.8), k = infinity)
_ 0 4.9)
_ o
> a = sum ( F, k=0 ..inﬁnily);
] g=e (4.10)
> evalf (a, 4)
L 148.4 (4.11)

Y Egyéb sorokra vonatkozo osszefiiggések

Egy érdekes sor a teleszkopikus sor:

-1 1 1 1 1
S= N + o4
Z’n'(n+l) 1-2 2-3 3.4 n-(n—+1)

Atalakitjuk az n. tagot:

1 1 1
n-(n+1) n n+1

Az atalakitast alkalmazzuk minden tagra, lathatd, hogy minden kapott tort szerepel egyarant pozitiv
¢s negativ eljellel is, kivéve az els és az utolso tagot:

_ 1 ! 1 (L 1.1 1. 1 1
ST12 Y2 Txa T (1 2)+(2 3)+(3 4)+“'+(n—1

1 1 1 1 1 B 1
_n—2)+(n—1_n)+(n_n+1)_l n—+1 — 1

,han — o

(> b= Sum(1/ (k- (k+1)),k=1.10)
10

N1
b'_,;k(k—i-l) .1)

> b= sum(1/ (k-(k+ 1)), k=1.10):




10

] b:=ﬁ
(> b= sum(1/ (k- (k+1)),k=1.100);
b:=M
i 101
(> ¢ = sum(1/ (k- (k+ 1)), k=1 ..infinity);
a=1

(5.2)

(5.3)

(5.4)

A valtakozo eljel sorokat alternald soroknak is neveziik. Emlékezziink vissza, altalaban nem igaz,

hogy ha a sor tagjainak sorozata 0-hoz tart, akkor a sor konvergens. Erre lattuk ellenpéldanak a
harmonikus sort. A valtakozo eljel sorokra igaz a kovetkez tétel:

Leibniz tétel: A valtakozo6 eljel sor konvergens, ha tagjainak abszolut értéke monoton csékkenve 0-

hoz tart.

A hiba (a pontos sor 0sszegtl valo eltérés) nem nagyobb, mint az els elhagyott tag abszolut értéke:

(5.5)

Lt 1 _ 1 1l L
S=1 ) +3 4 +...(-1) . +...
Szamoljuk ki, hogy mekkora hibat kovetiink el a sordsszeg kiszamitasadben, ha az els 5 tagot adjuk
0ssze.
1 1 1 60 30 20 15 12 47
S.=l-—+ -+ = - T T
2 3 4 5 60 60 60 60 60 60
|._-;r|=l S -5 21 Mg
6 6 60 60
> b= sum((—l)kJrl-%,k:l..S);
— AT
] b: 60
> q = sum((-l)k—H'%,k:l..inﬁnily ;
a:=1In(2)

> c = evalf(a, 10);
¢ :=0.6931471806

> d:=|c—b|
d :=0.0901861527

Pozitiv tagt sorok

(5.6)
(5.7

(5.8)

(e ¢]
Ha a, > 0 minden n-re, akkor az S = Z a, részletdsszegei monoton nnek, ezért, ha a pozitiv

n=1
tagu sor korlatos, akkor konvergens is.



Abszolut konvergensnek neveziink egy sort, ha a sor tagjainak abszolut értékeibl képezett sor is
konvergens.
Példa abszolut konvergens sorra:

[ 1
k11 1 1 1 k1 2 1 21
S=2.(-1) ==+ —-—+ — +.+ (-1 +.= — ==
Z’( ) 7k 2 4 8 16 (=D 2k+ 1_(_L) 2 3 3
2
o0 i
1 1 1 1 1 1 2 1 2
S=2,—F=—=+—"—+-+—+.+—F +.= =—.==]1
21“2" 2 4+8+16++2k+ l—l 2 1
2
Feltételesen konvergensnek neveziink egy sort, ha a sor konvergens, de nem abszolut konvergens.
| Feltételesen konvergens sorra példa a valtakozo eljel harmonikus sor.

VY Szemléltetés

A harmonikus sor szemléltetésére nézziink meg két animdciot, az elsben a szdmegyenesen
abrazoljuk a sor részletdsszegeit, a masodikban a koordinata-rendszerben:

| > a:=0:
| > K = NULL :
> forifrom1 to10 do
1
a‘=a+ —:

i
p = pointplot({seq([a, 0], n=1..10) }, color =red, symbol = solidcircle, symbolsize=12) :
d = display({p, q}, scaling = constrained) :

q = textplot([2,0.5,a]) :

K=K d:

od:

display([ K], insequence = true);
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| > a:=0:
| > K= NULL :
> for i from 1 to 10 do

a:=a+l/i:
p:=pointplot({seq([i, a], n =1 .. 30)}, color = blue, symbol =
solidcircle, symbolsize = 12):
q:=textplot([i,2.5,convert(a,string)]):
d:=display({p,q},scaling=constrained) :
K:=K,d:
od:
display ([K], insequence=true) ;




:> a:=0:

| > K := NULL :

> for i from 1 to 10 do
a:=a+l/i:

p:=pointplot({seq([a, 0], n =1 .. 11)}, color = blue, symbol
solidcircle, symbolsize = 12):

:=pointplot({seq([1/i, 0], n =1 .. 11)}, color = red, symbol
solidcircle, symbolsize = 12):

:=textplot([2,0.5,a]):

:=textplot([0.5,0.5,1/i]):
:=display({p,e,q,f},scaling=constrained) :

:=K,d:

d:

display ([K] , insequence=true) ;

oOXRQAHQ Il O

A tovabbiakban egy koordinata-rendszerben, ill. egy szdmegyenesen abrazoljuk a sor tagjait és
részletdsszegeit.
Pirossal a sor tagjai jelennek meg, kékkel pedig a részletdsszegek.
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:> a:=0:
| > K := NULL :
> for i from 1 to 10 do
a:=a+l/i:

p:=pointplot({seq([i, a], n =1 .. 30)}, color = blue, symbol =
solidcircle, symbolsize = 12):

:=pointplot({seq([i, 1/i], n =1 .. 30)}, color = red, symbol
solidcircle, symbolsize = 12):
:=textplot([i,2.5,convert(a,string)]):
:=display({p,e,q},scaling=constrained) :

:=K,d:

d:

display ([K] , insequence=true) ;

oxXpAaQ Il o
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Pénziigyi példa
Az orokjaradék

Tegyiik fel, hogy alapitvanyt szeretnénk 1étrehozni, mely évente 100.000 forintot oszt ki az altalunk
meghatarozott célra. Amennyiben feltételezziik, hogy hosszu tavon évi 10 szazalékos hozam érhet
el, mekkora 6sszeget kell most elhelyezniink, hogy az idk végezetéig teljesiteni tudja az alapitvany a
kifizetéseket?

Az orokjaradék egy végtelen tagu Osszegnek tekinthet, ahol az 6sszeg tagjai az éves kifizetések.

Az orokjaradék esetében a futamidre nincs fels korlat, tehat n tart a végtelenbe.
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¥

1 ;
mivel — tart a 0-hoz, ezért a zardjelbe tartozo rész az 1-hez tart. Igy a kdvetkez hatarértéket
o

kapjuk:



PL: /%Y =1000 000 =100 000

VY Feladatok onallo megoldasra

Dontstik el a kdvetkez sorokrol, hogy konvergensek, vagy divergensek. Ha lehet hatarozzuk meg a
sor Osszeget (mértani sor, €s teleszkopikus sor esetén).
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