4.[A fiiggvény hatarértékének definicioja. Folytonossag.
Szakadasi helyek és tipusaik.
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Y Fiiggvény hatarértéke

Az elz fejezetekben megismertiik a sorozat hatarértékének fogalmat, tobb
modszert is lattunk a hatarérték meghatarozasara. Azért is volt fontos sokat
foglalkozni a témaval, mivel a sorozatok is "specialis" fliggvények, igy
altaladban a fiiggvények hatarértékének egyik fajta definicidja is a
sorzatoknal tanultakra van visszavezetve (ez a Heine-féle).




Fiiggveény hatarértekének kétféle definiciojat ismerjiik: Heine-féle és
Cauchy-féle. Az x, pont kornyezetén értjiik a ]x )~ &x, + 8[

intervallumot, ahol o tetszéleges pozitiv szamot jeldl:
4 [ AY >
\ | J

xg - a xO IO + 6

Feltessziik, hogy a fliggvények az x, kornyezetében értelmezve vannak,
akkor az x, pontban igy értelmezziik a hatarertéket:

Heine-féle definicio:
Akkor mondjuk, hogy az f(x) fiiggvénynek az x, pontban létezik a

hatareértéke,ha megadhato olyan A valos szam, hogy valahanyszor x, —
X,, X, FXysorozat esetén a fiiggvenyértékek sorozata mindannyiszor A-hoz
konvergal, azaz f(x,) — A.

Jelolésben: xlz_)mxof(x) =A

A fenti definiciobol lathato, hogy a hatarérték egyértelmen meghatarozott,
hiszen a sorozatokra vonatkozo unicitas-tétel igaz ra, mivel a definiciot a

sorozatoknal tanultakra vezettiik vissza. (Az unicitas-tétel a sorozatok
hatarértekének egyértelmsegét mond;ja ki.)

Szemléletesen azt jelenti, hogy ha ,ballagunk”™ az x tengelyen x, fel€,
kozben az f(x) fliggvény értékei az 4 szam felé tartanak:



Az 4bran azt jelenti, hogy ha x—16 , akkor a fliggvényértékek 4-hez
kozelitenek, akar bal oldalrdl, akar jobb oldalrdl nézziik.

=> restart
> f:=x—log,(x)

I Si=x—log,(x) (1.1)
> f(x)
In(x) a2
In(2) '

=> hely == tickmarks =[[0, 1, 2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12, 13, 14,
15, 16, 17, 18, 19, 20], [-2,-1,0, 1, 2, 3,4, 5, 6]]
> gorbe = plot(f(x), x=0.1..5, discont = true, hely, thickness =3) :




gorbe

hely .= tickmarks = [0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, 10, 11, 12, 13, 14,
15, 16, 17, 18, 19, 20], [ -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6]]
2,
l,
0 ‘
1 2 3 4 5

>

:> with(plots) :

> rajzokbal = [seq(display([pointplot([x, f(x)], color=red,
symbolsize = 18, symbol = solidcircle), gorbe]), x=0.1.4, 0.1)]

> display(rajzokbal, insequence = true)




Baloldali hatarérték

> rajzokjobb = [seq(display([pointplot([x, f(x)], color=red,
symbolsize = 18, symbol = solidcircle), gorbe]), x=15.4,-0.1)]

> display(rajzokjobb, insequence = true)




Jobboldali hatarérték

[>
[>
[>

Megadjuk a masik, Cauchy-féle definiciot is:
Az f(x) fiiggvénynek az x,-ban létezik a hatarértéke, ha megadhato olyan

A valos szam, hogy barmely &>0-hoz van olyan ¢, hogy ha [x — x|, x7x,
akkor | f(x) ~f(xy)| <¢. (d.¢ kicsiny valds pozitiv szamokat jelélnek)

(Ez az un kornyezetes definicio.)

Szemléletesen:



]4—;5:4+£[

6—516+4

A hely kis megvaltozasa a fiiggvényeértekek kicsiny valtozasat vonja maga
utan.

Bizonyithato, hogy a két definicid ekvivalens. Ettl most eltekintiink.
A megadott definiciok pontbeli hatarértékre vonatkoznak.

¥ Folytonossag

Fiiggvény pontban valo folytonossaga




Szintén kétféle definiciot mondunk ki, az egyik a Heine-féle a sorozatok
hatarérték fogalmara tamaszkodik.

Heine-féle definicio:
Akkor mondjuk, hogy azf(x) fiiggvény az x, pontban folytonos, ha

minden olyan x, sorozatra, amely x, — x,, x, # x, , a fliggveényértékek
sorozata f(x,)-hoz konvergal,

azaz f(x,) — f(Xo) -

Jeldlesben: liggxo (x,) =/ (%)

Cauchy-féle definicio: ]
Az f(x) fuggveny az x,-ban folytonos, , ha barmely >0 -hoz van olyan &

(£,x9)>0 , hogy ha |x—x0|<8, X#x, , akkor |f(x) ~f (%) |<8 :
( &,0 kicsiny valds szamokat jeldlnek, o fligg e-tol €s x-tdl )

A két definicid ekvivalens.

A Heine-féle definiciobol, a szamsorozatokra megismert tételekbl és a
folytonossag definiciojabol adodnak a kovetkez allitasok:

. Ha f(x) > 0¢s xlgnxf(x) 1étezik, akkor xli_r)nxf(x)ZO.
0 0
. Ha xli_r)nx Of (x)=f (xo) ¢s xlgnxog(x) 1étezik, akkor 1étezik €s
Jim (£(x) £g(x) = lim f(x) + lim g(x)
0 0 0

lim f(x)-g(x)= lim f(x)- lim g(x)
0 0

X =X

¢s ha xli_mx f(x)#0, akkor
0



o
. x) 0
M o) T lim g(v)

0
. Ha f(x) = g(x) az x, hely valamely kornyezetében ¢s a

xli_r)nx f(x) és xli_r)nx g(x) hatarértékek 1éteznek, akkor xlgnx f(x) =
0 0

. Az f(x) fuggvenynek x,-ban akkor €s csak akkor letezik a
hatarértéke, ha {f(x,)} sorozat konvergal valahanyszor x, — x,,x, # x,

. Az f(x) fuggveny x,-ban akkor ¢és csak akkor folytonos, ha
Iétezik a hatarerteke es lim f(x) =71/(xy).
0

Féloldali folytonossag
Ugyanugy megadjuk a kétféle definiciot:

Heine-féle definicio:
Akkor mondjuk, hogy azf(x) fliggveény azx, pontban balrél (ill. jobbrol)

folytonos, ha minden olyan x, sorozatra, amely x, — x,, X, . X,
amelynek tagjaira x, <Xx,
(xg <x,), a fuggvényértekek sorozata f(x,)-hoz konvergal, azaz f(x,)—

f(xo) )

Jelolésben: . _l)iI;(l) o S(x,) =1 (%) 1L lim  f(x,) =/ (%)

Cauchy-féle definicio:\011
Azf(x) fuggveny az x, -ban balrdl (ill. jobbrdl) folytonos, ha barmely £>0




-hoz van olyan 0<8(x, ,¢) , hogy ha x<x, (ill. xj <x) €s |x — x| < 0 , akkor

£ () —f(x)| <e.

(& €s 0 kicsiny valds szamokat jelolnek, 6 fiigg az x, -tol €s e-tdl )

Tétel:
Az f(x) fliggvény az x, pontban akkor €s csak akkor folytonos, ha x, -ban

balrol is és jobbrol is folytonos.

Tehat 3 pontban foglalhatjuk 6ssze, hogy mikor mondjuk, hogy az adott
pontban folytonos-e a fiiggvény:

. értelmezve legyen az adott pontban

. l1étezzen a hatarértéke az adott pontban (azaz van bal és jobb
oldali hatarértéke és ezek egyenlk)

. a hatdrérték megegyezik a fliggvény adott pontbeli

helyettesitési értekével

Intervallumon folytonos fiiggvények

Definicio:
Az f(x) fiiggvényt egy nyitott intervallumon folytonosnak neveziink, ha az
intervallum barmely pontjaban folytonos (azaz minden pontjaban).

Definicio:

Az f(x) fiiggvényt egy zart intervallumon folytonosnak neveziink, ha az
intervallum barmely bels pontjaban folytonos, a balvégpontban jobbrol és
a jobbvégpontban balrél folytonos.

Definicio:

Az f(x) figgvényt egy < intervallumon (ami lehet nyitott vagy zart)
egyenletesen folytonosnak neveziink, ha barmely €>0 -hoz van olyan d(¢)
>0, amely csak e-tdl fiigg, de a helyt6l nem(!), hogy valahdnyszor



x — x| <8, xx €5, akkor|f(x)—f(x*)| <E€.

Folytonos fiiggvények fokozatos-valtozas tulajdonsaga:
A folytonos fliggvények egy nagyon fontos tulajdonsagat fejezi ki,

nevezetesen, hogy a fliggvényértékei csak fokozatosan valtozhatnak, nem
lehet ,,ugrds” egy folytonossagi pontban.

Tételkent igy szol:

Ha f(x) folytonos xj-banes k <f(x,) <K, akkor van azx,, -nak olyan

kornyezete, amelybe es minden x pontra £ < f(x) < K teljesiil.

Osszetett fiiggvény fogalma:
Legyen f(x) és g(x) két adott fliggvény. Az f(g(x)) Osszetett fiiggvényen

értjiik azt a fliggvényt, amelynek értelmezési tartoméanya g(x) értelmezési
tartomanyanak az a része, ahol olyan értéket vesz fel, ahol f(x)
értelmezve van. Az f(g(x)) Osszetett fliggvény hozzarendelési utasitasa a
kovetkez: az x, helyen az Osszetett fliggvény értéke az f(x) flggvénynek

a g(x,) helyen felvett érteke. Az f(x) fliggvényt kiils, a g(x) figgvényt
bels fliggvénynek nevezziik.

Osszetett fiiggvény képzése gépek dsszekapcsolasaval

X &
= = --f'ig(f(?ﬁ)ﬁ3

fY=x+2 glx)=3"

csomag:=fuggvény



Osszetett fiiggvény meghatarozasat segiti a gépek dsszekapcsolasaval
alkotott szabaly

Tétel:
Azf(g(x)) Osszetett fliggveny folytonos az x, helyen, haa g(x) fliggvény

folytonos x-ban ¢s azf(x) kils fiiggvény folytonos g(x,) -ban.

Myveletek folytonos fiiggvényekkel: (tétel)

Ha két figgveny folytonos az x, pontban, akkor 0sszegiik, kiilonbsegiik €s
szorzatuk is folytonos az x,, pontban. Hanyadosuk is folytonos, ha a
nevezben 1év fliggveény az x, pontban nullatol kiillonboz.

Az f(x) =césazf(x) =x figgvények mindeniitt folytonosak.

Racionalis egész fiiggvénynek neveziink egy olyan fliggvényt, amely a
fuggetlen valtozobol (legyen ez ) és valos szamokbol veges sok Gsszeadas
(kivonas) €s szorzas mveletekkel lett képezve. Altalanos alakjuk:

P (x)=a,x"+a,_ X" -y a,_,x" 24+ a,x +a,,ahola, #0.
Ezt n-ed foku polinomnak is nevezziik. A racionalis egész fiiggvények

mindeniitt folytonosak.

A racionalis tortfiiggvény olyan fuggveny, amely ket polinom
hanyadosaként all el. Altalanos alakjuk:

P (x) an-xn—l—an_l-xn_l—I—an_z-xn_z-i-...—l-al-x—l—ao

Barmely racionalis tortfiiggvény a nevez zérus helyeit kivéve mindeniitt
folytonos.

Racionalis fiiggvényeknek nevezziik a racionalis egész és racionalis
tortfliggvények Osszességet.

Irracionalis fiiggvényeknek nevezziik azokat a fliiggvényeket, amelyek a



fliggetlen valtozobol (legyen ez x ) és valds szamokbol véges sok 0sszeadas
(kivonas) és szorzas, osztas €s egész kitevs gyokvonas mveletekkel
allithatok el.

A raciondlis ¢és irracionalis fliggvényeket egyiitt algebrai fiiggvényeknek
nevezziik.

Trigonometrikus fiiggvények:
A szinusz ¢és koszinusz fiiggvények mindentitt folytonosak.

| > restart
> § = sin(x)
s :=sin(x) (2.1)

>

> sgorbe = plot(s, x =-4 ©..4 7, thickness = 3) : sgorbe
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| > restart
> ¢ = cos(x)
¢ :=cos(x)

> cgorbe = plot(c, x =-4 n..4 T, thickness = 3) : cgorbe
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;> restart

> tg = tan(x)

i tg :=tan(x)

> tgorbe = plot(tg, x =-4 1.4 T, discont = true, thickness =3) :
tgorbe

2.2)

2.3)
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A tangens fliggvény az x = g + k-m, keZ helyek kivételével mindentitt

folytonos.
Exponencialis fiiggvény

Az exponencidlis fliggvény mindentitt folytonos.
| > restart

> k:=2"
i k=2" 2.4)
> kgorbe = plot(k, x =-5 ..5, discont = true, thickness = 3) : kgorbe
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=> restart

1 X
> = | —
ke (2)

1 X
ke := ( E ) (2.5)

=> kegorbe = plot(ke, x =-5 ..5, discont = true, thickness =3) :
kegorbe




Logaritmus fiiggvény

A logaritmus fliggvény az értelmezesi tartomanyan mindentitt folytonos.
| > restart
> [2 :=log,(x)

. In(x)
2:=12)

=> [2gorbe == plot(12, x =0 ..39, discont = true, thickness = 3) : [2gorbe

(2.6)
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| > restart
> ld2 == log | (x)
2
In(x)
i In(2)
> Id2gorbe = plot(ld2, x = 0.01 ..39, discont = true, thickness =73) :
ld2gorbe

ld2 = - 2.7




:> restart
> [3 :=log;(x)

_ In(x)
i " In(3)
> [3gorbe = plot(13, x =0..39, discont = true, thickness = 3) : [3gorbe

3 : (2.8)
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| > restart
> ld3 = log | (x)
3
In(x)
i In(3)
> Ild3gorbe = plot(ld3, x =0 ..39, discont = true, thickness =3) :
ld3gorbe

ld3 = - (2.9




Az irracionalis kitevj hatvanyfiiggvényt, az exponencialis, a logaritmus, a
trigonometrikus fiiggvényeket €s ezekbl Osszetett fiiggvényeket kzos
néven transzcendens fiiggvényeknek nevezziik.

Az elemi fiiggvények korébe az algebrai €s a transzcendens fliggvényeknek
nevezziik.

V¥ Folytonos fiiggvények tulajdonsagai

Véges zart intervallumon folytonos fiiggvények tulajdonsagai:




Tétel:

Véges zart intervallumon folytonos fliggvény korlatos ezen az
intervallumon.

Tétel:

Véges zart intervallumon folytonos fliggvény felveszi sz¢€ls értékeit.
Tétel:

Véges zart intervallumon folytonos fiiggvény ezen az intervallumon
egyenletesen is folytonos.

Tétel:

Véges zart intervallumon folytonos fiiggvény minden a minimuma ¢€s
maximuma kozé es értéket felvesz ezen az intervallumon. St lesz egy
olyan hely, ahol azt elszor €s egy olyan hely, ahol azt utoljara veszi fel.
Tétel:

Egy intervallumon folytonos fliggvény ezen intervallum barmely ket
pontjadban felvett ertékei koz¢ es barmely ertéket felvesz e két hely
kozott. Azaz megvan a Bolzano-Darboux féle tulajdonsaga. St e két
hely kozott lesz egy els €s egy utolso olyan pont, ahol a fiiggvény ezt a
teszleges kozbiils ertéket felveszi. Ezt igy mondjuk, hogy barmely
folytonos  fliggvény rendelkezik az els €s utolsé elérés tulajdonsaggal
1s.

Ez a fligghid mindeniitt folytonos, minden gond nélkiil atsétalhatunk



rajta

V¥ Szakadasi helyek fajai
Szakadasi helyek fajai

definicio:

Megsziintethet szakadasi helye van az f(x) fuggvénynek x,, -ban, ha itt
Iétezik a hatarerteke, de az nem egyezik meg az f(x,) helyettesitesi
ertekkel, vagy ha fliggvény nincs is értelmezve x, -ban. (

xli_r)nx Of (x) # f(xg) vagy.f(x,) nincs ¢rtelmezve).

A képen lathaté hidnak szakadéasa van,amit ligyesen megjavithatnak a
munkdasok. Ezek utan gond nelkiil végig sétalhatunk rajta.




definicio:
Elsfajui szakadasi helye van az f(x) fliggvenynek x,, -ban, ha I¢tezik a
jobb- és baloldali hatarértéke, de ezek kiilonbozk; azaz

lim_ f(x) # lim_f(x)
0

X —x —
0

definicio:

Masodfaju szakadasi helye van az fliggvénynek -ban, ha vagy a jobb-,
vagy a baloldali, vagy egyik féloldali hatarértéke sem 1étezik. (nem
megsziintethet szakadas, 1d alabbi képen)

Nem megsziintethet szakadas

http://www.mommo.hu/media/A_Tacoma-_hid_osszeomlasa 1940ben
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Az eredeti Tacoma-hid ismert volt lengéseirl, himbalodzasarol. Az 5939
1ab hosszl hidat 1940 julius 1-én adtak at. A hid Tacomat és Gig Harbort
kapcsolta 0ssze. A hidavatés utan 4 honappal, 1940 november 7-én 42
mérfold/ora sebesség sz€élvihar tamadt a hid kornyezetében. A sz¢l altal
keltett lengéshullamok egyik oldaltol a masikig oda-vissza haladtak egyre
ersebbé valva, s a hid leszakadasahoz vezettek. A katasztrofa a hid
szerkezetére vezethet vissza.10 évvel késbb épiilt meg az 0j hid, mely
40 labbal hosszabb, mint az els volt.

Az els és masodfaju szakadasi helyeket nem megsziintethet szakadasi
helyeknek nevezziik.

Fiiggvény hatarértékeinek tipusai

A fiiggvény hatarértékének tobb tipusat kiilonboztetjiikk meg a hely
tipusa és a hatarérték tipusa szerint:

Vegtelen hatarértékek:
Itt 1s ketféle definiciot adunk meg:

Heine-féle definicio:
Akkor mondjuk, hogy az f(x) fiiggvénynek az x, pontban a hatarértéke +oo

ill. -0 ,ha valahdnyszorx, — x,,x, # x, sorozat esetén a
fliggvényértékek sorozata mindannyiszor +oo ill. -0o -be divergdl, azaz

S(x,) = +ooill - .
Jelolesben:  lim f(x) =o vagy lim f(x)=-oo
0 0

Cauchy-féle definicio:
Azf(x) fuggvenynek az x,-ban a hatarértéke +oo ill. - , ha barmely M

szamhoz van olyan 0<d(x,, M) , hogy ha |x —x,| < 9, x # x, , akkor

fx) =Ml f(x) <M teljesil.
( 0 kicsiny valds szdmot jelol, M abszolut értékben "nagy" szamot jelent)

A két definici6 ekvivalens.
Hasonloan definialhatok a féloldali hatarértékek is.



V¥ Véges helyen vett végtelen hatarértékek:

[gy viselkedik példaul az x=0 pontban az f(x) = Lz fliggvény:

) X
| > restart
1
> n:= S
X
> ngorbe = plot(n, x =-5..5, discont = true, thickness =3) :
ngorbe
40f
30(-
2q-
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lim €1 =400 illetve lim 1 =4 o0
x—>0—0,2 x—>0+0 2
A 0 hely bal €s jobb oldali hatarértéke egyarant plusz végtelen. Tehat
véges helyen végtelen a hatarértéke.

[gy viselkedik példaul az xo = 0 pontban az f(x) = % fliggvény:
X

=> restart

1
> hi= —
x3

h=— (3.1.2)

=> hgorbe := plot(h, x =-5 ..5, discont = true, thickness =3) :
hgorbe
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lim L =—co illetve lim - =+
x—>0—0,3 x—>0+0 2

A 0 helyen a baloldali hatarérték minusz, a jobb oldali hatarérték plusz
végtelen. Tehat véges helyen végtelen hatarértékkel talalkozunk.

V¥ Végtelenben vett végtelen hatarérték:
Igy viselkedik példdul a +oo-ben az f(x) =-2-|x — 3| + 5 fiiggvény:
|:> restart

> ab:=-2-|x—=3|+5
ab=-2|x—3|+5 (3.2.1)




> abgorbe = plot(ab, x =-1..15, discont = true, thickness = 3) :
abgorbe
5

of 5 10 15
/ '
_57

_10,

_15,

>
Jim (=2-fx — 3| +5) =~

Azt 1atjuk, hogy minél ,,messzebb” megylink az x tengelyen a pozitiv
iranyban, a fliggvény értékei egyre mélyebbre esnek, egyre kisebb értéket
vesznek fel.

Igy viselkedik példdul a -co-ben az f(x) =/ 2 —x — 3 fiiggvény:

|:> restart

> gy:=42—x —3
gy =y 2—x —3 (3.2.2)



> gygorbe = plot(gy, x =-31..2, discont = true, thickness=13) :
gygorbe

-30 -20 -10

>

Igy viselkedik példdul a -co-ben az f(x) =~ % (x+3)2+2 fliggvény:

| > restart
> gn ==—%-(x—|—3)2 + 2

gn = —% (x+3)2+2 (3.2.3)
> gngorbe = plot(gn, x =-18 ..6, discont = true, thickness =3) :
gngorbe




_20,

_40,

_60,

_80,

-100

| >
: 1 2 _
lim (—?-(x—l—3) —I—2)——oo

X —> -

Azt latjuk, hogy minél ,,messzebb” megytink az x tengelyen a negativ
iranyban, azaz ballagunk a minusz végtelen felé, fliggvény értékei egyre
mélyebbre mennek, egyre kisebb értéket vesznek fel.

Igy viselkedik példdul a oo-ben az f(x) = 3* M fliggvény:
;> restart
> ep =314 -6
ep =3"T%—6 (3.2.4)

> epgorbe = plot(ep, x =-8 ..16, discont = true, thickness =3) :
epgorbe
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xli_r)noo(3x+4 _ 6) — 00

Azt 1atjuk, hogy minél ,,messzebb” megylink az x tengelyen a fliggvény
| értekel egyre magasabbra tornek, egyre nagyobb érteket vesznek fel.

V¥ Végtelenben vett véges hatarérték:

[gy viselkedik példdul a co-ben az f(x) =3 T* — 6 fliggvény:
;> restart
> ep=3"T%—6
ep =314 _¢ (33.1)

> epgorbe = plot(ep, x =-8 .4, discont = true, thickness =3) :
epgorbe




>

lim (3*T*4—6)=-6

X —> -
A minusz végtelenben a fliggvény grafikonja nagyon kozel megy az y=-6
egyenlet egyeneshez, de sohasem ¢éri el.

Igy viselkedik példdul a -co-ben az f(x) =e” g + 2 fliggvény:
;> restart
>e=e ¥t 40
e=e 1 12 (33.2)

> egorbe := plot(e, x=-10..5, 0 ..6, discont = true, thickness =3) :
egorbe




-10 -5 0 5

>

lim (e'x2+1 —|—2)=2

X — -
A fliggvény a minusz végtelenben nagyon kozel megy az y=2 egyenlet
egyeneshez, de sohasem éri el.

Igy viselkedik példdul a co-ben az f(x) T fliggvény:

=> restart

2
> en:=-¢ 4
-2 -1

en = -¢ 4 (3.3.3)

> engorbe = plot(en, x =-5..15, -6 ..0, discont = true, thickness
=3) : engorbe




>

lim (—e_ -1 —4 ) =-4

X —> 0

-4=-4 (3.3.4)
A fiiggvény a plusz végtelenben nagyon kozel megy az y=-4 egyenlet
egyeneshez, de sohasem éri el.

Igy viselkedik példdul a co-ben az f(x) = (%) — 3 fiiggvény:

=> restart

1x
> hei=|—| —3
: (3)

(3.3.5)



1 X
he=|— | —3 3.3.5
_ e= () 3359

> hegorbe = plot(he, x =-5..15, -4 ..0, discont = true, thickness

=3) : hegorbe

-5 0 5 10 15

>

(1) 3]

A filiggveény a plusz veégtelenben nagyon kozel megy az y=-3 egyenlet
|_egyeneshez, de sohasem ¢éri el.

V¥ Véges helyen vett véges hatarérték

Legyenf(x) = X, xER, a vizsgalando fliggvény. Hatarozzuk meg a

hatarértékét az x=2 helyen: lim x> =?

x— 2




=> restart

> n = x2
n=x (3.4.1)

> ngorbe := plot(n,x =-4..4,0..16, discont = true, thickness =3,

color =red) : ngorbe
16 1

14

12 A

>
A Heine-féle sorozatos definicié alapjan mondhatjuk a kovetkezket: Pl.

x, =2+ 1, 2, ha n — o Vizsgaljuk meg, hogy ekkor hova tart a
n
megfelel fliggvényértékek sorozata:
1

2
f(xn)=(2+i) 4+ 2+ 4 han > ® Ha X, =2

n n n?

— 2, han — % , akkor




2
1) 4 i—>4,han

£(x,) = (2—— —4-t 2

n n n

— . Hax, =2 + (—1)”-L — 2,han — %, akkor f(x,) = (2
n

2
+ L) =4 + 4 + iz — 4, han — . A hatarérték kornyezeti

n n n
tulajdonsdag (,,Nem érdekel, hogy mit csindl a fliggvény x = a-ban, csak a

kornyezetében.”) Tehdt lim XX=4.

¥ ox<?2
Legyeng(x) =1
X x>2
\ ) /
\ - /
N i /
\ i /
\ & »-4/ lim g(x) =4
AN e
[>
X ox #£2

Legyen h(x) =
6 x=2



\ 4

lim (x) = 4
x—2

A fenti 3 fliggvény f(x), g(x), h(x) a 2 pont kdrnyezetében teljesen
ugyanugy viselkedik, eltérés kozottiik kizarolag a 2 pontbeli
viselkedésben van.

Az f(x) fiiggvény minden valos szdmra értelmezve van, tehat 2-ben is, a 2
-beli érték ,,szépen belesimul” a fiiggvény megfeleld értékeinek sordba.

A g(x) értelmezési tartomanyabol hidnyzik a 2, tehat g(x) 2-ben nincs
értelmezve (,,lyukas™).

A h(x) fiiggvény ugyan szintén minden valos szamra értelmezve van,
mint az f(x), de a h(x) 2-beli értéke ,,renitens”, kildg a sorbdl, , kitéptik”
a 2-beli értékét és attettiik mashova, 4-bl 6-ba.

Figyelem!!!

Lassuk az f(x) = sin(x) fiiggvényt!
;> restart
> 5 = sin(Xx)

s :=sin(x) (3.5.1)

> sgorbe = plot(s, x=-4 .47 -1.5..1.5, discont = true,
thickness = 3) : sgorbe




1.5

-4n

[o%)
a
a

-1.5-

>

f(x) =sin(x) eseténxli_l)noof(x) nem létezik, de lim f(x) sem létezik,
X —> -0

mert:

Mert van olyanx, — o, hogy f(x,) — 0 vanolyanx, — %, hogy

S(x,) = 1, ¢s barmilyen -1<A<I szdmot adunk meg mindig taldlunk
olyan végtelenbe tartd sorozatot, amelyhez tartoz6 fliggveényértek
sorozat A-hoz tart.

Lassuk az f(x) = cos(x) fuggveényt!
|:> restart

> ¢ = cos(Xx)
c :=cos(x) (3.5.2)



> cgorbe = plot(c, x=-4 .4 n, -1.5..1.5, discont = true,
thickness = 3) : cgorbe
1.5

0.5

-1.5-

>

f(x) =sin(x) eseténxli_l)n | f(x) nem létezik, de lim f(x) sem létezik,

X —>-09
mert:
Mert van olyanx, — o, hogy f(x,) — 0 vanolyanx, — %, hogy

S(x,) = 1, ¢s barmilyen -1<A<I szdmot adunk meg mindig taldlunk

olyan végtelenbe tartd sorozatot, amelyhez tartoz6 fliggveényértek
sorozat A-hoz tart.

Lassuk az f(x)= {x}=x-[x] tortrész fiiggveényt!



=> restart
> er = floor(x)

i er = floor(x) (3.5.3)
> tri=x—er
i tr :=x — floor(x) (3.5.4)
> trgorbe = plot(tr, x ==T ..7 , discont = true, thickness = 3) :
trgorbe
L
0.8
0.
|
yz
1’
6 4 2 0 2 4 6

>

{x}=x-[x], Egy szadm tortrészét ugy kapjuk meg, hogy a szambol
kivonjuk az egészrészét. Egy szam egészrésze a nala nem nagyobb
(kisebb vagy egyenl) egész szam.

Tortrész jelolése: {x}
Egészrész jelolése: [X]



ip_ [ =1 lip, /00 =0

V¥ Nevezetes fiiggvény hatarértékek

HI: lim SSW =1 _
X — X
x_
H2: Iim © I =1
x—0 X
1
H3: lim (1 +x)" =e
x—0
e=e
Hd: lim SO0
x—0 X
E=1 E N f’p‘:'
=]
8

H4 bizonyités:

Azaz az x=1 helyen nem létezik a

hatarérték! Nem megsziintethet szakadas van!

4.1)



x>() sin(x) <x <tan(x) = sm((x)) vegylk a reciprokat,ekkor a
cos(x

relacio megfordul: Zi(lls—((xx)) < % sin(x) az egyenltlenséget sin(x)-

szel szorozva: cos(x) < sinfx) < 1,ha x—0, akkor cos(x)—1,ezérta
X

rendr-elv miatt sin(x) 1

X
A bizonyitas hasonl6 x<0 esetén is.

... sin(kx)
HS5: xhino—kx
H6: lim - =0

—> o0
X X

=1,keER

H7: lim ¢" o ha0<g<l lim ¢ =1,haq=1
: lm g = m qg =1, haqg=
A + o0 1<gq At 1

X
H8: Ilim (I—I-i) =e, hax >0
X — 00 X

k X
HY: lim (1+—) — ek hax>0

—> 00
x X

1

H10: xli_r)nwex =1

V¥ A hatarérték és a folytonossag feladatokban

A hatarérték és a folytonossag feladatokban

Y Szemléleten alapulo feladatmegoldas



F1:

2
(x2—4) , ha x <0
-x+2, x>0

A kovetkez utasitassal adott a fliggvény: f(x) = Abrazolja,

majd valaszoljon a kovetkez kérdésekre!
lim 0f(x) =7 lir% (f(x) =? lim f(x)=? lim f(x)=? limf(x)=? lim f(x)
x—0-

x— 0+ x—2+ x—2- xX—-
=7
Hol van szakadasa és az milyen tipusu? Hol folytonos?

Megoldas:
;> restart
2
> fi= (x**—4)" x<o0
-x+2 x>0
(P —4) <0
fi= * * (5.1.1.1)

-x+2 0<x
> fgorbe = plot( f,x=-5..7, discont = true, thickness=3) : fgorbe




| >
lim f(x)=2 Ilim f(x)=4 lm f(x)=0 Ilim f(x)=0 )}gllmf(x) =- o0

x>0+ x—0- x—>2+ x—2-

lim f(x) =+ oo

X — -

Az x=0 helyen nem megsziintethet szakadasa van, ott nem folytonos, masutt viszont igen.

F2:
Vizsgalja meg a kovetkez fiiggvénytis: g(x) = | 5 2 | + 3 az adott helyeken! Hol van
x —4
szakadasa ¢és az milyen tipusia? Hol folytonos?
x_l}ernJr (x) =1 xl_l)n(}_ (x) =1 x_13r2n+ 0f(x) ) xl_1>n21_ (x) =1 x_ll_nzl+ (x) =7
x_}l_l’lzl_(f(x) =7 xhl)nmf(x) =9 xli)rr_lwf(x) =9?
Megoldas:

|:> restart



2

>g=—F"—++3
[ — 4
2
g=—5 [ +3 (5.1.1.2)
i " — 4]

> ggorbe = plot(g, x =-5..7 , discont = true, thickness =3 ) : ggorbe
7
6 .
5 .
4 ]

-4 -2 0 2 4 6

>

lim 0f(x) =3 lim f(x)=3 lime(x) =+ lim f(x)=4 lim (x) =+

x—0+ x— 0- x—2 x—2- x—-2+

o« lim ([(x)=+00 xlil)nmf(x)=3 lim f(x)=3

x—>-2— X —>-
Nem megsziintethet szakaddsa van az x=-2 ¢s x=2 helyeken. E helyeken nem folytonos,
masutt igen.

F3:

x—=1]+1, ha x <0 , ] )
A kovetkez utasitassal adott a fiiggvény: f(x) = Abrazolja, majd
-2x+2, x>0

valaszoljon a kovetkez kérdésekre!



- 01 —9 - -9 i =9 ' =9
x_l}%1+(f(x) .x1_1>n(}_ (x) =1 xllf?+ (x) .xllf{l_f(x) ! x_l}r1n+ (x) =1

lim f(x)=? Jim/(x)=2 lim f(x)=?

x—1— X —-®

Hol van szakadasa és az milyen tipusu? Hol folytonos?

Megoldés:
;> restart

x—1]+1 x <0
> hi=

2x+2 x>0

(5.1.1.3)

o k—1+1 x<0
' 2x+2 0<x

> hgorbe == plot(h,x =-5..7 , discont = true, thickness =3) : hgorbe

lim f(x)=2 Ilm f(x)=2 lim f(x)=3 lim Of(x) =3 lim f(x)=0

x— 0+ x—0- x—-14+ x—-1— x—=1+



lim f(x)=0 limf(x) = lim f(x) =+

x—1-— X—=-®
A fliggvény alakja egy tordttvonal, nincs szakadasa, az értelmezési tartomanyan mindentitt
folytonos.

F4:

x—=3]+1, ha x <0 )
A kovetkez utasitassal adott a fliggvény: f(x) = 5 Abrézolja, majd
-2x"+2, x=0

valaszoljon a kovetkez kérdésekre!
x_l}r()11+ 0f(x) ) xl_l)ng_ (x) =1 x_{l_nllﬂf(x) / lim (f(x) } lim f(x) =1

x—>-1— x— 1+

lim J‘(x)=? Jim f(x)=?  lim f(x)="?

x—1— X —=- 0

Hol van szakadésa ¢€s az milyen tipusu? Hol folytonos?

Megoldas:
;> restart

x—3+1 x>0
> k= )

-2x 42 x<0

lx —3] +1 0<x
(5.1.1.4)

22X 42 x<0

B kgorbe := plot(k, x=-3 .7 , discont = true, thickness =3) : kgorbe




| >
x_l}r61+cf(x)=4 xgrr(}_ (x) =2 x_ll_nl1+ (x)=0 x_ll_nF_J(x)=0 x_1>lr1n+ (x)=3
lim 0f(x)=3 lim f'(x) =+ lim f(x)=-o
x—1— X = X — -

A fliggvénynek az x=0 helyen nem megsziintethet szakadasa van, itt nem folytonos, masutt
igen az értelmezési tartomanyan beliil.

F5:
-lx—=2]+3, hax=>1

A kovetkez utasitassal adott a fliggvény: f(x) = Abrazolja,

AR} x <1

majd valaszoljon a kovetkez kérdésekre!
) - . = . _5 . P _o 1
lim f(x) =? xh_r)n_Zf(x) ? lerlllof(x) ’ lim f(x)=? lim Of(x) / xhl)nwf(x)

X — x—1+ x—>1—
=? lim f(x)=?
X—>-®

Hol van szakadasa és az milyen tipusa? Hol folytonos?

Megoldas:



=> restart

=2l +3 x> 1
> k= .
142 x<1

-Ix—=2|+3 1 <x
(5.1.1.5)

PARR) x <1

> kgorbe = plot(k, x=-3..7 , discont = true, thickness =3) : kgorbe

/

>

lim f(x) =2,5 Iim f(x)=2,125 Ilim f(x)=-5 lim f(x)=2 Ilim (f(x)=3
x— x—- x—1

x— 1+ x> 1—
dim f(x) == xlin_lwf(x) =2

Az x=1 helyen nem megsziintethet szakaddsa van a fliggvénynek, itt nem is folytonos; masutt
igen, az értelmezési tartomanyan.

Hatarértek és folytonossag szemléltetése

Hatarérték és folytonossag szemléltetése




/ Baloldali hatarérték szamitasa

—

1.5
1
05 lim f(x)=lim (27 '+2)=2°
43210123 4 10 10
0.9 +2=3
Jobboldali hatarérték szamitasa 3
2,
lim f(x)= lim (-|x—2]
x— 1+ x— 140 1.51
+3)=2
1,
0.51

4-3-2-10 12 3 4
1.0

Mivel a bal és jobb oldali hatarérték nem egyenl
lim fx) # lim  f(x),
x—1- xX—

ezért a lim1 f(x) nem létezik. igy nem lehet folytonos sem.
X

V¥ Algebrai atalakitasokon alapulo6 feladatmegoldas

F1:
lim sin(7 x) -sin(9 x)
x—0 3x2

Megoldas:

A feladat megoldasa a lim0
X —

=9

sin (kx)
kx
Kialakitjuk a nevezetes hatarértéket, megint csak bvitéssel:

=1,k € R nevezetes hatarérték alkalmazasan alapul.




sin(7 x) sin(9 x)
SHMAZA) 5, ST g
. sin(7x)-sin(9x) .. 7x i 9x Y 79
lim = lim = =
x=0 357 x=0 35 3
Lesz az egyszersitések elvégzése utan.
F2:
Hatarozza meg a kovetkez hatarértékeket!
2
lim —2—%  _9 lim > X ~9 lim — 2

Megoldas: )

5yt 5 54 5 5+5
o ?, X e (d-l-x)(,/x]:]jm (5+x) _5+5_10
15 — ' + 2x+15 x—>5(5/~‘x)(x+3] =5 (x+3) 5+3 8

Ilvenkor nagvon jo modszer a szdamldlo, nevezd szorzattd alakitisa, majd egvszerisitése.

fim =lm A
*0 sin 2x +sin 3x Har%m 2 ) fsin3x) 243

[tt a nevezetes hatarértékre vezettiik vissza a feladatot. Persze ilvenkor is célszeri alkalmazn
az egvszerusitest.

12 12, 12

$=5 215 115 x—0sin(2x) + sin(3 x) x_’4(x2—16)2

=9

i

='—="=— =+ Fontos, hogy a nevezdben négyzetre emelés mivelete van,

m '—"'|_ ol -
“’4[;1—16‘]‘ 0 40

mert igv nem kaphatunk negativ valos szamot, egvertelmiien megallapithato a nevezo elgjele.

Mondhatjuk ugy is: pozitiv szdm per pozitiv nulla hatdraitmenetben plusz végtelen lesz.

F3:
Hatarozza meg a kovetkez hatarértékeket!

2 2 2
lim —2=2—10  —9 yim 2.X _y i X —16)

x_’52x—x2+15 x—0sin(2 x)-sin(3 x) x— 4 12

=9



Megoldas:
2x-10 0,

=2y —x?+15 D

k2

o 2xs) 2
fpusi = m =lim = =
P (x<5)—x—-3) =x+5-x-3 —(-8)-%)

[=5)
[FER Iy

[lvenkor nagvon jo modszer a szamlald, nevezd szorzattd alakitdsa, majd egvszerisitése.

5x° 0 i £ 5~ 5 5
— " fHpush =lm L e L
aosin2xsindx 0 x—:Tsmb:;_,’x |,é.m W, 23 6
P e
'\\ ‘.x/ p l‘-\ 3x/,l,
1 -
+ ¥
1 1

[tt a nevezetes hatarértékre vezettiik vissza a feladatot. Persze ilvenkor is célszeri alkalmazmi
az egvszerusitest.

2 2 2 2
i (x*—16)" _ (4~ —16) 0
x4 12 12

V¥ L'Hospital-szaballyal megoldhaté feladatok

A kovetkezo hatarertek meghatarozasanal a L Hospital-szabalyt alkalmazzuk, atalakitas utan.
. X 1. 2

lim (2x—3)e "=lim ———=lim —=—=0

X —> X X ex

[0.9]
A fent nevezett szabalyt csak — ill. % alaku hatarértékek €s differencialhato fiiggvények

esetén hasznalhatjuk, de ezekre az esetekre vezethetk vissza a (szimbolikus jelekkel irva)

0- oo tipust hatarértek meghatarozas is:  0=—_ ill. OOZH hataratmenetek felhasznaldsaval .

fme még egy példa:
1
. L. In(x) .. L B
lim x-'In(x)= lim ——=lm ——= lim (-x)=0
x— 0+ x— 0+ Xl x— 0+ —1-x2 x— 0+

A kovetkez tipus is a tort egyszersitésre vezethet vissza:
o0 0

=e ” vagy e 0 , ilyenkor a kitevben alkalmazhatjuk a
L’Hospital szabalyt a megfelelo feltételek mellett.

1° = (eln]) o :eOO-ln]:eoo'O




x+ 1

. . X +4
Jim =?  lim ———=
x+1 X222 Yy
A kovetkezo hatdrérickeket L'Hospital-szabaly segitsegével oldjuk meg.
1 1

?

x+l x+l

]
fm B _pgpeosx _1_y g & o ©

=
=0y =0 1 1 —=a x4 1 = ]
A kovetkezo fiiggvény adott helven térténo hatarerieket kell vizsgalnunk jobbrol és balrol is.
x+4 8 “+4 8
f—— = =0
=0yl 4 40 =0yt 4 —(

Csak a féloldali hatdrértékek létemel.

Y Maple gyakorlo panel a hatarérték meghatarozasara

\ 4
\ 4
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