5.Al differencialszamitas elemei: differenciahanyados,
differencialhanyados, derivalt fiiggvény.

V A differencialszamitas elemei

V¥ Differenciahanyados, differencialhanyados, derivalt fiiggvény

Ennek a fejezetnek az a célja, hogy megértsiik az alapfogalmakat és elsajatitsuk a derivalas
mveletét.

A differencidlszamités kialakulasat geometriai és mechanikai problémaék siettették.

A fiiggvény adott pontban vald differencialhatosagat is tobbféleképpen definidlhatjuk. Mi a
hatarérték fogalmara tdmaszkodo definiciot fogjuk hasznalni.

definicio:
. e J(x) =/ (%)
Legyen f(x) azx, pont valamely kornyezetében értelmezve. Haaz —————— ,x # x, ,
X —X
0
differenciahdnyados fliggvenynek létezik a (véges) hatarérteke az x, pontban, akkor az f'(x)
figgvényt az x,, pontban differencialhatonak nevezziik. Ezt a hatarertéket azf(x) fliggveny x,

pontbeli differencialhdnyadosanak nevezziik.

f(x) _f(xo) d

Jele: lim =f (xo) vagy szokasos jelolések még: f” (x) , T ,
X=X X—Xx _ dx —
0 0 X=X, X =X,
0
0x

Ha azt mondjuk, hogy f (xo) letezik, az azt jelenti, hogy f(x) azx, pontban differencialhato. Ha

flx+Ax) —f(x
x =X, + Ax alaku, akkor ( ) ( O)

, Ax#0 ; ezzel a kifejezessel is gyakran

talalkozhatunk tankonyvekben.

definicidt is, mint a hatarérték és folytonossag esetében. Ezektl most eltekintiink.

Szemléletesen:

Tekintsiik az f'(x) — ¥ fliggvényt azx,=1 hely (rogzitett pont) kérnyeken. Ax=1; 0,5; 0,3; 0,2; 0,

1 értékeket veszi fel. A fliggvénygdrbéhez szelket rajzolva, lathatjuk, hogy a
differenciahdnyadosok a szelk meredekségeit adjak meg, a differencidlhanyados az érint




meredekségét adja meg. Mondhatjuk azt is, hogy a szelk hatarhelyzete az érint az adott
pontban. Innen szarmaznak olyan elnevezések a kozgazdasdgtanban, hogy a hatarbevételi
fliggvény a bevételi fiiggvény derivaltja. Altalaban, amelyik fiiggvény neve elé odatessziik a
,hatar” jelzot, az adott fliggveny derivalasat jelenti.

[> with(plots):
|:> animate( plot, [[x*2, (2+t)* (x-1)+1],x=-4..4], t=-2..0 );

t=-2.
15 A
10;
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] x
.
definicio:
b S () 1) =/ (%)

=1 (%) ,1lletvex_11%1+0 —

=f (xo) hatarértékek

x—x —0 X — X
0 0
l1éteznek, akkor azt mondjuk, hogy 1étezik az /' (x) bal illetve jobboldali differencialhanyadosa az
x, pontban, ezek jele: f_ (x:,j illetve f (x:,:l
Ezek utan nyilvanvalo, hogy f (%) akkor és csakis akkor létezik, ha f (x:,:l és f. (x:,j

1éteznek és egyenlk, azaz:



f_[x:,:l :f-[xslj =f/(x0).

definicio:

Azf(x) figgvényt az [a;b] intervallumon akkor nevezziik differencidlhatonak, ha minden bels
pontban differencidlhatd, tovabba az a pontban a jobboldali és a b pontban a baloldali
differencidlhanyadosa létezik.

definicio:

A differencidlhinyados és a differencidlhanyados fiiggvény:

Azt a fliggvényt, amelynek értelmezési tartomanya azon pontok halmaza, ahol differencialhatod
¢s amelynek értéke egy ilyen helyen éppen az differencidlhdnyadosa ebben a pontban, az
figgvény differencidlhanyados fiiggvényének, vagy derivalt fliggvényének nevezziik. (gyakran
roviden csak differencialhdnyadosanak vagy derivaltjanak)

A differencidlhdnyadosra vonatkozé rendrelv:
Haazf(x) ,g(x) ésh(x) fuggvények azx, pont valamely kdrnyezeteben értelmezve vannak €s e

kornyezetben f (x) < g(x) < h(x) , tovébbéf(xo) Zh(xo) és f’(xo) =h’(x0) , akkor g(x)
differencialhat6 az x;, helyen és g ’(xo) =f' (xo) =h/(x0) .

Tétel:
Konstans differnecialhanyadosa mindeniitt 0. ( f(x) =c¢)
Bizonyitas:
(%) =/ (%) __c=c
X ™ %0 X ™ %0

V Differencialhatosag és folytonossag

Ha f(x) differencialhaté az x, pontban, akkor ott folytonos is.

Ugy is szoktuk fogalmazni, hogy a differencialhatosagbol kovetkezik a folytonossag, de a
folytonossagbol a differenciadlhatosdg még nem. Példaul:

=> restart

> f= |«
| S=1x] a.2.1
> plot( f, x=-6..6, thickness=3)




| >
Tekintsiik a baloldali differencidlhdnyadost az x=0 pontban: li%l o@ =-1
x—0—
Tekintsiik a jobboldali differencidlhdanyadost az x=0 pontban: lir(%l+ 0 & x_ 0 _ 1
X —

Mivel a két féloldali hatarérték nem egyezik meg, ezért a 0 pontban nem diffencialhato, de ott
folytonos, hiszen mindkét féloldali hatarértéke 0.

definicio:
Egy fliggvényt egy intervallumon akkor neveziink folytonosan differencidlhatonak, ha
differencidlhanyados fiiggvénye folytonos ezen az intervallumon.

V¥ Differencialasi szabalyok




Differenciilisi szabalyok tétele:
Ha ffx] és glx) differencidlhaté x,-ban, akkor &sszegiik, kiilénbségiik, szorzatuk is, és ha a
nevezoben levd fiiggvény x,-han 0-tal eltérd érteket vesz fel, akkor a hdnyadosuk is

differencialhato, tovabba érvénvesek az alabbi dsszefiiggesek:

(fig)' :f'(xajig'(xaj

]

(f-g)

Tmiy

= 1) gl )+ flx)-£'(x,)

T
o

1 ) gle)- ) g00)
g:(x:,]

ha g{x,)= 0, akkor ‘ i]
g

Hmiy

=c- f'(x), ahol ¢ valés szamot jelsl.

XXy

A fenti szabalyolk bizonyitdsdt most mellézziik.

Elemi fiiggvények derivalasa:
A bizonyitasoktol, levezetésektl eltekintiink, tablazatos formaban foglaljuk 6ssze:

f(x) f'(x) f(x) £'(x)
const . et | __1
x" n=szim n-x"? st %
- = arcrg(x) 1
I I 1+x
]j 2 ]f 2 arcetg(x) 1
x —
- 1+x
— ’1‘ arcsin( ) 1
: <l a Afl—x
pr— cosx arccos(x)} ) 1
CosX -sin X Af1-x2
tex 1 sh(x) ch(x)
cos’ x ch(x) sh(x)

Osszetett fiiggvény differencidlhanyadosa:

Ha a g(x) fliggvény differencialhat6 x-ban és f(x) differencialhato g(xo) -ban, akkor az
f(g(x)) Osszetett fliggvény is differencidlhato x-ban €s
(8| = (8()) 8 (%)
X=X,
A fenti szabalyt szoktak lancszabalynak is hivni. Bizonyitasat nem részletezziik.

Mivel néha nehéz felismerni az sszetett fliggvényt, vagy legalébbis jol kell beazonositani, hogy
melyik a kiils fliggvény ¢és melyik a bels fliggvény,



ehhez is késziilt egy segédtablazat, melynek segitségével egyszersodik a derivalas.

TED | (ree) @D (fe))
f.l‘! n_f.l‘!—l_fr g_,f‘ g_lf‘_fr
n=szim a’ a’-ma-f'
In f 1
—.f arctgf 1 o
f : 1+ f2 4
log, f . arcctgf 1 .
f-ha ! _1+fq'f
sin f cos f- " arcsm ]
cosf | —simnf-f' o S
&4 11 r arccos [ 1 ,
cos” f - = -
g |1 1-f
sin ° I shf chf - f'
chf shi-- '

¥ Maple ellenrz panel a derivalashoz

|:> with (Student[Calculusl]):

|:> DerivativeTutor () ;

|:> DerivativeTutor (x*sin(x)) ;

|:> DerivativeTutor (x*sin(x), -2*Pi..2*Pi);
|:> DerivativeTutor (x*sin(x), x=-2*Pi..2*Pi);

¥ Maple gyakorlé panel a derivalashoz

[> with(Student[Calculusl]):
[> DiffTutor() ;

[> DiffTutor (x*cos (x)) ;

|:> DiffTutor (x*cos (x), x);

V Kozépérték tételek




Rolle-tétel:

Ha f(x) folytonos a véges zart [a;b] intervallumon és differencidlhatd a nyitott ]a;b[
intervallumon, tovabba haf(a) =f(b) , akkor 1étezik legalabb egy bels pont, ahol a
differencialhanyados 0.

Ennek a tételnek kovetkezményeaz, hogy a derivalt 0 volta sziikséges feltétele a sz€ls értek
létezésének.

Szemléletesen:

-3

ROLLE-TETEL mas fiiggvények esetén (kicseréljiik az utasitdsban a fiiggvényt és az
intervallumot, és megkeresi van-e kozbiils hely)

;> with(Student| Calculusi]) :
> RollesTheorem (x4 - 3*x"2 + 1,x=-2..2);




IMlustration of Rolle's Theorem

________ ————— — — — — —

4

For the function /(x) =x* — 3% + 1 on the interval [ -2, 2], a graph

showing f(x), the line connecting ( —2, f( —2)) and (2, f(2) ), tangents
parallel to the line connecting ( —2, f( —2)) and (2, f(2)).

Lagrange-tétel:
Ha f(x) folytonos a véges zart [a;b] intervallumon és differencialhat6 a nyitott ]a;b[

intervallumon, akkor van olyan ¢ bels pont, ahol a differencidlhdnyados értékére

v 2 J(b) =f(a)
frle)=—=—,

Szemléletesen:



Szokas a differncidlszdmitas els kozépérték tételének is nevezni.
Szemléletesen azt jelenti, hogy van olyan ¢ bels pont, amelyben olyan érintt rajzolhatunk a
fiiggvényhez, amelyik parhuzamos az intervallum végpontjain at huzott szelvel.

A Lagrange- tétel altalanositasa a Cauchy-tétel:

Ha f(x) ésg(x) folytonos a véges zart [a;b] intervallumon ¢és differencidlhaté a nyitott [a;b[
intervallumon, tovabba g ' (x) a belso pontokban nem nulla, akkor van olyan & belso pont, ahol
(&) _ fb) =f(a)

g'(8) gb)—gla)

Feladatok az elz fejezetekhez

D1:



Derivilja a kévetkezs fiiggvényeket!
flx)= [‘x3 +x’}ej"
1-cosx
x)= -
g[ J 1+3Jr;

h(x)=mnf1+e” +107)

Megoldas:

[[x’ +x:]ej_‘]r = [:x3 +xi]r e +[ix3 +x:I:e‘:_‘ ]r =[:?»xJ +l:135'x +[:x3 +x:]-e‘:" -(E—X:Ir =
= [:3);3 +l:13‘:'x + [x’ + x:]-e‘:'x -(—1:]

|
sl b

r . ’ 3 | 1
lrl—cosx} (1-cosx) {l+u'r_]— 1—cosx) [l+x-'r_] (sin x]-[_l+&}]—(l—cosx]-§x
S = (e

1
1+e* +107

1

. . xj ﬁnl’_
bl e +10%) - 1+e° +10%

I L3
(ee” +10%) = | 3 +1of.

I_|| —
e ——

D2:
Irjafelaz f [x] = % fiiggvény grafikonjihoz hiizhaté érinté egyvenletét az v tengellyvel
—

valé metszéspontjiaban!
Megoldis:
El&szoér meghatdrozzuk, hogy hol metszi a fiiggvény az v tengely. Ez ott van, ahol x=0.

. 1 . [ . P
Behelvettesités utan kapjuk, hogy v = _E . Tehit a PQ! 0;—§) ponton atmend érintd
\ J
egveneset kell felimunk. Ehhez az egvenes irainvténvezds egvenletét haszndljuk, mivel az
irinvténvezot vagy meredekséget a fliggvény differencidlhdnvadosdnak értéke adja meg az
adott pontban. A meredekség

, s 1 '\r . B N —J 1
f (XJ=:—2 =(=2]") =) (-2 = — =
meghatdrozdsa: WX (c-2
1 1
=== ' O)l=— —=——
FO=—67 "3
Az egyenes irdnytényezos alakja: v—y, = m(x —xc,]_ Behelvettesités utdn az érintd egvenlete:
'
v ' 1} x CI:?L——f—l_
L 4 2
| > restart
1

>f::

fi= (1.7.1)




1
> gi=- E

X
4

-1.54

(1.7.2)



Calculus 1 - Tangent (Newton Quotient) \ u

File Help

Plot Window Enter a function and peint of tangency
5 o) = | S x=1
Increment: |.5 # of Iterations: |8
20 ) )
Slopes of Secant Lines Tangent Line
Paint Sl
1 en BE Point of contact:
¥ 5.0 6.00
10 4.5 5.50 [L,0.]
4.0 5.00 Slope of tangent line;
5 3.5 4,50 B}
3.0 4,00
Equation of tangent line:
2.5 3.50
S
3 -2 2 . 34 3 - 3.00 y = 2.%-2,
| 1.5 2,50
|
| | Dispay | | Anmate | | PiotOptins | | Close |

| Maple Command

BewtonQuotientix~2-1, 1, 'showderivative'=true, 'view'=[-3.0 .. 5.0, -3.50 .. 25.], 'h'=[4.0, 3.5, 3.0, 2.5, 2.0, 1.5, 1.0,
.81y outpus'='plot')s

Szel-érint animacioval

D3:



Mennyi az fl:xj = % x? —x fiiggvény differenciahdnyadosaa 2 <x<2.2

intervallumban? Mennyi a differencidlhanyados ezen intervallum végpontjaiban?

Megoldas:
A differenciahdnyados képzéschez vegyiik észre, hogy x, =2 é5 Ax =02 A definicio
!'1_12: —12&\: (152 —25\: !, 1-434—2:2\:—(—1]
Ay Sl + 80— fx) L4 J \4 J_\4 _
szerint Ax Ax 0.2 02
—El 98 +1 i—U:UE
0.2 20

A differencialhanvadoshoz meghatarozzuk a derivalt fiiggvenvt és annak vesszik a
helvettesitési értékeit az intervallum végpontjaiban.

D4:

Mennyi az f(x

]

1

=—-2x-1=

4

3

3

|r~.1

f1(22)==

x S —1 =01
;1= 2
2 F(2)=>-1=0
+ 1 fiiggvény differenciahanyadosa az 1<x<1,5 intervallumban?

Melyik x értéknél egyezik az meg az intervallumon beliil a differencialhanyadossal?

Megoldas:

A differenciahanvados definicidja szenint: — =

M_ Lf_tgyf_tn X =1 ekkor

Ax
Ax =035 a feladatban.
s {_:
£(15)—£(1 i%Jrﬂ i]? ) 33?{ 1-3-1
Szamolds: (L.5)- (]z - / ) 3 =158 A differencidlhanvados
05 0.3 0.3
[ x- \l 3%’
definicioja szerint: f( J=I ? J T—i—O 1’ fiiggvény melyik helyen vesz fel az 1,58

érteket. Meghatarozds: x1=158= x,, =*.J1.58 =+1.26 . Tehdt két olyan hely is van, ahol a

differencialhanvados erieke megegvezik a keérdeses intervallumban vett differenciahanvados

ertekével.

D5:



A fiiggvények ismeretében hatirozza meg a kivetkezo értékeket!
fl:x)=l+q;'r; gI:x)=qJ'1+x
f'1)=2 g'l1)=2

Megoldas:
. o s 1 ' 1 1
(, 3 1 31 1 4 1
flx)=ll+x =|l+xl]=0+—xJ =—x 1=
e e
11
fl)=——=—
(1) A2
=Y 2) 1 1 'l 1 1
x)=TFx ) = +x) | ==-(1+x)7" - (1+x) ==(1+x)3-(0+1)=
/)= () ={@n)f | =2en0en] =2 0o E 00—
1 1
= =
@ 2141 2.2
Dé:
Mennyi (1) értéke, ha f(x):l—eﬂ?
X
Megoldas:

i '\r . N
£1x)=| 1 e | =(x"—e") =(-1k~ —e"1-1=—l,—e"1 =f'(1)= —i,—el-l =—1-1=-22
X J x° -

D7:

Mekkora szigben metszi az [x) = l —2 fiiggvény grafikonja az x tengelyt?
X

Megoldis: Az x tengelvt a zémshelyében metszi, ennek meghatarozasa:

=

——2=0= 1 =2=x= % A metszés szdget a differencialhanvados adja meg az adott
X X
1 . 1
flx)=—-2=f"(x)=——
X X
helven. Meghatdrozdsa: f,fl“ __ 1

| ~ s=—4=tga=—4=0=_76°=104
\2) il)
|2j|

—




