6. Differencialszamitas alkalmazasai: érint, linearis kozelités,

fiiggvényvizsgalat,szélsérték, monotonitas, inflexios hely, konvexitas

Kozelités Taylor-polinommal.

V' A differencialszamitas alkalmazasai

\ 4 Monotonitas

Definicié:
Az f(x) fiiggvényrl azt mondjuk , hogy
szigorian monoton csokken, ha f (xl) > f(xz)

monoton csokken,ha f(x;) = f(x,)

szigortian monoton n,ha f(xl) <f(x2)

monoton n,ha f(xl) Sf(xz)

az értelmezési tartomany barmely x, és x,, x; < x, elemeire.

Példa: Az  f(x)= |x2 —4| figgvény

;> restart,
> a:= |x2 —4];
a:= |x2 - 4|

> plot(a,x=-3..3, -1..6)

(1.1.1)



]-00;-2] intervallumon szigoruan monoton csokken,
[-2; 0] intervallumon szigortian monoton n,

[0;2] intervallumon szigorian monoton csokken,
[2; oo intervallumon szigoraan monoton no.

o

Az f(x) =constans fiiggvényt

| > restart,
> const == 3;
const =3

B plot(const,x=-5.5,0..5)

(1.1.2)



w

A constans fliggvényt egyszerrre mondjuk csdokkennek €s ndvekvnek.

A monotonitas derivalttal valé kapcsolatat fejezi ki a kovetkez tétel:

Haazf(x) az]a;b[ intervallumon differencidlhato, akkor annak, hogy f/(x) az ]Ja;b[ -on
noveked (csokken) legyen, sziikséges és elegend feltétele, hogy f'(x) = O illetve f'(x) <0
teljesiiljon. A szigoru novekedés (szigoru csdkkenés) sziikséges és elegend feltétele, hogy 0<f
(x) illetvef'(x) < 0 legyen, de a derivalt az Ja;b[ intervallum egyetlen részintervalluman sem
lehet azonosan 0.

V szélsérték

Definicio :

Azt mondjuk, hogy valamely alulrol (feliilrl) korlatos f/: R — R fiiggvénynek létezik abszoluit
minimuma (maximuma), ha értékkészletének van minimuma (maximuma), és ekkor az
értekkészlet minimumat (maximumat) nevezziik a szoban forgd fiiggvény abszolut minimumanak
(maximumanak). Ha az f fliggvénynek van abszolit minimuma (maximuma), akkor az értelmezési
tartomadnyanak azt az elemét (lehet tobb is!), ahol a fliggvényérték fabszolut minimumaval




(maximumaval) egyenl, fabszolit minimumhelyének (maximumhelyének) nevezziik.

Az abszolut szélsérték (extrémum, optimum) kifejezés az abszolut minimum ¢és az abszolut
maximum gyjtneve.

A definicio masképpen:
Azf:R — R fliggvény aza € thelyen abszolit minimumot (maximumot) "vesz fel", ha

mindenx € Dfszémra fennall azf(x) > f(a) (f(x) <f(a))egyenltlenség.

Helyi minimumnak (maximumnak) nevezzik azf (a) értéket, ha az egyenltlenség az a hely egy
kis kornyezetében teljestil.

Péda: Legyen az értelmezési tartomany a Fold hegyeinek halmaza.
Ekkor abszolut maximum: Helyi maximum:

Kékes 1014m




Haazf(x) azx, pontvalamely kdrnyezetében mindeniitt differencialhato és a
differencialhanyados fiiggvénye x, -nal eljelet valt, akkor az x,-ban azf(x) fliggvénynek

szigort helyi széls értéke van; mégpedig maximum, ha f'(x) eltte pozitiv, utdna negativ;
minimum, ha f(x) eltte negativ, utdna pozitiv.

Szélsérték meghatarozasa magasabb rend derivaltakkal:
Tétel:

Ha az x, pontban az els 0-t6l kiilonboz differencidlhanyados paros rend, akkor a fliggvénynek
sz€lsértéke van az x, helyen, mégpedig ha a kérdéses differencialhanyados pozitiv, akkor
minimuma van, ha negativ, akkor maximuma van. Ha az els nullatol kiilonboz

differencialhanyados paratlan rend és e rendszam nagyobb 1-nél, akkor ha ez a
differencialhanyados pozitiv, a fliggveény x, valamely kdrnyezetében ndveked, ha negativ, akkor

csokken.

Példa:

Hol van szélsértéke az f(x) = LZ +x fiiggvénynek?
X

Megoldas:

Ott lehet a fliggvénynek szélsértéke, ahol az els derivalt eltnik, azaz 1" (x) =0.
1 ’

1 1
f(x)sz—i-\/_Zx_z—l-x2 =>f’(x)=(x_2+x2)=—2x_3+L'x2=-%+ 1
x x

2 'NE3
5
_ 4 4x°
25
2
5 s s 5\5 2
f(x)=0 = '4+3" =0 = -4+x7=0 =>x*=4 :(xz) =4° =16 = x
2x
5
=16

Ezzel még csak azt kaptuk meg, hogy hol lehet szélsértéke a fliggvénynek. Megvizsgaljuk, hogy
a kapott helyen eljelet valt-e. Ehhez tablazatot készitiink:

5 5
Yoo | x=V16 [V16

5 <x
V16
Sf(x) - 0
f(x) N lokalis
minim\
um

Eldonthetjiik a szélsérték tipusat a masodik derivalt segitségével is:



1 3
f”(x)—[—2x3+ix 2] =23t () =G = (VTe)
S Ny
_ 6 _ 1 _
) )
o) 4/ (VT16)
- 616 ) 112 B 616 ) 22 B 616 ) 116 B 516 > 0 => lokalis minimum van
5

\ 4 Konvexitas, inflexios hely

Definicié:
LegyenI € J. Azt mondjuk, hogy valamely f: I — R fiiggvény (alulrdl) konvex (szigoruan
konvex), ha barmely x,, x, € I, x; < x, esetében az (xl,f(xl) ) és az (xz,f(xz) ) pontot
0sszekdt egyenesszakasz (har) egyetlen pontja sincs "alatta" (minden pontja "felette" van) az
][ fliggvény grafikonjanak.

Foo %o

szigoruan konvex: konvex:




2 d

a



Definicié:
Legyenl € 3. Azt mondjuk, hogy valamely f: I — R fiiggvény (alulrdl) konkav (szigoruan
konkav), ha barmely x|, x, € I, x; < x, esetében az (xl, f (xl) ) ¢s az (xz, f (xz) ) pontot

0sszekot egyenesszakasz (hur) egyetlen pontja sincs "felette" (minden pontja "alatta" van) az
/’ fiiggvény grafikonjanak.
Fao x|

szigoruan konkav: konkav:

0.18 4
0.16 4

0.14 4

0.08 4

0.06 1




0.10 4
0.08 H
0.046

0.04

=
b
g
L=}
=]
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Definicié:
Azt a valds szadmot, amelyben a fliggvény konvexbl konkavba (konkavbol konvexbe) valt
inflexids helynek nevezziik.

Konvexség és konkavsag eldontése differencidlhanyadosokkal:

Tétel:

Haazf(x) az Ja;b[ intervallumon kétszer differencialhat6, akkor annak, hogy /' (x) az ]a;b[ -on
konvex (konkav) legyen, sziikséges és elegend feltétele, hogy f"(x) > O illetvef/”(x) <0
teljestiljon ]a;b[-ben. A szigori novekedés (szigori csdokkenés) sziikséges €s elegend feltétele,
hogy f"(x) > Oilletve f"(x) < 0 legyen, de a masodik derivalt az ]Ja;b[ egyetlen
részintervalluman sem lehet azonosan 0.

Inflexids pont kritériumai derivaltakkal
Haazf(x) azx, pontvalamely kdrnyezetében mindentitt kétszer differencialhaté €s x;, -ban

inflexids pontja van, akkor a masodik differencidlhanyados fiiggvénye sziikségképpen 0, azaz f”
(x)=0.

Inflexios pont magasabb rend derivaltakkal:
Ha az els el nem tn differencialhanyados paratlan rend az x,, pontban, akkor azf(x) -nek az

x,-ban inflexios pontja van.



\ 4 Fiiggvényvizsgalat

A fiiggvénydiszkusszio altalanos sémaja :

1. Meghatarozzuk a fiiggveny értelmezési tartomanyat, szakadasi pontokat,
folytonossagi intervallumokat, ertekkeszletet, zerushelyeket és jeltartasi intervallumokat,
a gorbe szimmetriatengelyeit és pontjait ( paritas).
2. Meghatarozzuk az elso derivalttal a monotonitasi intervallumokat, szelsoertek helyeit es ertekeit.
3. Meghatarozzuk a masodik derivaltakkal a fiiggvenygorbe konvex és konkav reszeit,
inflexios pontjait.
4. Meghatarozzuk a fiiggveny hatarertekeit a — es + vegtelenben és a szakadasi pontokban.
5. Megrajzoljuk a fiiggveny gorbejet, ha lehet.

V¥ pelaak fiiggvényvizsgalatra

HAGYOMANYOS MEGOLDAS:

¥ —10x +25

X

Végezze el az f(x) = fiiggvény teljes vizsgalatat!

Megoldas:

« Ertelmezési tartomany meghatérozésa:Df: xeR
* szimmetria tulajdonsagok, periodicitas:

-x)* =10 (- 2 (x) = senem paros
Flox) = L0T=10(20) #25 XA 10x+25 f p

e e -f(x) = senem paratlan
* nem periodikus
 zérushely: f(x)=0 <

¥ —10x+25 o
: _
(]
X —10x+25=0
(x—5)%=0
x=5

* sz¢lsérték, monotonitasi szakaszok: A fliggvénynek ott lehet széls értéke, ahol az els
derivaltja eltnik.

. 1 (x) = ( xz_loxX+25 ) (x2—10x+25)’-ex(— ());2—10x+25).(ex)/
ex

€

(2:x—10)-¢"— (x* —10x +25) ¢ _

¥ 2
(¢")
¢ (2x—10—x*+10x—25) _ -x*+12x—35

2 X

(¢") e




—x2+12x—35:

0
ex
24+ 12x—35=0 a=-1 b=12 c¢=-35
124122 —4-(-1)-(-35) _ -12+J144—140  -12+2
X127 = = =
: 2-(-1) -2 -2
“1242
=_£T2 5
xl _2
-12-2
= =7
x2 _2
- - = —
5 7

X x=5|5<x |x=7|7

f(x) N | lok 7 lok N

Azaz a figgveny a ]-00;5[ intervallumban monoton no, az [5;7] intervallumban monoton
csOkken, a [7;00[ intervallumban monoton no.
Az x = 5 helyen lokalis maximuma van, ennek értéke /(5) =0, mert ez éppen a zérushelye is. A z
2
7 1077+25 :i7=09004
e e

x =7 helyen lokalis minimuma van, ennek értéke f(7) =

« inflexi0s pont, gorbiilet ( konvexitas)

A fliggvénynek ott lehet inflexids pontja, ahol a masodik differencidlhanyados eltnik.

oo (P H+12x=35), (-FP+12x—35)"¢— (- +12x—35)-(&)’
f(x)_ X N x\ 2
c (¢")
_ (2x+12) ¢ — (- +12x—35) ¢ _
2
(¢")
¢ (-2x+12-+x"—12x+35) _ x> —14x+47
(ex)Z &




X —14x+47 _

X
(&

X —14x +47=0

0

a=1 b=-14 c=47

o 14+ (-14)2—4-1147 _ 14+/196—148 _14+J/48 14+4/3
1,2 B 2 o 2 o

2-1 2
X =7+2/3
=Y
x2=7—2\/?
= =<3 — —
I 1 Ll
7-23 7+2.3
x<72 x=1 , 7-2J3 <x x:7+2 742/3
- _ <7+4+2/3 <x
J3 V3 V3 V3
VAE N 0 - 0 +
f(x) U infl. pont N infl. pont U

Azaz az f(x) fiiggvény a ]— 00; 7 — 2\/? [ intervallumban konvex, a ]7 — 2\/? 7+ 2\/? [
intervallumban konkav, ]7 + 2\/_ ;00[ intervallumban ismét konvex.

hatarértékek vizsgalata:

2 — (0 0] — (0 0]
lim X lzxx +25 (? = L'Hospital — Sz.) =}@ww = (? = L'Hospital — sz
2 _2
X 0

€
) = ]lim
X >0
€

=0

po X = 10x+25 2( 0 )z
X —>-® ex +O

fliggvénygdrbe megrajzolasa (kiemelve a hatarértékek):




fliggvény gorbe megrajzoldsa az inflexiods hely és szélsérték kornyékének kiemelésével:



0.0107

0.008+

0.006

0.004+

0.0021

2 4 6 8 10 12

Erték készlet meghatarozasa:
Rf:f(x) >0,azazf(x) eR+U {0}

MEGOLDAS MAPLE PARANCSOKKAL:

;> restart : with(plots) :

2
> fi=x — x —10x +25
ex
2
f=xo X lex + 25 (1.5.1)
€
S
> fgv zerushelye := solve( f(x) =0, x);

fev_zerushelye =5 (1.5.2)

vl =
> derivaltf = dx f(x)

2
derivaltf = 2x . 10 _ x 10xx+25 (1.5.3)
€ €




> simplify(derivaltf’)

i e (-12x 435 +5%) (1.5.4)
> derivaltf zerushelye = solve(derivaltf (x) =0, x);
i derivaltf zerushelye =x—5,x—7 (1.5.5)
> rajzderivaltf == plot(derivaltf (x),x=0..10, color = blue) : rajzderivaltf
G T T T T
6 7 8 9 10
X
-0.2
-0.41
-0.6
-0.8
-1

B plot(signum (derivaltf (x)), x=0..10, title= A derivalt eldjele, color = green)




A derivalt eldjele

0.5

-0.54

A derivalt fiiggvény az x=5-nél negativrol pozitivra valtja az eljelét, igy lokalis minimuma van,
mig x=7-nél pozitivrdl, negativra vat, tehat lokalis maximuma van.
A sz¢ls értékek nagysaga:

> m=f(5)
i m:=0 (1.5.6)
> M:=f(7)
M:= 17 (1.5.7)
| [
=>
> derivalt2 := d derivaltf
dx
J— 2 J—
derival2 = = — 222X =100 | X = 10xF25 (15.8)
| € € €
> simplify(derivalt?)
e (47 — 14x +5%) (1.5.9)

> md = x—derivalt2 (x)

1 & 10\



md := x—derivalt2 (x) (1.5.10)

> derivalt? zerushelye := solve(md(x) =0, x);

i derivalt? zerushelye := x—'7 — J2,x=7+J2 (1.5.11)
> rajzderivalt? = plot(derivalt2(x),x =0 ..10, color = blue) : rajzderivalt2

1.2

1,
0.8
0.6
0.4
0.2

0 T T T T T 1 1 1

3 4 5 6 7 8 9 10
X

B plot(signum (derivalt2(x)), x =0..10, title = A masodik derivalt eldjele, color = green)




A masodik derivalt eldjele

0.5

-0.54

| >

10

A mésodik derivalt a zérushelyeknél eljelet vélt, a |- w0; 7 — /2 [-on pozitiv eljel, igy ott a
fliggvény konvex, a ]7—\/7; 7+ ﬁ[-on negativ eljel, igy ott konkav, a ]7 + \/7;00 [-on

pedig ismét konvex a fliggvény.

2
. ¥ —10x+25
> Jim, .
| (]
i X —10x+25
> lm .
(]

(1.5.12)

(1.5.13)

> plot( f(x), x=-4..10, title = A fiiggveny grafikonja, color =red),



A fiiggvény grafikonja
157

10

[ > plot( f(x),x=-4..10,0..0.01, title = A fiiggveny grafikonja, color =red),




A fiiggvény grafikonja
0.010

0.008

0.006

0.004

0.002 1

| >
Erték készlet meghatérozasa:
Rf:f(x) >0,azazf(x) R+ U {0}

HAGYOMANYOS MEGOLDAS:

1

Végezze el azf(x) =x-e ~ fiiggvény teljes vizsgalatat!
Megoldas:

Ertelmezési tartomany: x£0 2Df: x€eRN\ {0}

Nem periodikus, azaz nincs olyan p valos szdm, amelyre f(x) =f(x +p) lenne.
1
- (x) = senem paros
Paritds: f(-x) =-x-e = +# / )
-f(x) = senem paratlan

1 1

Zérushely: f(x) =0 = x-e* =0, mivele” #0 =x=0,de0 & Df=> nincs zerushelye



Sz¢lsérték és monotonitas:
A fliggvénynek ott lehet sz¢ls értéke, ahol /" (x) =0 ( sziikséges feltétel!)
A fiiggvény egy szorzatfiiggvény, amelynek az egyik tényezje 0sszetett fliggvény:

(x-e_%);(x)/-(e_%) —I—x-(e_%) =1-e_% +x-e_%-(—i)’=l-e_; +x-e_;-(—(—1)
x

X
1 1 1 1 1
=e " +xe -%Ze T4+e T-—=e x-(l—i-i)
X X X
1
e x-(1+ij=0=>l+—=0=>x=—1
X X
Elegend a feltétel, ha a derivalt e helyen eljelet valt:
—_———T———— —
1 1 \
1 1 /.
1 0
x < x=-1 [-1<x x=0 0<x
-1 <0
f + 0 - nincs +
ertelmez\
ve!
f( 7 | lok N nincs /7
; ) ertelmez\
max ve!

Konvexitas ¢és inflexids pont:

A fiiggvénynek ott lehet inflexios pontja, ahol f”(x) =0
Az els derivaltat tovabb derivalva ( szorzat, egyik tényez Osszetett fliggvény):

1 1

l(e;)/-(uri) +e_;-(1+ij,=e (- (-1

1

e x-[l-l—ij
X X X




et

v 1y v 1 % S
=e —2 (l-i- ) e 5 =¢ '—2'(14-;—1)—6 .
X X

Latjuk, hogy a méasodik derivalt sehol sem lesz 0, tehat nincs inflexids pontja! Eljel vizsgalatot
azonban végezni kell:

—————————— f L :’\
! e
0
x <0 x=0 0<x
1 (x) - nincs +
értelmezve!
f(x) N nincs U
értelmezve!

Tehat a negativ szdmok halmazan konkav, a pozitiv szamok halmazan konvex a fliggvény.

Hatarértékek:
1

lim x-e * =--1=- % (domindl az x fgv)

X—-®

A +oo-ben hasonloan + o -1 =, Kihasznaltuk, hogy e © >e’=1
Mi a helyzet a 0 kornyékén? (zros hely)

1 1

1 J— - —

. B . e e (= (-1x7Y))
lim x-e © =0-o0=L"Hospital —szaballyal= lim —— = lim = lim
x—0- x—0- i x—0- _l.x_z x—0-
x
1
1

. _; 1 I - 00
lim x-e ° =0-0=0 (——Z—oo es e :())
x—=0+ +0

Grafikon megrajzolasa:



10 1

-4 -2 0 2 4 6 8 10 12
/\ X
-10H-
-20H

Aszimptota : y=x egyenes

Erték készlet: R:]-o0;-e[ UJ0s00[

MEGOLDAS MAPLE PARANCSOK HASZNALATAVAL:

| > restart : with(plots) :
1

> fi=x—>xe "
1

f=x—xe ” (1.5.14)

B
> fgv_zerushelye = solve( f(x) =0, x);
fgv_zérushelye = (1.5.15)




vl =~
> derivaltf := dx f(x)

€
X

derivaltf:=¢e * +

=> simplify(derivaltf’)

e (x+1)
X

= |-

> derivaltf zerushelye = solve(derivaltf(x) =0, x);
derivaltf zerushelye :=x— -1

> rajzderivaltf := plot(derivaltf (x), x =-3 .2, color = blue) : rajzderivaltf
—‘3 —‘2 -‘1 i i
X
-1.x 108}
-2.x 108,
-3.x 108]]

B plot(signum (derivaltf (x)), x =-5..5, title= A derivalt elijele, color = green)

(1.5.16)

(1.5.17)

(1.5.18)



A derivalt eldjele

1

0.5 -

-0.5 1

—_—

A derivalt fiiggvény az x=-1-nél pozitivrol negativra valtja az eljelét, igy lokalis maximuma van,
mig x=0-nél negativrdl, pozitivra valt, de itt nincs szélsérték, mert sem a fiiggvény, sem a

derivalt nincs értelmezve.
A sz¢ls értékek nagysaga:

| >
> M:=f(-1)
i M= -e
[ >
. d .
> derivalt? := —— derivaltf
dx
. e_;
derivalt? == —
i X
> simplify(derivalt2)
1
T x
e

(1.5.19)

(1.5.20)

(1.5.21)



> md = x—derivalt2(x)

i md = x—derivalt2? (x) (1.5.22)
> derivalt? zerushelye := solve(md(x) =0, x);
i derivalt? zerushelye .= (1.5.23)
> rajzderivalt? == plot(derivalt2(x), x =-2..2, color = blue) : rajzderivalt2
) 1 1 2
X
-1.x 10121
-2.x 101211
-3.x 1012
-4.x 10211
-5.x 1012H

> plot(signum (derivalt2(x)), x =-5..5, title = A masodik derivalt elojele, color = green)




A masodik derivalt eldjele

1

0.5 -

-0.5 1

—_—

>

1

> limx-e *
X > 00

o
i 1
> lim xe ©

X —> -0

- o0
> limit( f(x), x=0, right);

0
> limit(f(x), x=0, lefi);

- 0o

| >
A féloldali hatarértékeket mas szintaxisban kell beirni!!!

[> plot( f(x), x=-4..10, title = A fiiggveny grafikonja, color =red),

A masodik derivalt a 0-nal elojelet valt: a ]-00;0[ -on konkav a ]0;00[-on konvex a fuggveny.

(1.5.24)

(1.5.25)

(1.5.26)

(1.5.27)



A fiiggvény grafikonja

10 7
-4 -2 0 2 4 6 8 10
/w x
_10 i
_20,
_30,

| >
Erték készlet meghatarozasa:
Rf:f(x) >0, azazf(x) € RU {0}

HAGYOMANYOS MEGOLDAS:

Végezze el a kovetkez fiiggvény vizsgalatat!

flx)=12x—x'
Megoldas:
Df: xeR

# f(x)  senem paros
paritas: f(-x) =12+ (-x)° — (-x)*=-12 —x* 4 P
#-f(x) senem paratlan

nem periodikus

zérushely:



3 4 3 x3 =0 =x=0
12x —x=0=x-(12—x)=0 =
12—x=0 = x=12
szélsérték, monotoni,tés:
flx)=(12x=x") =123 -4’ =362 — 4%
A sz¢€ls érték 1étezésének sziikséges feltétele, hogy az els derivalt eltnjon; elegend is, ha azon
a helyen a derivalt eljelet valt:

4x°=0 = x=0

36x° —4x=0 =4x° (9 —x) =0 =
9—x=0 = x=9

— ] :
1 1 \
1 I _~
0 9

X x=0 0<x x=9 9 <x
: <
f + 0 + 0 _
S /| nincs sz€lso 7 lokalis N
X ertek maximu\
m

inflexids pont, konvexitas:

Frx) = (36 —4x’) =362x—43x=T2x— 124

Az inflexios pont létezésének szilikséges feltétele, hogy a masodik derivalt eltnjon, elegend is,
ha az adott helyen a masodik derivalt eljelet is valt.

12x=0 = x=0
6—x=0 = x=6

2x—12x¥=0 = 12x(6—x)=0 =

eljel tablazat:

== 1 —_— T —————
\
/

0 6
X x=0 0<x x=6 6 <x
€0 <6
i - 0 + 0 -
I(x)
f ( N inflexios ) inflexios N
) pont pont




hatarértékek Vizsgélata:

34 = (12 _ 1) =
hmwf = 11m 12x —x) xl_l)tgl_oox (x 1) (0—1)=-x
grafikon megrajzolasa.

2000
1000
> 4 6 8 10 12
X

érték készlet :Rf: X E]— o0} 2187]

MEGOLDAS MAPLE PARANCSOKKAL:

;> restart : with( plots) :

> fi=x— 125 —x*

f:=x—>12x3 —x*

>

[ > fev_zerushelye = solve( f(x) =0, x);
fev_zerushelye =0, 0, 0, 12

(1.5.28)

(1.5.29)



> derivaltf := if(x)

dx
i derivaltf:=36 x> —4x° (1.5.30)
> simplify(derivaltf’)
i 36 —4x (1.5.31)
> derivaltf zerushelye = solve(derivaltf(x) =0, x);
i derivaltf zerushelye :=x—0,x—9 (1.5.32)
> rajzderivaltf = plot(derivaltf (x),x =-3..10, color = blue) : rajzderivaltf
400
300
200
100 1
I
X
-100
-200
-300
-400

B plot(signum (derivaltf (x)), x =-3 ..12, title = A derivalt eldjele, color = green)




A derivalt eldjele

—_—

0.5

-0.51

4 6 8 10

12

A derivalt fliggvény az x=0-nal nem valt eljelet, igy itt nincs széls értéke. Az x=9 helyen
pozitirdl negatira valt, igy ott a fliggvénynek maximuma van.

A sz¢€ls érték nagysaga:

>
> M:=7f(9)

>

dx
> simplify(derivalt2)

(> md = x—derivalt2 (x)

M:=2187

> derivalt? = d derivaltf

derivalt2 =72 x — 12 x2

T2x—125°

md = x—derivalt2 (x)

=> derivalt? zerushelye := solve(md(x) =0, x);

derivalt? zerushelye .= x—0,x—6

(1.5.33)

(1.5.34)

(1.5.35)
(1.5.36)

(1.5.37)



> rajzderivalt? = plot(derivalt2(x), x =-2..10, color = blue) : rajzderivalt2
100 A

-100 1

-200

=300

~400

B plot(signum (derivalt2(x) ), x =-2..10, title = A masodik derivalt eldjele, color = green)




A masodik derivalt eldjele

>

1
0.5
-2 0 2 ¢ 8 10
X
-0.51
S -t

A masodik derivalt a zérushelyeknél eljelet valt, a ]- o; O[-on negativ eljel, igy ott a
fliggvény konkav, a ]0; 6[-on pozitiv eljel, igy ott konvex, a ]6;0[-on pedig ismét konkav a

fliggvény.

> )Clgllw( 125 —x4)

>

> lim (12-x3—x4)

X—-®

- o0 (1.5.38)

p (1.5.39)

> plot( f(x), x=-4..15, title = A fiiggveny grafikonja, color =red),



A fiiggvény grafikonja
2000 A

-2000

-4000

-6000

-8000

-10000 -

Z\ helyi maximum abszolit maximum is.
Erték készlet meghatarozésa: Rf: x e ] - ; 2187]
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Call:ulusl—Cun.re Analysis- * L .‘ . - -e ' - u

File Help
Flot Window
. Enter a function and an interval [a,b]
i fi{i) = | xFcos(x)
a=|-2%i b = 2%pi

Determine where the functionis ...

p @ Maximum () Minimum
(7 Increasing (7) Decreasing
(") Concave Up (7) Concave Down
[l ) Inflection Points () Zeros
| 5 |
The local mawima ooour at:
||
[-3.43, 3.28]
[.860, .561]
[6.28, E.ZE]
Color Legend For Plot
function-increasing
function-decreasing
! points
| Concave-up
[l concave-down
[ Display ] [ Flot Options l Close

Maple Command

Fliggvényvizsgalat gyakorld

\ 4 Erint

Az érint egyenes egyenletét azy —y,=m- (x — xo) iranytényezs egyenlet felhasznalasaval irjuk
fel, ahol (xo, yo) jeloli azt a pontot, amelyben kivancsiak vagyunk az érint egyenletére, az m
meredekség a differencidlhanyados értéke az x,, pontban. Igy az érint altalanos egyenlete
atrendezés utan: y=f’(x0)-(x —xo) +f(x0)

Példa:

fiiggvény grafikonjdhoz huzhato érint egyenletét az y tengellyel valo

- _ 1
Irja fel az f(x) = >



metszéspontjaban!

Megoldas:
Elszor meghatarozzuk, hogy hol metszi a fliggvény az y tengelyt. Ez ott van, ahol x=0.

Behelyettesités utan kapjuk, hogy y = 1 . Tehata P,( )0;- 1 ponton atmen érint egyenesét
y ) gy > 0 > gy

kell felirnunk. Ehhez az egyenes iranytényezs egyenletét hasznaljuk, mivel az iranytényezt
vagy meredekséget a fliggvény differencialhdnyadosanak értéke adja meg az adott pontban. A
meredekscg meghatarozasa:
, 1 NN - 1 , 1
re=(25 ) =627 =1 a2 s =) =
x—2 (x—2) (0—-2)

Az egyenes iranytényezs alakja: y —y,=m- (x — x,) . Behelyettesités utan az érint egyenlete:
gy yieny Ja:y —Jy 0 y gy

Iy 1. _ _x_1

Példa:

Mekkora szogben metszi az f(x) = % — 2 fiiggvény grafikonja az x tengelyt?

Megoldas:

Az x tengelyt a fliggvény zérushelyén metszi, ennek meghatarozasa:
1

— —=2=0 = % =2 = x= % A metszés sz0gét a differencialhanyados adja meg az adott
X

helyen. Meghatéarozésa:

f’(x)=(i—2) =—§ :f’(%): L =4 = ga=—14 = a0 =-76°= 104°

x 2)




Tavlor-polinomos kizelités:

Definicio:
Ha az fix) fiiggvénv az a pont valamely kdmyvezetében n-szer differenciilhatd, akkor minden
ebbe a kémyezetbe esd x helyven érvényes az az allitas, hogy az fjx) fiiggvény n-ed foka
Taylor —polinomjdt az a hely kémyékén a kévetkezo kifejezés adja meg:

f*(a)

fay L ey LN gy Sy gy S gy S gy Sl gy

T.(x)= +f L x—g)+ " (x—af = -
s s m - ! 20 ' 3l ' ' 3l

Legyenf(x]:e_xa! Ir]u.k fel a harmad, negyed és &téd rendd Tavlor-polinomjit a 0 hely

kémyékeén!
fiiggvény | fiiggvény algebrai alakja helyettesités | helvettesités
értéke
Ax) e 710) 1
() —2xe™ £'(0) 0
() e [:4)(J —2:] (o) -2
M=) | e (-8 +12x) £m0) 0
FHG) | e 16x* —48:2 +12) £H(0) 12
FP) | e (32" +100x> —120x) F00) 0
Definicid alapjan: T;(x) =1 —%f + %x4
-4 1 2 3 4
X

TAYLOR-POLINOM GYAKORLO PANEL ANIMACIOVAL:



Calculus 1 - Taylor Approximation H u

File Help
Plot Window Enter a function and initial paint
() = x=|0
1 Degree = |4
Taylar Polynomial
¥ 0.s 0 f
: The Taylor approximation to sin(x)
of degree 4 about the point 0is:
1
-4 13\ -1 2|3\ 4 x'Fg
-5
-1
|| isplay Taylor approximation with dedmal coeffidents
[ Display ] [ Animate ] [ Flot Options ] [ Close ]
! Maple Command
TaylorApproximationizinixl, 0, 'view'=s[-% .. 4, -1.20 .. 1.20], 'degree'=4, 'output'='plot'l: ‘
|
[ |

Taylor-polinom gyakorlé animacidval

Szamitsa ki /3.8 &5 ./4.2 kizelito értékét célszeri helyen felvett érintd
egvenletének felhasznalasaval!

Megoldis:

A kovetkezd kozelitést alkalmazzuk: célszeri helven az érinté meredeksége megegvezik a

w =f'[:xc,):>f[xg +5I)=f'(xo}“5x+f[x€')

szelt meredekségével, azaz

Ax
A fiiggvény jelen esetben a négyzetgyok fiiggveny lesz, a célszerl hely pedig a 4. jgy:
1 = 1
fJL’:*\IfJ_C é x,=4 fllx)==x?=—+
“ R e re s

1
2) 38~ . (-02)+/4=-005+2=195
) N (~0.2)++,

iz~ L 02+4T=005+2-205

2.4

\ 4 Tipusfeladatok




. 1 i
Mekkora széghen metszi az fl:x] =——2 fiiggvény grafikonja az x tengelyt?
x
Megoldis: Az x tengelvt a zérushelvén metsz, ennek meghatarozasa:

1 1 1 . . : P .
——21=0=-=1=x= 5 A metszés szdgét a differencialhanyvados adja meg az adott
X X 2

T R
helyen. Meghatdrozdsa: f,ll|=_ 1,=—4=>tgt1=—4:>0‘.=

W21y
\2)

(=]

Hol van szélsoértéke az f[x) =x" —12x fiiggvénynek?
Megoldis: A szélsoértéket az elsd differencidlhanvadosbdl tudjuk meghatirozni, annak
zérushelvén lehet szélsdértéke. Azt hogy van a mdsodik differencidlhdnvadosbdl déntjiik el.
flx)=3x"-12=3x"-12=0=x=42
£"(x)=6x =£"(2)=6-2=12)0 = min imum
£"(-2)=6-(-2)=-12(0 = max imum

Hol van szélsdértéke az f(x] =x" —3x? +3x +10 fiiggvénynek? Minimum vagy
maximum van?

Megoldas: Szélsoértéke ott lehet, ahol f'[x] =0, van is szélsoertek, ha ott az elsd derivalt

eléjelet vilt vagy a mdsodik derivilt értéke nem 0. Ha még innen nem tudjuk eldénteni, akkor
tovabb derivdlunk, amig a kérdéses derivdlt az adott helven a 0-tél kiilénbézo értéket vesz fel.
[lvenkor megnézziik a derivalt rendjét, ha az paros, akkor szélsdérték van; ha paratlan, akkor
nincs szélsdérték.

£/(x) =[x —3x 2+ 3x +10) =3x2—6x+3

I -6x+3=0=2x'-2x+1=0 (x-11=0=x=1

Frx)=[x?=2x+1) =2x —2=f"(1)=0=nem mdjk eldonteni
f"x)=220=a rend pératlan (3)
= nincs szélséérték

vagy: £(x)=(x =1 =0 = a derivilt nem vdlt eldjelet, nincs szélséérték

Keressiik meg az f[x) = %—4){ fiiggvény értelmezési tartomanyanak azon részét,

ahol a fiiggvény szigorian monoton nivekvi!

Megoldas:

A monotonitdsi szakaszt a fiiggveny elso derivaltjabol hatarozzuk meg, ahol az pozitiv ott a
fiiggvény novekvo, ahol negativ az elsd derivalt eldjele, ott a fiiggvény csskkenve halad.

v 2
4x | :3L—4:x:—4:>x:—420 esetén
. J 3
|x|22<:>x¢—2 vagy x>2
Osszegezve - x € {—0.-2)U(2.% )}



4 2
Van-e inflexios helve a kivetkezd fiiggvénynek, f(x:] =X a2 +% ?
Megoldis:

Inflexios hely ott lehet, ahol a fiiggvény masodik deriviltja eltinik ( azaz értéke 0), vagy az

els6 el nem tiind deriviltja az adott helyen pdratlan rendi.

(x* 5. 4) _4
JR— +— =

£ilx)=| 22?42 | =25 42 2x40=2 4y
\12 5) 12 3

£ I:x]=I£+4x\| L S S
|‘~ 3 )

' +4=0=x"'=—4=nincs ilyen valés szam
Tehat a fenti fiiggvenvnek nincs inflexios pontja.

V¥ Gazdasagi feladatok megoldasa

1

Ismeretes, hogy egy cég valamely termékének B(x) arbevételi, illetve K(x) koltség fiiggvénye, a
kovetkezo: B(x) =200x — O,Ixz, illetve K(x) = 10x + 6000, ahol x (> 0) a termék darabszamban
kifejezett mennyisége.

a) Irja fel a hatarkoltség fiiggvényt, a profit fiiggvényt és a hatarprofit fiiggvényt!

b) Hatirozza meg a termék azon darabszdmat, amelynek értékesitése esetén a cég nyeresége
maximalis lesz. Szamitsa ki a maximalis profit értékét is!

c) A fedezeti pont a nulla veszteséghez €s profithoz tartozik. Hatarozza meg, hogy fedezeti pont
milyen termelési mennyiséghez tartozik!

;> restart : with( plots) :
> K =x—10-x + 6000

i K :=x—10x + 6000 (1.9.1)
e d
> hatarkoltseg := x— P K(x)
hatarkoltseg .= x— % K(x) (1.9.2)
=> hatarkéltseg(x)
i 10 (1.9.3)
> B:=x—200-x —0.1-x°
i Bi=x—200x+ (-1)-0.1x° (1.9.4)
> profit = x—B(x) — K(x)
i profit =x—B(x) — K(x) (1.9.5)
> profit(x)
190 x — 0.1 x* — 6000 (1.9.6)

> hatarprofit := x— di profit(x)
x

(1.9.7)



> hatarprofit(x)

hatarprofit .= x— % profit(x) (1.9.7)

190 — 0.2 x (1.9.8)

[ > hatarprofit zerushelye ‘= solve(hatarprofit(x) =0, x);

hatarprofit_zerushelye := 950. (1.9.9)

> rajzhatarprofit *= plot(hatarprofit(x), x =0..1500, color = blue) : rajzhatarprofit

150
100

504

_50,

-100

500 1500

—_
S

B plot(signum (hatarprofit(x) ), x =0..1800, title= A derivalt eldjele, color = green)




A derivalt elojele

0.5

200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
X

-0.54

| >
A derivalt az x=950-n¢él eljelet valt, pozitivrdol negativra, tehat a profit fliggvénynek maximuma
van.

[> P:= profit(950)

Warnin inserted missing semicolon at end of statement

i P :=84250.0 (1.9.10)
> fedezetipont := solve( profit(x) =0, x)

i fedezetipont :=32.12201247, 1867.877988 (1.9.11)
>

2

Egy termék arbevételének alakulasat (ezer Ft-ban) a B =x—x>- | 100 — % fiiggvény

adja meg, ahol x az eladott termékek darabszamat jelenti.

a) Milyen értékeket vehet fel az eladott termék darabszama?

b) Milyen x érték mellett lesz maximalis az arbevétel?

¢) Szamitsa Ki az arbevétel-fiiggvény pontelaszticitasat x = 1000-ben, és a kapott eredményt
értékelje!




;> restart : with( plots) :

> Bi=x > x> 1000—%
B:=x—x> | 1000 — % x (1.9.12)

> grafikon = plot(B(x),x=0..3000) : grafikon

3.x 1071

2.x107

1.x 1071

0 T T T T T 1
0 1000 2000 3000

> derivaltB := x— ﬁ B(x) : derivalt = derivaltB(x)

2
, 1 X
derivalt=x~ 4000 —2x — — ———— (1.9.13)
2 4000 —2x

> derivalt zerushelyei := solve(derivaltB(x) =0, x);
derivalt _zerushelyei := 0, 1600 (1.9.14)

> rajzderivalt == plot(derivaltB(x), x =0 ..4000, color = blue) : rajzderivalt




30000

20000

10000 1

200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
X

-10000 1

[ > maximum_hely ‘= derivalt zerushelyei[2 ]
maximum_hely := 1600 (1.9.15)

[ A derivalt eljelet valt 1600-nal, pozitivrol negativra, tehat B(x)-nek helyi maximuma van x=
| 1600-ban.

> plot(signum (derivaltB(x) ), x=0..1800, title= A derivalt elojele, color = green)




A derivalt elojele

0.5

200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
X

-0.54

> maximum_erteke ‘= B(maximum_hely); evalf (%)
maximum_értéke = 25600000 \/ 2

i 3.620386719 10’ (1.9.16)
| A bevétel maximalis értéke 25600000y 2
> elaszticitas = unapply( ﬁ -derivaltB(x), x) :

Az arbevetel elaszticitasa = elaszticitas (x)

2
2 [x\/4000 —2x —% —*
Az arbevetel elaszticitasa = 4000 — 2 x (1.9.17)
i x+ 4000 —2 x
> elaszticitas_erteke = elaszticitas(1000)
elaszticitas erteke := % (1.9.18)

> fuggoleges == plot([[1000, 0], [1000, 1.51], linestyle= [dash], color = blue) :
> rajz_elaszticitas = plot( [ elaszticitas(x), elaszticitas_ertéke], x=0..1700, color
= [green, red), linestyle = [ solid, longdash]) :




display ([ fuggoleges, rajz_elaszticitas])

5.
L5 —
— I
I
— I
1 |
I
, I
0.5 |
’ I
I
1 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600
X
-0.51

3

Adottaz f(x)= g O 0Txtl fuggvény, ahol x egy termék egységarat jelenti forintban, f(x
) pedig a termék irdnti keresletet darabban.

a) Milyen egységdr mellett lesz a bevétel maximalis,
es mekkora az ehhez a bevetelhez tartozo kereslet s arbevetel?

b) Allapitsa megaz f ( x) fiiggveny x,= 50 pontbeli elaszticitasat! Fogalmazza meg,
mit jelent a kapott eredmény!

A beveteli fiiggveny a keresleti fiiggveny és az ar szorzata :

|:> fim e 00l

|:> bevetel == x—x-f(x)

fi=x—el D00 HI (1.9.19)

bevetel .= x—x f(x) (1.9.20)



> bevetel(x)

i xe M0lrtl (1.9.21)
> grafikon = plot(beveétel(x), x=0.. 700) : grafikon
80
60
40 1
20+
O T T T T T T 1
0 100 200 300 400 500 600 700

> bevetelderivalt := x— di bevetel(x)

x
bevetelderivalt .= x— % bevetel(x) (1.9.22)
B bevetelderivalt(x)
I e 00X T g 01 ¢ o 001+ 1 (1.9.23)
> bevetelderivalt zerushelye = solve(bevetelderivalt(x) =0, x);
bevetelderivalt_zérushelye = 100. (1.9.24)

B rajzderivalt *= plot(bevetelderivalt(x), x =0..700, color = blue) : rajzderivalt




2.5

1.5

0.5

10 200 300 40 600 700

>

A derivalt eljelet valt 100-nal, pozitivrol negativra, tehat a bevételnek helyi maximuma van x=
100-ban.

> plot(signum (bevetelderivalt(x) ), x =0..700, title = A derivalt eldjele, color = green)




>

> elaszticitas ‘= unapply(

A derivalt eldjele

700

X i (x),x|:
f(x) dx ’ )

Az arbevetel elaszticitasa = elaszticitas (x)

Az arbevetel elaszticitasa= -0.01 x

> elaszticitas erteke = elaszticitas(50)

elaszticitas _erteke .= -0.50

0.5
0 T T T T T T T T
| 100 200 300 400 500 600
X
-0.5
_ 1 .
(> B = bevétel(100)
B = 100.
> db = £(100)
db=1.

(1.9.25)

(1.9.26)

(1.9.27)

(1.9.28)



