7. Primitiv fliggvény fogalma. Az integralas és derivalas kapcsolata.
Integralasi tipusok.
Az integralfiiggvény.

Va primitiv fiiggvény

Definicio:
Egy F(x) figgvénytaz f(x) fliggvény primitiv fliggvényének neveziink valamely véges, vagy
végtelen intervallumon, ha ennek az intervallumnak minden x pontjaban ' (x) =f(x) .

Az f(x) figgvény y=F(x) primitiv fliggvényének gorbéjét az f(x) fliggvény integralgdrbéjének
nevezziik.

Tétel:

Egy fiiggvény primitiv fliggvényei csak konstansban kiilonbozhetnek, tehat ha van primitiv
fliggvény, akkor végteleniil sok van. A primitiv fliggvény konstans erejéig egyértelmen
meghatarozott.

Elemi fiiggvények primitiv fiiggvényei:
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Integralasi szabalvok:

Az integralasi szabalyok kovetkeznek a derivalasi szabalyokbol.
cfdx=c-| fdx

ftrgdx= fdxiJgdx
|r-gar=re-|re ar

Osszeget és kiilonbséget tagonként integralunk, a konstans az integral elé kiemelhet.
Az utolso szabdly a parcidlis integralds, amely a szorzat derivaldsi szabalyabol levezethet.

Példa:
Végezze el a kovetkez integralast! J( 1 +sh(2x—1))dx="?




Megoldés:

J'(l+sh(2x—l) )dx=J1dx+Jsh(2x—1)dx=x+M+”+c
Példa:
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Végezze el a kovetkez integralast! dx=7?
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Hatérozza meg a kovetkez integralt! JT dx=?
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P¢lda:
Haté4rozza meg a kovetkez integralt! j (3x—\/x+1 )dx=?
Megoldas:
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Példa:
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Hatarozza meg az f(x) =+ 8 x - iz fliggvény primitiv fliggvényét!
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\ 4 Integralasi tipusok
Integralasi tipusok:
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Példa:
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Végezze el a kovetkez integralast! J[ ! _f j dx=7?
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Az Osszetett fiiggvény derivalasi szabalyai alapjan megfogalmazhatunk néhany gyakran elforduld

Jf"f=ln|f| + C,ezazo.=-1 eset



Jfo+bF?ﬂ%;ﬁn+C

Helyettesitéssel val6 primitiv fliggvény meghatarozas:

Haazf(x) fiiggvénynek F(x) fliggvény a primitiv fliggvénye, akkor barmely olyan differencialhato
¢ (¢) fiiggvény esetén, amelyref (¢ (7)) értelmezve van egy intervallumon, az f (¢ (¢)) -¢'(¢)
fiiggvénynek F(¢(t)) primitiv fliggvénye, azaz

f(o(1)) @' (1)=F(o(1)).

Ez a tétel az alapja a fenti integralasi tipusoknak is.

P¢lda:
. .. . , 2x—13° _
Hatarozza meg a kovetkez integralt! 3 dx =7
Megoldas:
Vezessiik be azu = 2x—1 helyettesitést. Ekkor du = %dx, azaz dx = %du. Igy az alabbiakra
jutunk:
(2x—1)6
2x—1Y 5 3 34 3 3
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( 3 ) Wty e Ty 6 *
Példa:
X
Végezze el a kovetkez integralést! J 5, dx=7?
l+e
Megoldas:

Vezessiik be az u = " helyettesitést. Ekkorx = Inu = dx = %du. igy az alabbiakra jutunk:

X
© oo dx= u > -iduzarctgu + C =arctge' + C
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Példa:
Alkalmas helyettesitéssel hatarozza meg az integral kifejezés értékét! J xy3+2x dx=?

Megoldas:

Vezessiik be azu =+/ 2 x + 3 helyettesitést. Ekkor
2
u —3 2u

7 = dx = ) du = u-du Atalakitva az integrandust:
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u2=2x+3 = x=




Példa:

Alkalmas helyettesitéssel hatarozza meg az integral kifejezés értékét! J SR - dx=7?

x 2+ Inx
Megoldas:

Legyenu = Inx helyettesités. Ekkorx =¢" = dx =e"du, atalakitva az integrandusban 4116 kifejezést:
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Y Maple gyakorld-ellenrz panel az integralashoz:




Calculus 1 - Integration Methods — - u

File Edit Rule Definition Apply Rule Understood Rules Help
Enter a function
Function Variable |x from to
J‘Si"ﬂ‘%ﬁdx Click on any button to apply a zule.
Show Hints
I
’ Constant ][ Identity ]
I ’ Constant Multiple ][ Sum ]
| ’ Difference ][ Power ]
’ Parts ][ Partial Fractions ] 1
[ Change ][ Revert ] 1
[ Solve ][ Rewrite ]
I_ [ Exponential ][ Matural Logarithm ] .
:ctrig:s - <hyperbolic:= -
: <arctrig= - <archyperbolic>
[ Flip ][ Join ][ split ]
[ Undo ] [ Mext Step ] [ All Steps ] [ Close ]

Integralas gyakorld

V¥ Hatarozott integral

A hatarozott integral:

Alapfogalmak:

Az J=[a;b] intervallum n-részes beosztasan egy olyan n+1 elem Z’n = (xO, Xp5 Xgy eens xn)
pontrendszert értiink, amelyre x,=a, x,=b, és x;_ <x; (i=1,2,...,n) teljesul. Az x; pontokat
osztaspontoknak, az ﬂl = [xi _p xi] intervallumot i-edik részintervallumnak nevezzik.




Az f(x) fiiggvényrl tegyiik fel, hogy korlatos az [a;b]-on, igy barmely részintervalluman létezik a
fliggvényértékeinek infimuma €s suprémuma is. Ezeket igy jeloljik: m, = ingf (x) esM;= supjf (x) .
X € i x e

i i

Ezek segitségével képezziik az fliggvénynek az J=[a;b] intervallum @n = (xo, Xps Xgy eens xn)
n
beosztasahoz tartozo also ill. fels integralkozelit sszegét: s = Zmlx (% —x_y) il
i=1

s =My (% —x_y)

. cosx)
Riemann Sums
1.5 y(x) =
—1 1
domain =
—0.5 1.5
range =
Total Rectangle Area = 1.82056
Actual Area = 1.68294 rl}
@ Upper () Lower f () Left 1 (") Right (") Midpoint n=, 5 10 15 20

Example = |Examplel |

n

Riemann-féle kozelit osszeg: 6 =6(f, B &) = Zf(ﬁ,’) “(% —x_,) alaki osszeg, ahol & € 7.
i=1 !

A beosztas finomitasan azt értjiik, hogy ujabb osztaspontokat vesziink hozza.

Tételek:

1. A beosztas finomitasakor az als6 0sszegek nem csokkennek, a fels 6sszegek nem novekednek.
2. Barmely beosztashoz tartozo alsd 6sszeg nem-nagyobb barmely masik beosztashoz tartozé fels
0sszegnél.

Darboux-féle als¢ ill. fels integralon értjiik az also Osszegek fels hatarat ill. a fels dsszegek also
hatarat.

Tétel:
A Darboux-féle also integral nem nagyobb a Darboux-féle fels integralnal; ésham < f(x) < M,




b
akkor m- (b —a) ij(x) dx < M- (b —a).

a
Riemann-integral- definicidja:
A korlatos f(x) fliggvényt az [a;b] véges intervallumon Riemann-szerint integralhatonak nevezziik,

ha a Darboux-féle alsointegralja egyenl a Darboux-féle fels integraljaval, és ezt a kozos értéket
nevezziik az f(x) fiiggvény [a;b] véges intervallumon vett Riemann-integraljanak. Jelolés:

Jf(x) dx

a

VY RIEMANN-KOZELIT OSSZEGEK ANIMACIOVAL
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\ 4 Integralhatosagi kritériumok

Integralhatésagi kritériumok:

Definicié: Egy f(x) fiiggvény B beosztashoz tartozo oszcillacids 0sszegén értjiik a kovetkez
n
Osszeget: o( f, B) = Z (Ml — ml.) . (xl. —X; _ 1) =5 (f, B)-s(f, B) . A definiciobol kovetkezik,
i=1
hogy barmely beosztas esetén az oszcillacios 6sszeg nemnegativ.

Oszcillaciés-Kkritérium:
Az [a;b] véges intervallumon korlatos f'(x) fliggvény akkor és csak akkor Riemann-integralhato,
ha barmely pozitiv &-hoz megadhato olyan B=38(¢) , hogy o( f, B) < €.

Tételek:

1. Haaz f(x) fiiggvény korlatos és monoton az [a;b] véges intervallumon, akkor Riemann-
szerint integralhato.

2.Haaz f(x) fliggvény folytonos a véges [a;b] intervallumon, akkor integralhato.

3.Haaz f(x) fliggvény korlatos az [a;b] véges intervallumon €s annak barmely
részintervalluman integralhatd, akkor -on is integralhato.

Sziikséges és elegend Kkritérium:
Haazf(x) fiiggvény korlatos az [a;b] véges intervallumon, akkor ahhoz, hogy integralhat6

legyen, sziikséges és elegend, hogy a Riemann-féle kozelit 6sszegek konvergaljanak a kozbiils
helyek barmely valasztasa esetén, ha a beosztasok finomséaga tart nulldhoz.

A hatarozott integral tulajdonsagai:

a

J £(x) dx=0
Lbf(x) dx=- j:f(x) dx

*Haazf(x) fiiggvény integralhato az [a;b] véges intervallumon, akkor ezen intervallum barmely

részintervalluman is integralhato.
b

*Haazf(x) fiiggvény integralhato az [a;b] véges intervallumon és a < ¢ < b, akkor J f(x) dx=

a

c b
J f(x) dx+J f(x) dx, azaz integralasi tartomany szerint additiv.
a C

*Haaz f(x) és g(x) fliggvények integralhatoak az [a;b] véges intervallumon, akkor 6sszegiik,

kiilonbséglik, szorzatuk is integralhatd, tovabba ham < g(x) , m # 0 akkor (lx) is integralhato.
*Haazf(x) ésg(x) fliggvények integralhatdak az [a;b] véges intervallumon és g(x) jeltarto és
m < |g(x)|, m # 0 akkor g((%)) is integralhat6 [a;b] -on.

* Ha a korlatos f(x) fliggvény integralhat6 az [a;b] véges intervallumon, akkor | f(x)]| is



b
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integralhato6 és

Az integralszamitas els kozépérték tétele:
Haazf(x) és g(x) fliggvények integralhatoak az [a;b] véges intervallumon és g(x) jeltarto is ezen,

akkor letezik olyan p valos szam, amelyre Jf(x) g (x) dx=},t-J g(x) dx és
a a
inf f(x) <u< supbf(x) .
]

XE[ab xe€(aq

Kovetkezmény:
Ha az f'(x) folytonos az [a;b] veges intervallumon, akkor van olyan & az [a;b] -ban, amelyre
b

| £ ae=r(8)-(6—a.

a
V Az integralfiiggvény

Integralfiiggvény:
Tegyiik fel, hogy azf(x) fiiggvény integralhatd az [a;b] véges intervallumon. Mint lattuk, akkor

ezen intervallum barmely részintervalluman is integralhatd f'(x) , és igy barmely xE[a;b] esetén
X
létezik aZJ f(x) dx integrél is. Jeloljiik az integral értékét mint a fels hatar fliggvényét F(x)-

a
X

szel, azaz legyen F'(x) :J f(¢t) dt ,¢éseztafiiggvényt az f(x) fliggvény integralfiiggvényének
a
nevezziik.

Tétel:
Legyen azf(x) korlatos fiiggvény integralhat6 az [a;b] véges intervallumon és legyen
X
F(x) :J f(¢t) dt. AzF(x) fiiggvény az [a;b] minden bels pontjdban folytonos ( a végpontokban
a
jobbrdl illetve balrol), és minden olyan x pontjaban, ahol f(x) folytonos, az F(x) fliggvény
differencidlhat6 és F' (x) =f(x) .




