8.MNewton-Leibniz formula. Teriiletszamitas. Forgastestek térfogata.
Fiiggvény atlaga, sulypont.

V¥ Az integralas alkalmazasai

V¥ Hatarozott inegral

\ 4 Newton-Leibniz-formula

Newton-Leibniz formula tétele:
Haazf(x) fiiggvény korlatos €s folytonos az Ja;b[ nyitott intervallumon, a ®(x) fliggvény

azf(x) fuggvénynek ezen az intervallumon primitiv fiiggvénye, tovabba ®(x) a zart [a;b]
b

intervallumon folytonos, akkor J f(x) dx=®(b) —D(a).

a

Példa:

4
Hatarozza meg a kifejezés értékét! J (6 —x°) dx=2
-1

Megoldas:
4
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3 X 4 (-1) j
— =6x- "~ — | =l6-(-1)- =-40 — (-6,25) =
J(6x)dx 6x4_1(64 4)(6() Z 0—(-6,25)
-1
-33,75
Definicio:

Az [a;b] intervallumon értelmezett, nemnegativ, integralhato f (x) fiiggvény gorbéje alatti
tertletet (pontosabban az x —tengely, az x=a es x=b egyenesek, valamint az y=f(x) gorbe altal
kozrezart terliletet) az f (x) fliggvénynek ezen az intervallumon vett integraljaval definialjuk.

T=Jf(x) dx

a
Fiiggvénygorbék altal kozrezart tertiletet, a gdrbék alatti teriiletek kiilonbségeként tudjuk
meghatarozni.

Példa:

Mennyi az a paraméter értéke, ha
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\ 4 Fiiggvénygorbék kozti teriilet

Fiiggvénygorbék altal kozrezart teriiletet, a gdrbék alatti teriiletek kiilonbségeként tudjuk
meghatarozni.

Lépései:
* metszéspontok meghatarozasa-ezek lesznek az integraldsi tartomany végpontjai

* a fliggvények abrazolasaval vagy mas moédon megallapitjuk, hogy melyik fliggvény van a
masik felett

* a két fliggvény kiilonbségét a meghatarozott tartomanyon integraljuk




T=J (f(x) —g(x) )dx ("felsbl az also")

Példa:
Hatarozza meg az abran szinessel jelolt teriilet nagysagat!

1

Megoldas:
Megkeressiik az also integralasi hatart, ami jelen esetben a fiiggvény zérushelye.
Jr —1=0=x=1=x=1

A meghatarozando teriilet nagysagat (a fliggvénygorbe alatti teriiletet) integralassal hatarozzuk
meg.

Hatarozza meg az abran szinezett teriilet nagysagat!



Megoldas:
A kérdéses tertiletet a fliggvénygdrbe alatti teriilet hatdrozza meg, amely a tanultak szerint a

fliggvény hatdrozott integraljaval egyezik meg az adott intervallumon. Meghatarozzuk az
integralasi hatarokat, melyek éppen a fiiggvény zérus helyeivel egyenlk a feladatban. A zérus

helyek: - +2=0 = x*=2 = x=++/2.Ezek utén a teriilet meghatdrozasa:
Jz

(—x2+2)dx=[x?3 +2xrj_[—J3_—23 +2\/7] —[—('TW +2-(—ﬁ))
VT

(A0 1) (A ) 4T a5

Példa:

Szamitsa ki az 4bran szinessel jeldlt teriilet nagysagat!



Megoldas:
Az els negyed beli teriiletet hatdrozzuk meg, majd kétszerezziik, mert a II1. negyed beli
teriilet ugyanakkora.

Az y=x egyenes az I. negyedben az x tengellyel haromszdget zar be, melynek teriilete:

T? -
Jxa O [ AP |
4 |, 4 4
0
r=2- ( % - % ) = % Tehat a kérdezett teriilet nagysaga fél teriilet egység.

Példa:

Mennyi az abran satirozott teriilet?
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Megoldas:

Célszer az integralasi tartomanyt tobb részre bontanunk, igy az egyes részeken tudjuk

alkalmazni a megoldasi utmutatot.
1 1
[

Tehat a kérdéses teriilet 3 teriiletegység.

\ 4 Fiiggvény atlaga

Definicio: Fiiggvény atlaga vagy integralkozép: 7(x) =

Példa:

7 (4x_§x)dxzj (24) as-| 2-
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Mennyi az f(x) =+ x + 1 fuggveny atlaga az 3<x<8 intervallumban?
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Példa:
Melyik kifejezés szamértéke a nagyobb?

J (6 — x3) dx vagyaf(x)=2x+3 fliggvény atlaga az [1;4] intervallumon?
-1

Megoldés:
2 2
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3 g _x | 2 ) ey D e
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=14,25

A kérdéses fliggvény atlaganak kiszamitasa:

Jf(x) dx J(2x—|—3)dx

_a _ 1 _1 e 4
(x) = b g 11 3 [x -|—3x]1

(28 —4) =8

(42 +34) = (1243 1) ]
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3

Tehat az els kifejezés értéke a nagyobb.

\ 4 Gorbe ivhossza

b
Deﬁnici():I::J V14 (f(x)? dx

Példa:
Hatarozzuk meg az f'(x) = ete” grafikonjanak ivhosszat az 0<x<2 intervallumban.
Megoldas:
£x) = e tet(-1) e = ()= ( ¢-e " )22 e —2 +e 2"
2 2 2 4
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Példa:

Hatarozzuk meg az f'(x) = X2 grafikonjanak ivhosszat az 0<x<1 intervallumban.

Megoldas:

2 2

S(x)=2x = (f(x))"=4x

b 1
1:=J 1+ (f () dx=f I+ 47 de=?

a 0
Mivel az integrandusban szerepl fliggvénynek nincs primitiv fiiggvénye, a helyettesitéses
integralas pedig nehéz, kozelitleg hatarozzuk meg. Felirjuk a hatvanysorat a 0 hely
kornyezetében, €s azzal helyettesitjlik a fliggvényt.
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\ 4 Forgastest térfogata, palastjanak felszine

Definicid:

Haaz f(x) fiiggvényt megforgatjuk az x-tengely koriil az [a;b] intervallumon, akkor az igy
b

keletkez forgastest térfogatat igy definidljuk: V= j fz(x) dx.

a
b
Forgastest palastjanak felszine: F'=2 TtJ v 1+ (f(x) )2 dx
a

Példa:

Hatdrozza meg a [4;9] intervallumon az f(x) fliggvény x tengely koriili megforgatassal
keletkez test térfogatat, haf(x) =y 2x+ 1!

Megoldas:




+4)]=70n

Példa:

\ 4 Sulypont

A sulypont meghatarozasa:

Stlypont: x, = Ty V= Tx , ahol

Megoldés:
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b

Homogén gorbeiv elsrend nyomatéka x- illetve az y-tengelyre: M = J
X

X

yds,

a

Hatarozzuk meg az f(x) =+/x grafikonja (parabola) x tengely koriili megforgatasaval
keletkezo forgasi paraboloid felszinet az 0<x<2 intervallumban.

dx

| w
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Sulypont: x,= —* , y,=—>
lypont: x = 71 V= p
Példa:

Legyenf(x) =¥ ; 0<x<3, keressiik az A teriilet sikidom sulypontjanak koordinatait!

Megoldés:
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