Analizis 1épésrl - 1épésre

"En nem csak azért szeretem a matematikat, mert alkalmazni lehet a
technikdban, hanem fleg azért, mert sz€p. Mert jatékos kedvét is belevitte az
ember, €s a legnagyobb jatékra is képes: megfoghatdva tudja tenni a végtelent.
Végtelenségrl, ideakrol hiteles mondanivaléi vannak. Es mégis annyira
emberi, korantsem az a bizonyos kétszerkett: magan viseli az emberi
alkotasok soha le nem zart jellegét."

Péter Rozsa (1905—1977)

Tapasztalatunk szerint a felsoktatasban tanul6 hallgatok szamara a
matematikai tanulményaik soran az els féléves analizis a legnehezebben
legyzhet akadaly. Ennek oka véleményiink szerint az 0j oktatasi szinthez
valo alkalmazkodason kiviil az, hogy a végtelen fogalma oly sokszor €s
kiilonboz formaban felbukkan a tananyagban. Az "Analizis lépésrl] -
Iépésre" cim tananyag fleg a tobb éve - sokszor tobb évtizede - érettségizett
levelez hallgatoknak szol, akiknek sziikséges apro 1€pésekre bontani a
matematikai gondolatmeneteket és fel kell idézni a rég elfeledett matematikai
fogalmakat is. Rem¢ljiik, hogy ez a tananyag sok hallgato €letét teszi
konnyebbée, €s ahogy Péter Rozsa matematikus sz€p bevezet idézetében
olvashatjuk, sikeriil megfoghatova tenni a végtelent.



V¥ 1. Sorozatok




|:> restart .
|:> with(plots) :

» Definicio, alapfogalmak

Y Konvergens, divergens sorozatok

A konvergencia ¢€s a divergencia a sorozatokkal kapcsolatos legfontosabb
fogalmak.

Egyes sorozatok szép nagy, egyenletes Iéptekkel gyalogolnak a +, vagy a
- végtelen felé, mig masok egy, vagy tobb pontba "srsdédnek".
Vizsgaljuk elszor ezeket a nehdny pont koré besrsod sorozatokat.
Hogy tudjuk ezt a szemléletes képet matematikailag pontosan megfogni?
Elszor meghatarozzuk a kornyezet fogalmat:

Kornyezet
Az ,,a” pont ¢ > 0 sugaru kornyezete az] a - €, a + ¢ [ nyilt intervallum,

ahol € tetszoleges pozitiv, valos szam.




Torlodasi pont
Az a sorozat torlodasi pontjia "a", ha a tetszéleges € > 0 kornyezetén

beliil a sorozatnak végtelen () sok eleme van.
Nagyon fontos kihangsulyozni, hogy a definicio bdrmilven kis ¢ sugaru
kornyezet esetében igaz, és a kérdés ekkor érdekes igazan.

A kovetkez tablazatban harom sorozatot szemlé¢ltetiink, amelyeknek
rendre 1, 2 illetve 3 torlodasi pontjuk van. A szemlé¢ltetés nem egy
egyszer abra, hanem animdacio. A képre kattintva megjelenik az
animacio meni, ahol, ha az FPS: utani szamot kicsire 1, vagy 2 értékre
allitjuk az animacio lassabb lesz, €s jobban meg tudjuk figyelni a
sorozatok viselkedéset. A harmadik sorozat esetében gy tnik, hogy
csak harom elemet abrazolunk, ez azért latszik igy, mert ez a harom elem
(-1, 0, 1) 1smetldik, mindegyik végtelen sokszor.
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Konvergencia
Konvergens csak az a sorozat lehet, ami egyetlen pontba "srsodik",

nem lehet tobb torlodasi pontja.
Ekkor a torlddasi pontot a sorozat hatarértékének nevezziik.

Ha a hatdrérték barmilyen kicsi € > 0 sugart kornyezetét vessziik, a
sorozatelemek egyszercsak beugranak ebbe a kornyezetbe és utana
mindig benn is maradnak. Legyen a sorozatnak N db eleme a
kornyezeten kiviil. Ekkor az utols6 elem, ami még nincs a megadott
kornyezetben az ay.

Pontosabb ezt igy fogalmazhatjuk meg: a sorozat konvergens és
hatarértéke "a", ha barmely pozitiv € - hoz talalhato egy N (€ - tol fiigg)
kiiszobindex, hogy ha a sorozat N-nél nagyobb sorszamu elemeit
tekintjiik, akkor azok a hatarertékhez, "a"-hoz e-nal kozelebb lesznek. (A
konvergencia 1. definicioja)

Matematikai jelekkel igy irhato fel a definicio:
Az a sorozat konvergens és hatdrértéke ,,a”’, ha

Ve>0 3N(e) |an —a| <€ han>N(g)

(A jelek magyardzata: V, az un. univerzalis kvantor, jelentése minden,
barmely

i, egzisztencialis kvantor, jelentése van olyan,
1étezik)

A fenit megfogalmazassal ekvivalens definici6 a kovetkez:

Az a sorozat konvergens és hatdarértéke ,,a”, ha ,,a’ barmilyen , kis” ¢
n

> 0 sugaru, | a - ¢, a + ¢ [ kornyezetén kiviil a sorozatnak véges sok
eleme van. (A konvergencia 2. definicioja)



Jelolések: lim a =a,vagya — a,han — ®
n—>o© n n

n—+2

2n+3
hatarértéke? A monotonitas vizsgalatnal kiszamoltuk a sorozat 1000.
elemét, ami elég kozel van az 1/2-hez. Nézziik meg, hogy az 1/2 j6 lesz-e

hatarérteknek? Legyen elszor € = 0,05. Szdmitsuk ki, hogy a sorozat

hany eleme lesz az 1/2 € = 0,05 sugaru kornyezetén kivtil, illetve
hanyadik elemtl lesznek a sorozatelemek a megadott kornyezetben?

sorozatot. M1 lehet a sorozat

Tekintsiik Ojra az a =

n+2 —%¢<Q05

2n+3
2:(n+2)-(2-n+3) ‘ <0. 05
2-(2n+3) ’
2-n+4—2-n—3‘<0’05
2:(2n+3)
1

‘ <0, 05 Az abszolutérték "elhagyhato", mert pozitiv

2:(2n+3)
szamot tartalmaz.

1
2-(2n+3)
egyenltlenség iranya megfordul.

<0,05 Vegyiik mindkét oldal reciprokat, ekkor az

2:-2n+3)>20
4dn+6>20
4n>14

n>35



Tehat n =4, 5,... adodott, vagyis a sorozatelemek a 4. elemtl kezdve
vannak az 1/2 € = 0,05 sugaru kérnyezetében.

Ezért a kiiszobindex N = 3, a sorozatnak csak az els harom eleme van a
megadott intervallumon kivil.

Altalaban N, a kiiszobszam az egyenltlenség megoldasa soran kapott
eredmény egész része.

Ugyanezt az egyenl6Stlenséget € = 0,01, € = 0,001 esetében is oldjuk meg.
A kapott kiiszobszamok rendre N = 23, N = 248.

Az aldbbiakban a Maple utasitasokkal tortén szamolast, majd a kapott
eredmények szemléltetését lathatjuk.

> e = |a(n)-0.5|# Az egyenldtlenség bal oldalanak felirdsa

_|nt2 _ 0.5 1.2.1)
i 2n+3
> = simplify(e)# Az egyenldtienség bal oldaldnak leegyszeriisitése

0.5000000000

= 1.2.2
i s |12.n + 3.] (122
> solve({ e <0.05andn > 0 }, n);# a megoldds 0,05-re
_ {3.500000000 < n} (1.2.3)
> solve({ e < 0.0l andn >0 }, n); a megoldds 0, 01 — re
_ {23.50000000 < n} 1.2.4)
> solve({ e <0.001 andn >0 }, n); a megoldds 0, 001 — re
_ {248.5000000 < n} (1.2.5)
> kiiszob = Solve( _05 _ €, n);

2'n+3

# Az egyenlotlenség dltaldnos megolddsa
~0.2500000000 (-1. + 6. €)
€

kiiszob = (1.2.6)

> ¢értek = eval(kiiszob, [€ = 0.05])
erték :=3.500000000 (1.2.7)
> N = floor(érték)
# a kiiszobszam megaddsa 0,05 sugaru kornyezet esetén
N:=3 (1.2.8)
> érték = eval(kiiszob, [€ = 0.01])
érték :=23.50000000 (1.2.9)




> N = floor(érték)
#a kiiszobszam megaddsa 0,01 sugaru kornyezet esetén

i N:=23 (1.2.10)
> ertek == eval(kiiszob, [ =0.001])
ertéek :=248.5000000 (1.2.11)

(> N = floor(érték)
#a kiiszobszam megaddsa 0,01 sugaru kornyezet esetén
N =248 (1.2.12)
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A Maple limit utasitasa megadja a sorozat hatarérteket:

1
. 1.21
: (1.2.13)

> limit(



Divergencia
A nem konvergens sorozatokat divergens sorozatoknak nevezziik.

A divergens sorozatok is tobbfélek lehetnek.

A divergens sorozatok tipusai:

* + végtelenhez tarté sorozatok (— + )

» - végtelenhez tartd sorozatok (— - o0)

» oszcillalva ("ide-oda ugralva") divergens sorozatok

Akkor tart a +oo-hez egy sorozat, ha barmilyen (nagy) M szamot adunk
meg, mindig talalhato egy sorozatelem, ami ennél a szamnal nagyobb
lesz és onnantol kezdve az osszes sorozatelem nagyobb lesz M-nél. Az
utolso elem, ami még nem nagyobb M-nél az N. elem.

Matematikai jelekkel leirva:

a — o, ha V M — hez 3 Nugy, hogyan >M, han> N

Akkor tart a -oo-hez egy sorozat, ha barmilyen M szamot adunk meg,
mindig taldalhato egy sorozatelem, ami ennél a szamndal kisebb lesz és
onnantol kezdve az osszes sorozatelem kisebb lesz M-nél. Az utolso elem,
ami meg nem kisebb M-nél az N. elem.

Matematikai jelekkel leirva:

a — o0, ha V M — hez EINb'tgy,hogyan > M, han>N

Jelolés: llm a =+ lim g =-x
n—>o®© n n—>x pn
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Mit mond a Maple limit utasitasa divergens sorozatok esetén?
[ (2 ,
> Zlmn‘(n , N = mﬁmty);# + co-hez tarto sorozat
| 00 (1.2.14)
> [imit(-2-n + 1, n = infinity) j#- co-hez tarto sorozat
i — 00 (1.2.15)
> limit(( -1 )n-n, n= inﬁnity);#oszcilldlva divergens sorozat
undefined (1.2.16)

Néhany példa kiilonboz tulajdonsagl sorozatokra:



Monotonitd el Torlodasi | Konvergencia -
Sorozat Elsd 5 elem Korldtossdg pontok b AT
5 . pontok Divergencia
szama
1 alulrél korldtos: | monoton divergens
=n’ : 25 =
it LE9.16.25... k=1 navekva b a, =+
B — l 1.1/2,1/3,1/4,1/3, | korldtos: K=1, | monoton 1 0 lonversens
B k=0 cstikkend &
1 -1,1/2.-1/3,1/4 - | korldtos: K=1/2,
JERENT 1R o : = = = = =
c, =(-D = 15... k=-1 1 0 konvergens
T R 1.0-1.0.1.... korlato_s: K=1__| _ 3 101 oslzm]lalva
25 k=-1 divergens
o - 3 oszcilldlva
e, =(—1}"-n -1,2.-3.4.-5.... nem korldtos - 0 di
ivergens
feliilrdl korlatos: | monoton divergens
=-2 ] [ e, Wy o =
i R A csoickens | £
R
g, = (—l)ﬂ_l o 2 ——\. 1.-3/2,5/3.- korldtos: K =2, 5 o oszcilldlva
A 714905 k=-2 - = Eia divergens
_ s qam korlatos: K =1, i oszcillalva
o L.1-L1.-1 k=-1 - = 1.1 divergens

A fenti példakat nézziik meg Maple-ben szemléltetve is. Az els
oszlopban szamegyenesen abrazoltuk a sorozatokat animalva, a masodik
oszlopban koordinata - rendszerben abrazoltunk, a harmadik oszlopban
osszefoglaltuk a legfontosabb tulajdonsagokat:
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Eszrevehetjiik, hogy a példaként szerepl sorozatokban tobbszor

elfordul a (-1 )n ¢sa (-1 )n ! kifejezés. n értekétl fiiggen ezeknek a
kifejezéseknek a szamérteke, - 1, és +1 felvaltva. Ezért szerepiik a

valtakozo eljel biztositasa. Ha (-1 )n-nel szorozzuk meg a képletet,
akkor a sorozat els eleme negativ lesz, a masodik pozitiv €s igy tovabb,

minden paratlan sorszdmu elem negativ ¢s minden paros sorszamu

., +1 s
pozitiv. Ha (-1 )n -nel szorozzuk meg a sorozat képletét, akkor a

paratlan sorszamu elemek lesznek pozitiv eljelek és a paros sorszamu
elemek negativok.

A divergens sorozatok hatarértekét az elbb mar megnéztiik a Maple
limit utasitasaval. Most nézziik meg a tdblazatban szerepl konvergens
sorozatok hatarértéket:

> b= limit(L, n= inﬁnily);
n
b =0 (1.2.17)

> b= limit((—l)

n

-i, n= inﬁnily);
n
b:=0 (1.2.18)




A fenti tablazatban szerepelnek monoton €s nem monoton, korlatos €s
nem korlatos, konvergens ¢és divergens sorozatok. Tegyiink rendet,
vizsgaljuk meg, hogy ezek a sorozat tulajdonsagok milyen kapcsolatban
vannak egymassal.

A konvergencia, a monotonitas és a korlatossag kapcsolata
Tetel: Ha az a sorozat konvergens, akkor korlatos.
n

A bizonyitas vazlatosan a kovetkezképpen szol. Ha egy sorozat
konvergens, akkor a konvergencia 2. definicioja értelmében a hatarérték
tetszbleges € sugaru koérnyezetén kiviil a sorozatnak véges sok eleme
van. Az 1. definicid azt mondja, hogy pontosan N db elem van az ¢
sugaru kornyezeten kiviil. De a véges sok elem kozott mindig van
legnagyobb ¢&s legkisebb, ami alkalmas fels ill. alsé korlatnak.
Elfordulhat az is , hogy a sorozatnak a kornyezeten kiviil egyaltalan
nincs eleme, vagy csak a + € - ndl nagyobb, vagy a - € -nél kisebb eleme

nincs. Ezért a fels korlat K = maximum{a,, a,, ...a\, a + €}, az also
korlat k = minimumf{a,, a,, ...ay, a + €}.

Az ébra egy olyan esetet mutat, ahol a sorozatnak a N db € sugaru
kornyezeten kiviili elemei k6z6tt van a + € -ndl nagyobb, &s
a - ¢ -ndl kisebb eleme is.

dq d a a a
|1 :3< | ? }IN"WE

a-& =] +E

]

Ha az a sorozat korlatos, akkor nem sziikségképpen konvergens. Ilyen

sorozatok példaul a tablazat d

» £, h, sorozatai.

Ezt ugy is szoktuk fogalmazni, hogy a korldatossdag a konvergencia
sziikséges, de nem elégséges feltétele.

a konvergens = a korlatos



a korlatos # a konvergens
n n

Halmagz abraval:

dy
Gn

Korlatos sorozatok hn

Konvergens sorozatok

b, ¢,

Tudunk-e a konvergenciara elégséges feltételt megfogalmazni? Igen, ez a
kovetkez tétel, amit bizonyitas nélkiil kézliink:

Tétel: Ha az a sorozat korldtos és monoton, akkor konvergens.
n

DE!

Ha az a _sorozat konvergens, akkor nem sziikségképpen korlatos és
monoton. Ilyen példaul a ¢ sorozat, ami konvergens, de nem monoton.
Ezért: A korlatossag és monotonitds a konvergencia elégséges, de nem

sziikséges feltétele.

a konvergens # a korlatos és monoton

a korlatos és monoton =a

n

Halmaz abraval:

Cn

Konvergens sorozatok

Korlatos és monoton sorozatol

b,

§ konvergens



VY Nevezetes sorozatok hatarértékei

A kovetkezkben néhany nevezetes sorozat hatarértékét vizsgaljuk meg.

Az 1 sorozat mar tobbszor elfordult, tudjuk, hogy hatarértéke 0.
n

1. lim =0

n — oo

1
n

A masodik nevezetes sorozat a qn sorozat. Ez kiilonboz alapok esetében
maskeéppen viselkedik. Az alabbi tablazatban lathatjuk a Iényegesen
kiilonboz eseteket.

n n n n n
a =(-2) b:(_i) c =1 =1 d=(i) e =2
n 2 . n 2
100 - 100
50 0" 1.Qrrrreees 0 60
g——- r—‘ . 0
_s0g 35710 _0.4246 10 0 S ol 10 bt
-0.9 ) 135710
p— > Zo .l' [~
> limit (- |r "ml( - > limit( (
-2 ||> limit(( n > limit [( 2)
)”’ = infi n ”,
—ll)n 1 (133) 1/12) ’
n 5 n
=infill 0 (132 | 0 a39 = infin
undefine\ (1.3.1) | (1.3.5)
| d
Osszefoglalva:

2. lim ¢" =0, halq <1

lim ¢ =1,haq =1

n — oo



lim qn=—|—00,haq>1

n — oo

Kiilonben osszillalva divergens a sorozat

Ezutén tekintsiik az '/ a sorozatot, mivel n értéke paros és paratlan szam
is lehet fontos aza > 0 kiko6tés (paros gyok alatt negativ szam nem

allhat!).

(A sorozat hatarértékét kiilonboz a értékekre ugy is megsejthetjiik, hogy
a szamologéplinkbe beirunk egy tetszleges pozitiv szdmot, €s elkezd;jiik
"nyomogatni" a gyok billentyt. Ha sokszor megismételjiik a gyokvonas
mveletet, akarmilyen nagy, vagy akarmilyan kicsi szambdl is indultunk
ki egyszer 1 érték adodik, ami azt jelenti, hogy a sorozat elemek a
szamologép pontossaganal mar jobban megkozelitik az 1-et.)

Szemléltessiik ezt a sorozatot is néhany a érték esetében.

2345678 10

> limit(
V2,n
= infin\

ity)
1 (1.3.6)

2345678 10

> limit(

1

"[100,

n
= infin\

ity)

(1.3.7)

O v

2345678 10

> limit(

1.

"[0.5,

I <

infin\
ity)
(1.3.8)

> limit(

0.01" -
. (1.3.9)

1




Lathatjuk és bebizonyithat6, hogy az "[a sorozat hatarértéke minden
pozitiv n-re 1. Han > 1, akkor a sorozat szigorian monoton csokkenve
tart 1-hez, han < 1, akkor szigorian monoton novekedve, n = 1 esetén a
sorozat természetesen a konstans 1 sorozat lesz.

3. lim Ja =1,ahol a >0

A kovetkez nevezetes sorozat az 3/ n, lathatjuk, hogy itt a gyokkitevn
kiviil a gyok alatti mennyiség sem allando, hanem a valtozo n érték.
Mivel n mindig pozitiv a gyok alatti mennyiségre nem kell kikotést
tenniink, csak a gyokkitev miatt kell » > 1-re vizsgalnunk a sorozatot,
mivel a legkisebb gyokkitev a 2, mas szoval a négyzetgyok.

Elszor kiszamitjuk a sorozat hatarértékét, majd megnézziik a szdzadik
elem kozelit értékét 20 tizedes jegyig, veégiil abrazoljuk a sorozat
né¢hany elemét:

> b= limit(nﬁ, n= inﬁnily);
b:=1

| (1.3.10)
> ¢ = ""/100
1
i c:=100 100 (1.3.11)
> Kozelités == evalf (c, 20)
Kozelitées :=1.0471285480508995335 (1.3.12)

> pointplot( { seq( [n, nﬁ], n=>2 ..10) }, color = blue, symbol

= solidcircle, symbolsize = 12);
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A sorozat szigorian monoton csokken az els két elemet kivéve,
hatarértéke 1.

Tehat a 4. nevezetes sorozat hatarértéke:
4. lim "/n=1,ahol n > 1

A kovetkez nevezetes sorozat egy olyan hatvany, ahol az alap ¢és a
kitev 1s valtozik. A pénziigyi szamitasokban is elfordul, ahogy egy
tovabbi fejezetben latni fogjuk.

n

A sorozat: a = (1 + i)
n n



Szamoljuk ki a sorozat néhany elemét:

1 2
a=(1+i) =2,a=(1+l) =9 9 25,
1 I 2 ) T
3 10
a=(1+1) =0 <137 .4 =(1+L) ~ 2,59
3 3) 27 10 10

Ezutan kiszamitjuk a Maple program segitségével a hatarertéket, a
hatarérték kozelit értekét 20 tizedes jegyig, majd abrazoljuk a sorozat
n¢hany elemét:

> b= Zimit((wi)
n

> kozelités = evalf (b, 20):
kozelités = 2.7182818284590452354 (13.14)

n
, N = inﬁnily);

b :=e (1.3.13)

> pointplot( [seq(

n
n,(l-l——l)
n

symbol = solidcircle, symbolsize = 12);

,n=1 ..10)], color = blue,
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2.5

2.4

2.3

2.27

2.1

2®

A hatarértékre most "nem szam" adddott, hanem azt irta ki a program,

hogy e. Mi az e szam ¢€s mennyi az €rtéke? Az e egy irracionalis szdm

(vegtelen nem szakaszos tizedestort), ezért csak kozelit értekét tudjuk

megadni, ezt szamolta ki a program 20 tizedesig. Milyen irracionalis

szamokat ismeriink még? A m, a/2 biztosan mindenkinek eszébe jut.
n

5. lim (1 + 1) =e

Ha egy kicsit megvaltoztatjuk a sorozatot €s a zardjelben szerepl tort

szamlaloja tetszleges valo szadm lesz a hatarérték igy valtozik:
n

5. a)nli_l)nw(l + k) =ek, aholk € R
n

Myveletek konvergens sorozatokkal



Az elbbi részben 6t nevezetes sorozat hatarértékével ismerkedtiink meg,
de nyilvanval6, hogy nem csak ennek az 6t sorozatnak a hatarértékére
vagyunk kivancsiak. Hogyan tudjuk mas sorozatok hatarértékeit
meghatarozni ezekre a nevezetes sorozatokra épitve?

Erre ad vélaszt a mveletek konvergens sorozatokkal fejezet.

Ha adott két konvergens sorozat a ¢s bn ¢s ismerjiik mindkett

hatarértékét, vagyis tudjuk, hogy
lim a =a és lim b =b,
n—ow pn n—>ow pn

C
akkora +b, ca, a-b, s a , | a
n n n

n n o n b’ n

sorozatok is konvergensek €s

I Jim,(a £b)=atb

2. lm c-a =c-a
n — 0 n

3. lima ‘b =a-b
n—>o n n

a
4. lim %
n — o0 bn

%,ahol b#0¢és a#0

. C C J
5. lm_a =a, ahol ¢ konstans és a >0
n—>o© pn

S/a. lim /an =/a,ahol a>0

Mit jelent ez? Nézziink meg néhany példat.



nli;)nooi = nlil)noo3 - 3.0 =0 Mit alkalmaztunk? A 2. mveleti
n n
azonossagot:c=3, a = l, a=0
nn

lim, - = lim 11 =0-0 =0 Mit alkalmaztunk? A 3. mveleti

fonte g = _
azonossagot: a = —, bn—

,a=0,6=0

S
:|»—

A fenti két mvelet egy mas utani alkalmazasaval azt kapjuk, hogy ha
egy szamot n tetszleges pozitiv egész kitevs hatvanyaval elosztjuk,

akkor 0-hoz tar6 sorozatot kapunk, képletben: nhinoo% =0, aholc € R,
n

éske N, k>0

Tovabbi részletesen kidolgozott feladatok a tananyag 2. fejezetében

talalhatok.

Kritikus hatarértékek, rendr-elv

Ez elz pontban megismert mveleti szabalyok mindig alkalmazhatok
sorozatok hatarértékének kiszamitasara?

Sajnos nem, vannak Un. kritikus hatarértékek, ekkor mindig valami
"trilkkot " kell alkalmazni a hatarértek kiszamitasara a mveleti
szabalyok egyszer alkalmazasaval nem ériink célba.

Melyek ezek a kritikus hatarértékek? Es mit értiink azalatt pontosan,
hogy kritikus hatarérték?

Ha egy tort szamlaloja €s nevezje 1s 0-hoz tart, hova tart a tort? Ez az
egyik leggyakrabban elfordulo kritikus hatarérték. A mveleti szabaly
azért sem alkalmazhatd, mert az emlitett hanyadost nem tudjuk
ertelmezni, de ha megnéziink néhany ilyen példat lathatjuk, hogy a
hanyados sorozat hatarértéke barmi lehet.

/4 14 /4 14 4 1
Az els példaban a szamlal6 —, a nevez
n



1
2 b
n
nevezo 1s) 0-hoz tart, ha n tart co-hez. Ha felhasznaljuk a tortek
osztasanak szabalyat (a szamlalot az osztd reciprokaval szorozzuk),

akkor n adddik, tehat a hatarérték oo.

mindkett (a szamlalo és a

2
=l

1. lim 1.n
n—xp 1

n — o0

= lim n =
n — o

A kovetkez példaban cseréljiik meg a tort szamlalojat €s nevezjét.
Ekkor is igaz, hogy a tort szdmlaloja €s nevezje is a 0-hoz tart, de az

eredmény most i, aminek a hatarértéke 0.
n

1
’ 1 1
2. lim " =1lim —- %= 1lim -~ =0
n — © 1 n—oow 2 1 n—)oon
— n
n

Vegiil nézziink egy olyan példat, ahol a szamlalo €s a nevez is 0-hoz
tart, a hanyados pedig egy véges szamhoz, mondjuk 2-hoz.

= lim

n —>

3. lim

n — ©

2. n
n

= lim 2=2
1 n — o

S |~‘: |2

Lathatjuk, hogy mi is a probléma ezzel a hatarértek tipussal, nem tudjuk
megmondani, hogy mi lesz a hanyados hatarértéke, mert a konkrét
sorozatoktol fliggen barmi lehet. A tobbi kritikus hatarérték esetében is
ez okozza a gondot, az eredmény lehet akdrmi, 0, oo, tetszéleges valds
szam.



Osszefoglalva a kritikus hatarértékek:

n

sorozat hatarértékérl nem

Ha llm a =0 és lim b =0, akkor
n—>o© pn n—>o© pn

tudunk semmit sem mondani.

n

sorozat hatarértékérl

Ha lim a =+ és lim b =4 o, akkor
n — © n n — © n

nem tudunk semmit sem mondani.

Ha lim a =0 és lim b =, akkor a -b sorozat hatarértékérl nem
n — © n n —> n n n

tudunk semmit sem mondani.

Ha lim a =0 és lim b =, akkor a — b sorozat hatarértékérl nem
n—>o© n n—>o© n n n

tudunk semmit sem mondani.
b

. ’ . n 4 4 J4 /4
Ha llm a =1 és lim b =0, akkor a sorozat hatarértékérl nem
n—>o© pn n—>o© pn n

tudunk semmit sem mondani.

A kovetkezben még egy modszert ismertetiink egy sorozat
hatarértékének kiszamitasara, ez a

Rendr-elv



Adott harom sorozat a, bn és ¢, ¢s tudjuk, hogy b A ¢s ¢ . kozott
helyezkedik el a szamegyenesen, vagyis a . <b | <c " hasonloan

a, < b2 < C,s ¢s igy tovabb minden n-re. Tovabba a bn—et kozrefogd két
sorozata és c hatarértéke megegyezik, és ez a kozos hatarérték A4, akkor

b sorozatnak "sincs mas valasztasa, kénytelen lesz" 4-hoz konvergalni.
n

Matematikai jellésekkel:
Adott harom sorozat a, bn és c

Ha
a < bn < ¢, VneNT —ra ezenkiviil a és c konvergensek, és

lim a = lim ¢ = A, akkor b is konvergens és Ilim b = A

Egy sorozat hatarértékét rendr-elvvel meghatarozni azért nem konny,
mert kell keresniink egy, a sorozatunknal elemenként nagyobb és egy,
elemenként kisebb sorozatot €s még annak is teljesiilnie kell, hogy a két
sorozatnak ugyanaz legyen a hatarértéke.

Nézziink egy példat!



/4 14 . . n 14 14 14 4 14 4 14 o
Szamitsuk ki a lim —- hatarértéket! A szamlalo és a nevezg is co-hez
n

tart, ez egy "kritikus" hatarérték.

n n n n
(-5 res <t (d
3 311 3n 3n 3n 3
Talaltunk a sorozatunkhoz elemenként kisebb és nagyobb sorozatot.

Most mar csak azt kell megnézni, hogy mi a két kozrefogo sorozat
hatarértéke. Tudjuk a 2. nevezetes sorozat hatarértékét:

lim g"=0,ha|q| <1, ezért

n n
lim (i) = lim (2) = 0, igy a keresett hatarérték lim M=
n — © 3 n — © 3 n — o

n

3

Szemléltessiik eredményiinket, abrazoljuk a harom sorozat néhany elemét
koordinata - rendszerben:

(1)
O e [ T

n

$n=1.6|;

> k= m(2) $n:1..6];
k=l 2] 2 2 08 2 e, 20 15, 32 6, 22 || asa
i 3 0 27 81 243 729
> m:=||n - $n=1..6];
311

e A R AR A R AR [
3 9 9 81 243 243
> plot([ [, k, m], n =1 ..6, style = point, symbol = solidcircle, color
= [blue, red, green], symbolsize = 16);
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Y Egy pénziigyi alkalmazas

Pénziigyi szamitasok soran gyakran taldlkozunk sorozatokkal, de ez
altalaban egy sorozat néhany értékének kiszamitasa. Példaul a
kamatoskamat szamitasnal, hitel torlesztrészletének, betét értékének
meghatarozasanal. Ezekben a feladatokban a sorozat néhany elemeét, vagy
n¢hany elemének osszeget kell kiszamitanunk. Hatarérteket, a sorozat
viselkedé€sét a végtelenben altalaban nem vizsgaljuk, pedig a matematikai
analizis szempontjabdl ez lenne az érdekes. Mégis talalhatunk olyan
pénziigyi példat, ahol a hatarérték szamitasra is sziikséglink van.

Az 5. és 5a. nevezetes sorozat ,,pénziigyes’ hattere:

,»Az e taldn nem mindenkinek tlinik annyira ,,természetesnek”. Nevét



onnan kapta, hogy tobbek kozott olyan alapvet €életfolyamatok
modellezésében is taldlkozhatunk vele, mint a novekedés €s a fogyas.
Nem is beszélve arrdl a szintén alapvet dologrél, amely (Erdst
leszamitva) gyakran foglalkoztatja az embereket — nevezetesen a pénzrél.
Az e kozponti szerepet jatszik a kamatos kamat szamitasanal. Tegyiik fel,
hogy 1 dollart tesziink egy olyan bankba, ami 100% tkésitett kamatot
igér egy eévre. Egy masik pénzintézet a tkésitest fél evre vallalja. Utobbi
esetben jobban jarunk, mivel a hat honap letelte utan a befektetett 6sszeg
50%-4anak megfelel kamatot kapunk, azaz 50 centet. Ev végére persze
mar a kamat is kamatozik, igy tizenkét honap elteltével a teljes 6sszeg 2
dollar 25 centre n. Na és mi van akkor, ha az évi 100%-o0s kamat
negyedéves bontdsban értend? Egy ¢év utan ebben az esetben mar 2
dollar 44 centiink lesz. Ha pedig évente nyolcszor szamolunk kamatot, 2
dollar 57 centet tehetiink zsebre. Végiil mi torténik, ha a talsdgosan is
nagylelk Erds Bank folyamatosan kinalja az ¢évi 100% kamatot? Vajon
Erdds szavaival élve ,,végteleniil gazdagok™ lennénk-e 12 honap
elteltével? Nem egészen. Az 0sszeg, amelyre ily modon szert tehetiink,
nem lenne t6bb, mint e — vagyis 2,718... - dollar.”

Paul Hoffman: A PRIM ember

ERDS PAL kalandjai a matematika végtelenjében

Szamoljunk végig egy olyan példat, ahol a kamat hozzaadasa a tkéhez
(tkésités) nem év végén torténik, hanem félévente, negyedévente, stb.:

Szamoljuk ki 1 Ft felndvekedett értékét, ha az éves kamatlab 12% és a
tkésités aranyos kamatlabakkal félévente, negyedévente, havonta, illetve
naponta torténik.

0, 12

2
Félévente: (1 + ) =1, 1236, vagyis a novekedés 12,36%

0, 12

4
Negyedévente: (1 + ) =1, 1255, a novekedés 12,55%

0, 12

12
Havonta: azaz (1 + ) =1, 1268, a ndvekedés 12,68%

Naponta: az ardnyos kamatlab ekkor % \011



365

LOD0328767 =11270=1270% (1 + 0, 12 ) =1, 1270, a
365
novekedés 12,70%
. m .
Folytonos kamatozas esetén: lim_ ( 1 + L) = ¢, ahol m az évi
m

tkésitések szama, i pedig a kamat, e~ = 1, 12749685, ami kozelitleg
12,75%-0s novekedés.

A folytonos kamatozasnal nyert érték a kiilonboz kamatozasi
folyamatok fels hatara.
Ha nem 1 Ft, hanem C; €s nem egy €v, hanem n szerepelt volna a

példaban, akkor az éves kamattényezt még egyszer n-dik hatvanyra
kellene emelni €s a C-lal szorozni.

m-n

lim CO-(I + i) =
n — o m

V¥ Fuggelék -- Szamhalmazok

A természetes szamok halmaza

Az ember torténelme soran elszor a természetes szamok halmazaval
ismerkedett meg. Este beterelte az allatokat a kardmba ¢€s kdzben
megszamolta ket. Vajon ugyanannyi van, mit reggel?




Tehat a természetes szamok halmaza 0, 1, 2, 3, 4, 5, ...Jele: N, a naturalis
latin sz6bdl szarmazik, ami természetest jelent, bar gondolhatunk a natur
angol szora is. Az N els, vagy kozeps szarat altalaban duplan szoktak
megrajzolni.

A 0 szamra ¢rdemes kiilon kitérni, mert ez a kozépkorban sok vitat sziilt,
az emberek nagyon nehezen tudtdk elfogadni. ,,A nulla semmi, és mégis
megtizszerezi az eltte allo szdmot. Ez volt az, ami sehogy sem feért az
emberek fejébe.” (Forrds: B.L. van der Waerden, Egy tudomany
¢bredése Egyiptomi, babiloni €s gorog matematika Gondolat Budapest
1977)

Ha a termeszetes szamokat szemléltetni akarjuk, elhelyezhetjiik ket egy
felegyenesen, kiilonallo, diszkrét pontok, egymastol 1 tavolsagra.

Ha alapmveleteket (0sszeadas, kivonas, szorzas, osztas) kezdiink
végezni a természetes szamokkal, észrevehetjiik, hogy barmely két
termeészetes szam Osszege €s szorzata 1s termeszetes szam lesz, de ez nem
igaz a kivonasra (pl. 3-5 kivonas eredmény nem természetes szam). Ezt a
matematikusok gy mondjak, hogy a természetes szamok halmaza zart az
0sszeadasra és a szorzasra nézve, de nem zart a kivonasra

Az egész szamok halmaza



Ha bevezetjiik azokat a szamokat, amiket két természetes szam
kiilonbségeként kaphatunk, eljutunk az egész szdmokhoz ...-3, -2, -1, 0,
1,2,3... Az egész szdmok halmazénak jele: Z, a német Zahl sz6
kezdbetje. Az egész szdmok halmaza tartalmazza a természetes
szamokat, annak kibvitése, halmaz jeloléssel: . Ha szemlé¢ltetni
szeretnénk az egész szamokat, egy egyenest kell rajzolnunk, és azon
lesznek egymastdl 1 tavolsagra az egész szamokat jelképez diszkrét
pontok. Ha megvizsgaljuk a mveleteket az egész szamok korében, akkor
azt tapasztaljuk, hogy a természetes szdmoknal fennallo zartsagot nem
rontottuk el (tehat az egész szamok halmaza zart az 6sszeadésra,
szorzasra €s a kivonasra nézve) és sikertilt a kivonasra is zartta tenniink a
halmazt. De itt a 4. alapmvelet, az osztas. Sajnos az osztasra nézve nem
zart az egész szamok halmaza, pl 2:7 nem egész.

Quentin Massys A peénzvalto és felesége (1514)
Olaj, fa, 71 x 68 cm
Louvre, Parizs.

A racionalis szamok halmaza

Bvitsiik a halmazt Gjra. Vezessiik be a két egész szam hanyadosakeént
kapott szamokat is. Igy eljutunk a racionalis szamokhoz. A pontos
definici6 igy szol : Raciondlis szamok a p/q alakl szdmok, ahol p. q €



Z¢ésq#0.

De miert nem lehet, a nevez, mds szoval az oszto 07 Ritkan tudjak
megvdlaszolni ezt a kérdést. Gondoljunk bele, hogy mit jelent az osztds,
példaul nézziik a kovetkezot: 35:7 =5 , az osztds ,,probdja” a szorzds,
ezert 5-7 =35 . Most alkalmazzuk ugyanezt a gondolatmenetet a 0-val
valo osztasra. 3:0 = ?, elszor mondjuk legyen a kérdjel helyén 0,
ekkor a ,,probdt” elvégezve 0-0=3 adodik, ami nyilvanvaloan hamis
allitas. Ha a kerdjel helyére mas szamot irunk, akkor ez a mas szam
szorozva 0-val 3-mat kellene hogy adjon, ugye ez sohasem teljestilhet?
Tehat sikeriilt megérteniink, hogy a 0-val valo osztast kizarni a mveletek
koziil nem a matematikusok szrszalhasogatdasa, hanem ésszer dontés.

A racionalis szamok jele Q. A hanyados quotient angol szobol, vagy a
latin quotiens hanyszor sz6bdl szdrmazik. Most mar elmondhatjuk, hogy
sikeriilt egy olyan szdmhalmazt talalni, ami a 4 alapmveletre nézve
(Osszeadas, kivonas, szorzas, osztas) zart. A racionalis szamok halmaza

tartalmazza az egész szamokat, annak kibvitése, halmaz jeloléssel:
Z<=Q (! keresni jobb jeldlest). Vajon van-e olyan mvelet, ami kivezet a

racionalis szamok halmazabol is?
Bizony van. A kozépiskolabol altalaban a kovetkez mondatok tnnek

i1smersnek. A ﬁ nem racionalis szam, ezt altalaban bizonyitani is
szoktak. Vannak olyan pozitiv egész szamok, amelyek gyoke nem
racionalis, ezeket irracionalis szamoknak nevezziik. A 7 is irracionalis
szam. Hogy 1s van ez pontosan? Ahhoz, hogy a raciondlis és irracionalis
szamok fogalmat teljesen rendbe tegyiik, vizsgaljuk meg a szdmok
tizedes tort alakjat.

Hogyan kapjuk meg egy P alaki kozonséges tort tizedes tort alakjat?
q

Ugy, hogy p-t (a szamlalét) elosztjuk g-val (a nevezvel).
Nézziink erre néhany peldat:
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Mit mondhatunk a fenti peldak alapjan a racionalis szamok tizedes tort
alakjar6l? Ha az osztas soran elfordul 0 maradék, a tizedes tort véges, ha
nem fordul el 0 marad¢k, akkor végtelen. A masodik példaban a 7-tel
val6 osztasnal hany kiilonboz maradek lehet? Legfeljebb 6 fele (1, 2, 3,
4,5, 6), ,legrosszabb” esetben a 6 maradék eld is fordul. Ezt latjuk a
masodik osztasnal, ezért a kapott tizedes tortben a 6 hosszusagu szakasz
(428571) ismétldik. A harmadik példanal a tizedes vessz utan egy 8-as
jon, majd az ismétld maradékok miatt csupa harmas kovetkezik, az
ismétld szakasz itt 1 hosszusagu. Tehat a raciondlis szamok tizedes tort
alakja véges, vagy veégtelen szakaszos tizedes tort. Azt is meg tudjuk
mondani a nevez (0szt0) ismereteben, hogy mikor lesz az osztas
végeredmeny véges, vagy végtelen szakaszos tizedes tort. Ha a nevez
primtényezs felbontasaban csak 2-es és 5-0s szamok szerepelnek, az
osztas végeredmeény véges, hiszen a tort bvitésével a nevezben 10
hatvanyt kaphatunk. Ha a nevez primtényezs felbontasaban csak 2-tl
¢s 5-tl kiillonboz szdmok vannak, akkor a tizedes tort végtelen, Un.
tiszta szakaszos, ha a nevez felbontasadban 2, vagy 5 valamelyike, vagy
mindegyike elfordul, de mas tényezk is vannak, akkor a tizedes tort



szintén végtelen, de un. vegyes szakaszos. Azért vegyes szakaszos, mert
nem csak az ismétld szdmok szerepelnek benne, hanem az elején ott
van n¢hany mas szam (kakukktojas) is. Ez lathat6 a 3. példaban.

Miért pont azok a szamok lesznek véges tizedes tortek, amelyeket 2 €s 5
hatvanyt tartalmazé nevezj tortekbl kapunk? Ennek az oka, hogy 10-

14 14 14 1 14
es szamrendszerben szamolunk. A 3-as szamrendszerben az — és

minden olyan szdm, amelynek nevezjében csak 3 hatvanyok vannak,
véges tizedes tort lesz.

303

: > —=—=012
Veges b

- : — 3
Veégtelen tiszta szakaszos - =0,428571

—

’ 0= 2 083

Végtelen vegyes szakaszos ——— &

Az irracionalis szamok

Tehat 0sszefoglalva a racionalis szamok tizedes tort alakja véges, vagy
végtelen szakaszos tizedes tort. El tudunk képzelni mas tizedes torteket
1s? Igen, végtelen nem szakaszosakat, ezek lesznek az irracionalis
szamok. Nézziink egy példat: 0,10110011100011110000.....¢s igy
tovabb. Mivel egyre hosszabb 0 €s 1 sorozatot tartalmaz a tizedes tort,
nem talalunk benne ismétld szakaszt. A fenti példdhoz nagyon sok
hasonl¢ tizedes tortet tudnank alkotni, bar ezek szakaszt nem
tartalmaznak, mégis valamilyen szabalyossag szerint €pitettiik fel ket. A

ﬁ , a T €s a késGbbiekben eléforduld e szam is irracionalis, de ezekben
semmi szabalyossag, mintazat nem fedezhet fel. Ezeket a szamokat
teljes egészeében soha nem tudjuk megismerni, de az egyre gyorsabb
szamitogépek egyre tobb jegyiiket tudjak kiszamitani.

Az irraciondlis szamok, kiilonésképpen a m misztikdja zeneszerzok,
koltk, irok fantaziajat is megmozgatta. Erdekes bongészés az Interneten,
milyen mialkotdsok sziilettek a m-vel kapcsolatosan, hany jegye ismert?
Az irracionalis szadmok jelolésére a Q*-ot vezettek be. Az irracionalis



szamhalmaz a felsoroltak koziil az egyetlen, ami nem foghato fel gy,
mint az elz szdmhalmazok bvitése. Az irracionalis €s a racionalis
szamok halmazéanak nincs k6zos eleme, QNQ* = &. Az dbran néhany
nevezetes geometriai példat is latunk, ahol a szamolas eredményeként
irracionalis szamok adddnak.

Irracionalis szamok

VA&

0,
s

n

log>3

0,123112233111222333...

A valos szamok halmaza

A raciondlis és irracionalis szamok O0sszessége alkotja a valos szdmok
halmazat. Matematikai jelolésekkel: QU Q* = RQ . A valds szdmokat is
felfoghatjuk ugy, mint szamkor bvitést, nevezetesen a racionalis szamok

halmazanak kibvitését, hiszen tartalmazza azokat, halmaz jeloléssel:
QER . A valos szdmok halmazanak jele R a latin realis valos, valosagos

szObol. Tehat ha a valds szamok halmazara gondolunk az 6sszes létez
tizedes tortet kell magunk elé képzelni.

Lehetne még folytatni a szamkor bvitést? Tudnank olyan mveletet
mondani, ami a valos szamok halmazaban nem végezhet el? Igen,
gondoljunk csak a masodfokl egyenletek megoldo képletére, ha a
négyzetgyokjel alatt negativ szam allt nem tudtuk elvégezni a
gyokvonast, azt mondtuk, hogy az egyenletnek nincs megoldasa a valds



szamok korében. A negativ szdmok négyzetgyokének valamiféle
ertelmezéseével eljuthatunk a komplex szdmokhoz, ez a valds szdmok
halmazanak a bvitése, de ezzel most itt nem foglalkozunk.







