Feltétel nélkiili szélsérték sziikséges és elégséges feltétele.
Erintsik.

Georg Glaeser: Tangent surface of a helix

V Szélsérték

Fogalmak

Helyi sz¢lsérték, lehet helyi minimum ¢és helyi maximum
D. Az f (x, y) fiiggvénynek az (a, b) helyen helyi minimuma van, ha (a, b) pontnak van olyan




kornyezete, ahol f(a, b) > f(x, y).

D. Az f (x, y) fiiggvénynek az (a, b) helyen helyi maximuma van, ha (a, b) pontnak van olyan
kornyezete, ahol f(a, b) <f(x, y).

Ha az f (x, y) kétvaltozos fliggvénynek széls értéke van az (a, b) pontban, akkor helyi
sz¢lsértéke van az x = a helyen az f (x, b) egyvaltozos fliggvénynek is, amelynek gorbéje
természetesen illeszkedik a feliiletre. Ezért az egyvaltozos fliiggvényeknél tanultak alapjan a

sz¢lsértek 1étezésének sziikséges feltétele o f(a, b) =0. Hasonloképpen helyi szélsértéke
van az y = b helyen az f (a, y) egyvaltozos fliggvénynek is. Ezért a szélsérték 1étezésének

0
a_y f(a, b) =0 is sziikséges feltétele.

Sziikséges feltétel

Tétel: Az f kétvaltozos fiiggvény (a, b) helyhez tartozé szélsértéke 1étezésének sziikséges
feltétele:

0 0 B
af(aab)_oes ayf(aab)_o

Ezt a kovetkezképpen lathatjuk be. Ha f (x, y)-nak szélsértéke van (a, b)-ben, akkor g(x) = f (x,
b)-nek is szélsértéke van x = a-ban, ezért g'(a) = 0 az egyvaltozos fiiggvényeknél tanultak alapjan

0

¢s mivel g'(a) = af(a, b),igy r (a, b) =0. Hasonldan h(y) = f (a, y)-nak is szélsértéke
0

van b-ben, ezért E)_y f(a, b) =0 adodik.

Tehat a fliggvénynek csak ott lehet szélsértéke, ahol az elsrend parcialis derivéltjai zérussal
egyenlk. A sziiséges feltétel altalaban egy egyenletrendszer. Ha az egyenletrendszernek van
megoldasa, a kapott pont, vagy pontok még nem biztosan szélsértékek, ahhoz az elégséges
feltételnek is teljesiilnie kell. De abban biztosak lehetiink, hogy a kapott pontokon kiviil méas
pontban helyi (lokalis) szélsérték nem lehet.

A feliilet forgatasaval szemléletesen az abran is lathato, hogy mindkét parcialis derivalt 0, mert a
parcialis derivéltak az xy sikkal parhuzamosak a g(x) = f (x, b) és h(y) = f (a, y) gorbék érinti.
;> restart
| > with(plots) :
> F = plot3d( ¥ —y2 +10,x=-4.4,y=-4 .4, axes = normal, transparency =0.5, style
= patchnogrid, color =red) -
B = plot3d(10,x=-4.4,y=0..0) :
C = plot3d(10,x=0..0,y=-4.4) :
G:= plot3d( —)cz—y2 +10,x=-4..4,y=0..0, color = blue) :
H:= plot3d( —xz—y2 +10,x=0..0,y=-4.4, color =green) :
display({F, B, C, G,H});




> F := plot3d( - —|—y2 +10,x=-4..4,y=-4..4, axes = normal, transparency = 0.5, style
= patchnogrid, color = blue) :
B = plot3d(10,x=-4.4,y=0.0) :
C = plot3d(10,x=0..0,y=-4..4) :
G = plot3d( - +y2 +10,x=-4..4,y=0..0, color =blue) :

H = plot3d( - -I-y2 +10,x=0..0, y=-4 .4, color =green) :
display({F, B, C, G, H});




A kék feliilet arra példa, hogy nem csak a helyi szélsérték esetén fordulhat el, hogy egy pontban
mindkét parcialis derivalt 0 (a megfelel metszetgdrbék érinti parhuzamosak az xy sikkal),
hanem mas esetben, tigynevezett nyeregpontoknal is. Ezért a szélsérték 1étezésének
bizonyitadsahoz, a sziikséges feltételen kiviil elégséges feltételt is meg kell a késbbiekben
fogalmaznunk.

A kovetkez példak egyelre csak a sziikséges feltételt vizsgaljak, és a kapott eredményeket
abrazolva, szemléletiink alapjan mondunk dontést a szélsérték 1étezésére.

Példa: Hatarozzuk meg, hogy a kovetkez fliggvénynek hol lehet helyi szélsértéke!
f(x,») =x +xy -I—y2 +3x—3-y+4

Elszor hatdrozzuk meg a két parcialis derivaltat:
Lty 43 e px42y-3
oy Xty ay f=x+2y

Oldjuk meg a kovetkez egyenletrendszert:
(1) 2x+y+3=0

(2) x+2y—3=0



Fejezziik ki x-et a (2) egyenletbl, majd helyettesitsiik be az (1)-be.

x=3-2y > 2:(3-2y)+y+3=0 > 6—4y+y+3=0—> 9-39y=0 —
3.y=9 — ypy=3

A kapott y értéket helyettesitsiik be a (2) egyenlet azon alakjaba, ahol kifejeztiik y-t:
x=3-—-2-3=-3

Tehat a kapott ponta (-3,3)  csak ebben a pontban lehet szélsértéke a fliggvénynek.

Ha van itt sz¢élsérték, akkor ebben a pontban a fiiggvény értéke:
f(=3,3)=(-3)>+(-3)3+3*+3:(-3) =33 +4=9—-9+9-9—9 +4=-35

Most nézziik meg ugyanezt Maple-ben:

> f(x,y) :=x2+x-y+y2+3-x—3-y+4

i f= (x,y)—>x2+xy+y2+3x—3y+4 (1.2.1)
> fix = diff (f(x,y), x)#f x szerinti parcialis derivaltianak meghatarozasa
i fx=2x+y+3 (1.2.2)
> fy=diff (f(x,y),y)#y szerinti parcialis derivaltianak meghatarozasa
i fr=x+2y—3 (1.2.3)
> gyokok := solve({ fx=0, fy=0}, [x, v])#Az egyenletrendszer megoldasa

gyokok = [[x=-3,y=3]] (1.24)

> gyokok[1, 1]
#Kiilon felirjuk az egyenletrendszer x-re kapott megoldasat, hogy késobb tudjunk
hivatkozni ra.
_ x=-3 1.2.5)
> gyokok[ 1, 2]
#Kiilon felirjuk az egyenletrendszer y-ra kapott megoldasat, hogy kesobb tudjunk

hivatkozni ra.
y=3 (1.2.6)

> szelsoertek == eval( f(x,y), [gvokok[1, 1], gvokok[1,2]])
#Kiszamitjuk a szelsoerték helyen a fiiggveny erteket.

i szelsoertek := -5 (1.2.7)
> A = pointplot3d([ -3, 3,-51, color =black, symbol = solidcircle, symbolsize =20, color
=white);
A :=PLOT3D(...) (1.2.8)

> B :=plot3d(f(x,y),x=-5..0,y=0.5, axes = normal, style = patchnogrid, color
= orange, transparency =0.5)
#Abrazoljuk a feliiletet, a feliilet forgatasaval szemléletesen ellenorizziik megoldasunk
helyesseget.
B:=PLOT3D(...) (1.2.9)

> display({A4, B});




> g(x,y) =x —) —2:xy+6

i g=(xy) —x —y3 —2xy+6 (1.2.10)
> gx = diff (g(x,y), x)
i gx=3x"—2y (1.2.11)
> gy = diff (g(x,»),»);
i gyi=-3)7 —2x (1.2.12)
> solve({gx=0,gy=0}, [x,y])

[x=0,y=0], [x= %y=%] xZ%RootOf(_Zz — Z+1),y= % (1.2.13)

+ %RootOf(_Z"Z — Z+1)

(> 4= pointplot3d([0, 0, 6], color = black, symbol = solidcircle, symbolsize =20, color
=red);
A:=PLOT3D(...) (1.2.19)
2 2 170
3’737 27
B :=PLOT3D(...) (1.2.15)

> B = pointplot3d ( [ - ], symbol = solidcircle, symbolsize =20, color = red) ;




\ 4

> C = plot3d(g(x,y),x=-1..1,y=-1.1, axes = normal, style= patchnogrid, color = grey)
C:=PLOT3D(...) (1.2.16)

> display({4, B, C});
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Elégséges feltétel

Tétel: A helyi szélsérték 1étezésének elégséges feltétele, hogy a masodrend derivaltakbol

2
képezett D = ﬁzf(x,y) -izf(x,y) - ( & f(x,y) ) > 0 kifejezés pozitiv legyen, ha
0x 0y Oxdy
[

— f(x,y) > 0 a fliggvénynek minimuma, ha % f(x,y) <0 afiiggvénynek maximuma van.
X X

Ha D < 0 nincs szélsértéke a fiiggvénynek, D = 0 esetén csak tovabbi vizsgalattal donthet el a
szélsérték 1étezése.

Hatarozzuk meg a kovetkez fliggvények lokalis szélsértékeit!
|:> restart
|:> with(plots) :



> flx,p) =2xp—5x =29 +4x+4y—4
! fi= () >2xy =527 =2y +4x+4y—4 1.3.1)
> fi=diff (f(x,y),x)

i fi=2y—10x +4 1.3.2)
> fy=diff (f(x,¥),y)
L fr=2x—4y+4 1.3.3)
> gyokok = solve( { fx=0, fy=03}, [x, y])
.2 _4
I gyokok:= | |x= ", y="~ H 1.3.4)
> n = numelems(gyokok)
i n=1 (1.3.5)
> gyokok[ 1, 1]
_ = % (13.6)
> gyokok[1,2]
_4

] y=3 1.3.7)
(> fox = diff ( fi, x)
i fix:=-10 (1.3.8)
> fyy =diff (f,y)
| Sy=-4 1.3.9)
> fxy = diff (fx, )
i fiy=2 (1.3.10)
> d = fir-fiy — (fiy)

d =36 1.3.11)

(> ifd > 0 then print(van szelsoertek, ); elif d < 0 then print(nincs szelsoertek); elif d =0
then print(mas modszerrel kell eldonteni, hogy van — e szelsoertek) ; end if;

i van szélsoertek (1.3.12)
> szelsoertek = eval( f(x,y), [gyokok[1, 1], gyokok{1,21]])
i szelsoertek := 0 (1.3.13)
> if fxx > 0 then print(minimum)else print( maximum) end if;
maximum (1.3.14)

(> 4= plot3d(f(x,y),x=-1.3,y=-1..3, axes = normal, style= patchnogrid, color = blue)
A:=PLOT3D(...) (1.3.15)

> B:= pointploﬁd([g 4

3030 0 }, symbol = solidcircle, symbolsize =20, color = red) ;
B :=PLOT3D(...) (1.3.16)

> display({4, B});




> f(x,y) ==x3-|-3-x-y—|-y3

I [= () =X +3xy 4y

> fx = diff (f(x,y),x)

i fx:=3x2+3y

> fy=diff (f(x,y),)

i fr=3x+3)"

> gyokok = solve({ fx=0,y=0}, [x,y])

gvokok = [[x=0,y=0], [x=-1,y=-1], [x=1 —RootOf(_Zz—_Z—I— 1),y
=RootOf( 22— Z+1)]]

> n o= numelems(gyokok)

i n:=>3

> gyokok[1,1]

i x=0

> gyokok[1, 2]

l y=0

> ertekl := eval( f(x,y), [gyokok[1, 1], gyokok[1,2]])
ertekl :=0

(1.3.17)

(1.3.18)

(1.3.19)

(1.3.20)

(1.3.21)
(1.3.22)
(1.3.23)

(1.3.24)



> gyokok[2, 1]

i x=-1 (1.3.25)
> gyokok[2,2 ]

i y=-1 (1.3.26)

> ertek2 := eval( f(x,y), [gyokok[2, 1], gyokok[2,2]])

i ertek2 =1 (1.3.27)

(> ficx = diff ( fx, x)

i fix:=6x (1.3.28)
> fyy = diff (fny)

| fry=06y 1.3.29)
> fxy = diff (fx,y)

i fy=3 (1.3.30)
> d = forfiy — (f)?

i d:=36xy—9 (1.3.31)

(> dl = eval(d, [gyokok[ 1, 1], gyokok[1,2]])

dl =-9 (1.3.32)

> ifdl > 0 then print(van szélsoertek, ); elif dI < 0 then print(nincs szelsoertek); elif d1
=0 then print(mas modszerrel kell eldonteni, hogy van — e szelsoertek) ; end if,

i nincs szelsoertek (1.3.33)
> d2 = eval(d, [gyokok[2, 1], gyokok[2,2]])
d2 =27 (1.3.34)

> ifd2 > 0 then print(van szelsoertek, ); elif d2 < 0 then print(nincs szelsoertek) ; elif d2
=0 then print(mas modszerrel kell eldonteni, hogy van — e szelsoertek); end if;,

i van szelsoertek (1.3.35)
> szelsoertek == eval( f(x,y), [gyokok[2, 1], gyokok[2,2]])

i szelsoertek := 1 (1.3.36)
> if eval( fxx, gyokok[2, 1]) > 0 then print(minimum);else print(maximum) end if;

i maximum (1.3.37)
> C = plot3d(f(x,y),x=-3.2,y=-3.2, axes = normal, style = patchnogrid, color = blue)

i C:=PLOT3D(...) (1.3.38)
> A = pointplot3d([0, 0, 0], symbol = solidcircle, symbolsize =20, color =red);

i A:=PLOT3D(...) (1.3.39)
> B := pointplot3d([ -1,-1, 1], symbol=solidcircle, symbolsize =20, color = white),

B :=PLOT3D(...) (1.3.40)

> display({4, B, C});




> flx,y) =

1

s -|-y2 —1
f=y)—=— 12 (1.3.41)
| X4y —1
> = diff (f(x,),x) ,
fio= - 2 (1.3.42)
i (x2 -|-y2 —1 )2
> fy=diff (f(x,y),y) ,
fr=- o (1.3.43)
i (x2 —I—y2 —1 )2
> gyokok = solve({ fx=0, fy=0}, [x, y])
i gyokok = [[x=0,y=0]] (1.3.44)
> n = numelems(gyokok)
i n:=1 (1.3.45)
> gyokok[1, 1]
x=0 (1.3.46)

> gyokok{1,2]

ra A s



>

>

>

>

d:

p=0 (1.3.47)

> fuo = diff ( fx, x)

fox = - . (1.3.48)

> fy = diff ()

8
fy= - . (1.3.49)

> fiy = diff (fx.9)

fiyim XV (1.3.50)
(¥ +)"—1)
d = fefyy — (fin)? )
B 2 8); 3 (2 22 2) 2 8)2/ 3 2 22 2 (1.3.51)
(x —I—y—l) (x —I—y—l) (x —I—y—l) (x —I—y—l)
64xzy2
6
(¥ +)"—1)
simplify(d)
2 2
_4(3x +1+3y5) (13.52)
(¥ +)"—1)
dl = eval(d, [ gyokok[ 1, 1], gyokok[ 1, 21]])
dl =4 (1.3.53)
if dI > 0 then print(van szelsoertek, ); elif dl < 0 then print(nincs szelsoertek); elif d1

=0 then print(mas modszerrel kell eldonteni, hogy van — e szelsoertek) ; end if,
van szelsoertek (1.3.54)

if eval( fxx, [gvokok[ 1, 1], gvokok[1,2]]) > O then print(minimum);
else print(maximum) end if;

maximum (1.3.55)

szelsoertek == eval( f (x, y), [gvokok[1, 1], gyokok[1,2]])

szelsoertek = -1 (1.3.56)
A == plot3d(f (x,y), x=-0.5..0.5, y=-0.5..0.5, axes = normal, style = patchnogrid, color

=gold)

A:=PLOT3D(...) (1.3.57)
B = pointplot3d([0, 0,- 1], symbol=solidcircle, symbolsize =30, color =black),

B :=PLOT3D(...) (1.3.58)

display({4, B});



4 4
> flx,y) =4xy—x —y

I fi=(x,y)>dxy —x' =y (1.3.59)
> fx = diff (f(x,y),x)
i fi=4y —4x (1.3.60)
> fy=diff (f(x,y),¥)

fr=4x—4y (1.3.61)

=> gvokok = solve({ fx=0,fy=0}, [x,v])

gyokok:=[[x=0,y=01, [x=1,y=1], [x=-1,y=-11], [x=-RootOf( ZZ+1),y  (1.3.62)
=RootOf (_Z* +1) ], [x=RootOf (-RootOf ( ZZ +1) + _Z*) RootOf( 7 +1),
y=R00tOf( —RootOf(_Z2 + 1) —|-_Z2) ]]

> n := numelems(gyokok)
n=>5 (1.3.63)

=> gvokok[ 1, 1]
x=0 (1.3.64)

=> gvokok[ 1, 2]

=0 (1.3.65)



> gyokok[2, 1]

i x=1 (1.3.66)
> gyokok[2,2 ]

_ y=1 1.3.67)
> gyokok[3,1]

i x=-1 (1.3.68)
> gyokok[3,2]

i y=-1 (1.3.69)
> fx = diff ( fx, x)

i fox=-125° (1.3.70)
> fy = diff (f,y)

i fiy=-125° (1.3.71)
> fxy = diff (fx,»)

i foy=4 (1.3.72)
> d = fox-fry — (fiy)?

i d:=144x")" — 16 (1.3.73)
> dl = eval(d, [gyokok[ 1, 1], gyokok[ 1, 21]])

dl == -16 (1.3.74)

> ifdl > 0 then print(van szélsoertek, ); elif dl < 0 then print(nincs szelsoertek); elif d1
=0 then print(mas modszerrel kell eldonteni, hogy van — e szelsoertek); end if;,

i nincs szelsoertek (1.3.75)
> d2 = eval(d, [gyokok[2, 1], gyokok[2,2]])
d2 =128 (1.3.76)

> if d2 > 0 then print(van szelsoertek, ); elif d2 < 0 then print(nincs szélsoertek); elif d2
=0 then print(mas modszerrel kell eldonteni, hogy van — e szelsoertek) ; end if,

i van szelsoertek (1.3.77)
> szelsoertekl = eval( f(x, y), [gvokok[2, 1], gvokok[2,2]])
szelsoertekl =2 (1.3.78)

> if eval( fxx, [gyokok[2, 1], gyokok(2,2]]) > O then print(minimum);
else print(maximum) end if;

i maximum (1.3.79)
> d3 = eval(d, [gyokok[3, 1], gyokok[3,21]])
d3 =128 (1.3.80)

> if d3 > 0 then print(van szelsoertek, ); elif d3 < 0 then print(nincs széelsoertek); elif d3
=0 then print(mas modszerrel kell eldonteni, hogy van — e szelsoertek) ; end if,

i van szelsoertek (1.3.81)
> szelsoertek2 == eval( f (x, y), [gvokok[3, 1], gvokok[3,2]])
szelsoertek2 =2 (1.3.82)

> if eval( fxx, [gyokok[3, 1], gyokok(3,2]]) > O then print(minimum);
else print(maximum) end if;

i maximum (1.3.83)
> C:=plot3d(f(x,y),x=-2.2,y=-2.2, axes = normal, style = patchnogrid, color = blue)
C:=PLOT3D(...) (1.3.84)

(> 4= pointplot3d( [0, 0, 0], symbol=solidcircle, symbolsize =20, color =red);

r4a A O



\ 4

i A:=PLOT3D(...) (1.3.85)
> B = pointplot3d([1, 1, 2], symbol = solidcircle, symbolsize =20, color = white);

i B :=PLOT3D(...) (1.3.86)
> E = pointplot3d([ -1,-1, 2], symbol = solidcircle, symbolsize =20, color = white)
E =PLOT3D(...) (1.3.87)

> display({4, B, C, E});

Erintsik

Tekintsiik a Po(xo, yo) pontban ¢s kornyezetében differencialhato f (x, y) fiiggvényt. A P, ponton

atmen xy sikra merleges sikok az f ( x, y) fiiggvény képét (ami feliilet), kiilonboz sikgorbékben
metszik. Bizonyithato, hogy ezeknek a sikgérbéknek az érinti egy sikban vannak és ezek
Osszességet a feliilet P, ponthoz tartoz6 erintsikjanak nevezziik.

Egy sik két egymast metsz egyenessel egyértelmen megadhat6. Az xz, ill. yz sikokkal parhuzamos
sikmetszete a feliiletnek egy-egy gorbe, melynek érint egyenesei a feliilet parcidlis derivaltjai
segitségével meghatarozhatok, igy az érintsikot is megadhatjuk.

A sik egyenlete altaldbanz=A-x + B-y + C alaku. Az érintési pontban a feliilet és az érintsik



parcidlis derivaltjai megegyeznek, ezért

0 0 0
ox  (FoXo) =5 2= A& 0T (Yo ) =5 27 B C
ertéke pedig abbdl a feltételbol szamolhato ki, hogy az érintési pont €s a feliilet kozos pontja P,

|:> restart
|:> with(plots) :

> F = plot3d(x2 +y2, x=-2.4,y=-2.4, style=patchnogrid, color = grey)

G:= plot3d(x2 +y2,x= 1..1,y=-2 ..4) :

A = plot3d(x* + )%, x=-2.4,y=1.1) :

B = plot3d(2-x,x=-2.4,y=1..1) :

C:=plot3d(2-y,x=1.1,y=-2.4):

E = plot3d(2:x+2-y —2,x=-2.4,y=-2.4, transparency = 0.5, color = green, style

= patchnogrid) :
display({F, G, 4, B, C, E});

Tehat egy adott f (x, y) fliggvény



P, pontbeli érintjének felirasakor a kovetkezképpen jarunk el:

1. Elszor kiszamoljuk az adott pont harmadik koordinatajat z, =/ (xO, Yo)

2. Majd parcialisan derivaljuk x és y szerint a fliggvényt, majd a kapott parcialis derivaltakba
X Vo €rtekének behelyettesitésével nyerjiik az A €s a B egyiitthatokat.

3. Végiil C értékének meghatarozasa kovetkezik, abbol a feltételbl, hogy a feliilet és az érintsik
ko6z0s pontja az adott pont: C =z, — 4-x, — By,
Nézziink meg néhany konkrét példat, elszor hagyoméanyos modon, utdna Maple-ben:

Hatarozzuk meg az f (x, y) = 42 y2 +x-y fiiggvény érintsikjat a P,(1, 1) pontban!
=1 +2:1"+1:1=4

0 ad
A parcialis derivaltak: af(x,y) =2-x+y E)_yf(x’y) =4-y+x

Helyettesitsiik be a megadott pont koordinatait a kapott parcialis derivaltakba:

0 0

— f(1,1)=2-1+1=3 o f(lxny)=414+1=5

0x 0y

Tehat A=3¢ésB=5

C=4-3-1—-51=-4

Az érint egyenlete: z=3x+5y —4

Ugyanez Maple-ben:

B 2 2

> f(x,y) =x"+2y +xy

i fi=(xy) —x 4 2y2 +xy 2.1
> x0:=1;y0:=1

x0:=1

_ y0:=1 (2.2)
> z0 = subs(x=x0,y=y0,f(x,y))

i z0:=4 2.3)
> fo:=diff (f(x,),x)

_ Je=2x+y (2.4)
> A = subs(x=x0,y=y0, fx)

i A4:=3 2.5)
> fy=diff (f(x,y),y)

| fr=4y+x (2.6)
> B = subs(x=x0,y=y0, fy)

i B:=5 2.7




> C:=2z0—A-x0—B-y0

i C=-4 (2.8)
>z=A4Ax+By+C
i z:=3x+5y—4 2.9)
> X := pointplot3d([1, 1, 4], symbol = solidbox, color = black, symbolsize =20);
X:=PLOT3D(...) (2.10)

> vi= plot3d({f(x,y),z},x=-1.4,y=-4.4, colour = [ blue, red], axes = normal, style
= patchnogrid, );
Y:=PLOT3D(...) (2.11)

> display({X, Y});

Es még egy példa Maple-ben:

> f(x,y) =+ i -|—2-y2
fi=(x,y) =V ¥ 425 (2.12)

x0:=1
0 = (2.13)

(> %0 :=1;90:=2




> z0 = simplify(subs(x=x0,y=y0,f(x,y)))

transparency =0.6);

> display({X, Y, E});

i z0:=3
> fo=diff (f(x,y),x)
fx:—*
i N x2+2y2
> A = simplify(subs(x =x0,y =y0, fx) )
Pt
- . 3
> f=diff (f(x,),y)
2
= 2 = p)
| VX 42y
> B = simplify(subs(x=x0,y=y0, fy))
st
- . 3
> C:=2z0—A-x0—B-y0
i C:=0
>z=A4Ax+By+C
1 4
z:= 3 x+ 3 y

(> X = plot3d(f (x,y), x=-1.3,y=0.4, axes = normal, style = patchnogrid, color = blue,

X:=PLOT3D(...)

(> vi= plot3d( z,x=-1.3,y=0.4, axes = normal, style= patchnogrid, color = grey)
Y:=PLOT3D(...)

(> Ei= pointplot3d([1, 2, 3], symbol=solidcircle, symbolsize = 20, color = white)
E =PLOT3D(...)

(2.14)

2.15)

(2.16)

@2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

2.21)
(2.22)

(2.23)
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Megoldott feladatok

1. irja fel azf (x, y) =x- y2 feliilet érintsikja egyenletét az x,= -1, y,=1 helyen!
Megoldas:

. , 7. a _ a —
Az ¢érintsik egyenlete z=Ax+By+C alaku, ahol ox f (xo, yo) =4, a_y f (xo, yo) =B,

C=zy,—Ax,—B-y,
z,=—1-1"=-1

- o
o=l l:=ly =y =24=1"=
[

fi=lot)y=x2y=2p=B=2-(-1)1==2

C=1-11+2-1=2

Az érintsik egyenlete: z=x - 2y + 2



2. frjafelaz=x+2v* +xv fliggvény érintsikja egyenletét a P,(1:1]  helyen!
Megoldas:

z, =1"+2-1"+1-1=4
2l =lx"+2y +xy ) =2x+0+1 y=2x+y = A=2.1+1=3

2, =(x+2y" +xy )y =0+2-2y +x-1=4y +x B =4-1+1=5
C=z,—Ax, -By,=4-3.1-5.1=—4

Az érintsik egyenlete tehat: z = 3x+5y-4

."-' 1

3. Fennéll-e annak a lehetsége, hogy a z = x* — 2xy* +v fiiggvénynek a P. rE

oo | &5
. ;

S

helyen helyi (lokalis) szélsértéke legyen? Igen, vagy nem? Valaszat indokolja!

Megoldas:

Képezziik az els parcialis differencidlhanyadosokat! Ha ezek eltnnek a kérdéses pontban, akkor
lehet, hogy szélsértéke van az adott fliggvénynek.

z! =x*—2xyi4v) =4x-2v? =zl (P)=4. l' -2 £| =i—2-—=[:|
o - e 4/ .8 ) 16 64
L ) ' ) 1 42

z}.=|x4—2};}"+}' L =—dxy +1= z}.[_P_]=—4-I-£+1;':[]

Tehat a fliggvénynek a P pontban nincs szélsértéke.

4. Irja fel a kovetkez feliilet érintsikjanak egyenletét X2, Yo=1 pontban!

z=x'y 44yl —xy +v-1

z, =2xy’ —y z [2;1]=2-2-1"-1=3 =A

z\, = 3x?yi+8y—x+1

z.[2;1]=3.2°-1"+8-1-2+1=19 =B

z, =22-1¥+4.1°-2.1+1-1=6

C=42,-A-%—-B-y,=6—-3-2-19-1=-19 z=3x+ 19y — 19

5. Irja fel a kovetkez feliilet érintsikjanak egyenletét X5=1, y;=2 pontban!

z=x"v +4x" —xy +x-1

z, =3x7y?+8x—y+1



z' [1; 2]=3-1%-2"4+8-1—-2+1=19 =A

z, = 2yx® —x z [1;2]=2-2-1"~1=3 = B
z, =1°.2°+4.1°-1.-2+1-1=6
C=6—-19-1—3-2=-19 z=19x + 3y — 19

6. Allapitsa meg a kovetkez fiiggvény helyi szélsérték helyét és annak értékét:
Z=y —xy+2x°+2x+3y

.= —y+4x+2 y=4x+ 2

z,=2y—x+3 24x+2)—x+3=0 Sx+4—x+3=0
Ju=-7 y=-—2

2 =4 z'y =2 z' =1 D=8—(-1)*=7 =0
van szélsérték! z" =10 —_» Mminimuma van.

7. Allapitsa meg a kovetkez fiiggvény helyi szélsérték helyét és annak értékét:
z=x-3ay +2v’ —v—x

., =2x—3y—1 2x—3y=1 /-3 6x— 9y =3
zZ, =—3x+4y—1 —3x+4y=1 /.2 —6x+ 8y =2
—-y=5 —=+y=-5 2x+15=1 2x=—14 x=—7
z:. =12
2y =3
z,. =4
D=z -z, —[._z ;_._.]: =2 -—1—['_—3_']: =-1=0
| Nincs szélsérték a kapott pontban.
V¥ Feladatok onallo megoldasra
1. Lehet-e szélsértéke a z = x" +x° +1° +4x—v fiiggvénynek?
2.1jafela z=x"+ 2v? +xy fliggvény érintsikja egyenletéta P,(1:1] helyen!
. (1 .42)
3. Fennall-e annak a lehetsége, hogya 7z =x% — v +v fliggvénynek a P_ I? I

helyen helyi (lokalis) szelsértéke legyen? Igen, vagy nem? Valaszat indokolja!
4. Allapitsa meg a kovetkez fliggvény helyi szélsérték helyét és annak értékét:

z =12xp+ wx? =137 +12




5. Irja fel az alabbi kétvaltozos fiiggvény érintsikjanak egyenletét a P(2-3) pontban:

z=2x"y+2Ixy-3y°

6. Milyen tipust szélsértéke van a kovetkez kétvaltozos fliggvénynek?

7. Irja fel a kovetkez feliilet érintsikjanak egyenletét x0=1, y0=2 pontban!

z=x"y +4x? —xy +x -1

8. Allapitsa meg a kovetkez fiiggvény helyi szélsérték helyét és annak értékét:

z=Xx" —3xv+2v —-v—x



