Kétvaltozos fiiggvények és azok differencialasa. Parcialis és
iranymenti derivalt.

Javier Barrallo: Sliceform

V Bevezetés

A minket koriilvev vilagot tanulményozva észrevehetjiik, hogy a mennyiségek altalaban tobb mas
mennyiségtl fliggnek. Ezeket a kapcsolatokat tobbvaltozos fiiggvényekkel irhatjuk le. A
tobbvaltozos fliiggvények tanulmanyozasa, analizise fontos a kozgazdasagi alkalmazasokban is.

Erre nézziink két konkrét példast:

,R. Frisch es T. Haavelmo a tej keresletere vonatkozo tanulmanyukban az alabbi 6sszefuggest adtak:
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(A pozitiv allando)

A képletben x a tej fogyasztasa, p a tej relativ ara és r egy csalad jovedelme. Ez az egyenlség x-et p
és r fliggvényeként adja meg. Vegyiik észre, hogy a tej fogyasztasa n, ha az r jovedelem n, és
csokken, ha a tej ara novekszik — mindez elfogadhatonak tunik.”

Knut Sydsaeter Peter I. Hammond Matematika kozgazdaszoknak 462. oldal
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Kettnél tobb valtozos fiiggvényekkel is taldlkozhatunk a kdzgazdasagi gyakorlatban:
,,R. Stone az alabbi becslest adta az angliai sorkeresletre:

0.136 _ (-0.72 0.914 _ 0816
x=1.058~x1 3 ~x2( 27 "Xy "Xy

Itt a sorkereslet (x) négy valtozo fliggvénye: x, (a fogyaszté jovedelme), x, (a sor ara), X, (egy a tobbi
joszagra vonatkozo altalanos arindex), és X, (a sor alkoholtartalma).”

Knut Sydsaeter Peter I. Hammond Matematika k6zgazdaszoknak 463. oldal

Tovébbi gazdasagi alkalmazasokat talalhatunk az alabbi konyvekben:

Simonovits Andras Mikrodkonomia,
Sydsaeter Hammond Matematika kdzgazdaszoknak

Kétvaltozos fiiggvények definicioja, szemléltetése

A fliggvény leképezés két halamaz elemei k6zott. Az eddig vizsgalt, egyvaltozos fiiggvények a valds
szamok részhalmazai kozott 1étesitettek leképezést. Az értelmezési tartomany €s az értékkészlet is a
valos szamok részhalmaza volt.

A két és tobbvaltozos fliggvényeket az egyvaltozos fliggvényekhez hasonloan definidljuk. A
tobbvaltozos fiiggvények értelmezési tartomanya most rendezett valos szamparok, szamharmasok,
szam n-esek halmaza, értékkészlete pedig ugyantiigy, mint az egyvaltozos esetban a valos szamok egy
részhalmaza.

A tovabbiakban a kétvaltozods fliggvényekkel foglalkozunk részletesen, esetleg utalast tesziink a
tobbvaltozos esetekre.

D. Az f fiiggvény kétvaltozos, ha értelmezési tartoméanya D(f) része a kétdimenzios Euklideszi térnek [
R2-nek és a fliggvény D(f) minden eleméhez egyetlen valds szamot rendel, vagyis R2-bl R-be képez.
A fliggvény értékkészlete R(f) az egydimenzios Euklideszi tér részhalmaza.
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Tehat a kétvaltozos fliggvényeknek két fiiggetlen valtozdja van, ezeket x és y jeldli, az értelmezési
tartomany az xy-sik egy részhalmaza. A kétvaltozos fliggvény jeldlése: f (X, y). A kétvaltozds
fliggvényeket térbeli Descartes koordinata-rendszerben abrazolva a fiiggvény azon térbeli P (X, y, z)



pontok halmazaval szemléltethet, amelyek koordinataira fennall a
z = f(x,y) 0sszefliggés.

Egy és kétvaltozos fiiggvények jeldlésének dsszehasonlitasa:

Kétvaltozos | Egyvalto

70s
(x, ) x — X
—)xz
+y2
z—xz—i-y2 y=x2
2 2
f(x,y) pa f(x)=x

Feliilet Descartes - koordinatas abrazolasa a haromdimenzi6s koordinata-rendszerben:
| > restart
| > with(plots) :
(> Bi= textplot3d([2, 3, 1, "PO (x, y)", 'font'= [ "times", "roman", 12]], axes = normal, 'view'= |
-5..6,-5..6,-4.7]);
B:=PLOT3D(...) 2.1)
> C = textplot3d([2,3,5,"P (x,y, z)", 'font'= [ "times", "roman", 12]], axes = normal, 'view'= [
-5..6,-5..6,-4.7]);

i C =PLOT3D(...) 2.2)
> E := pointplot3d([2, 3, 4], color = black, symbol = solidcircle, symbolsize=20);
i E =PLOT3D(...) 2.3)
> F := pointplot3d([2, 3, 0], color = black, symbol = solidcircle, symbolsize=15);
F=PLOT3D(...) 2.4)

> H = implicitplot3d(z=0,x=-5.5,y=-5..5,2z=0..7, transparency = 0.9, color = magenta,
style = patchnogrid)
H:=PLOT3D(...) 2.5)
> A = plot3d(-0.1- X —0.1- y2 +6.3,x=-4.4,y=-4.4, transparency =0.9, color = grey,
style= patchnogrid)
A =PLOT3D(...) (2.6)

> display({A,B,C,E,F,H});




A feliileteket kiilonb6z koordinata-rendszerekben szokas abrazolni, mi minden feliiletet a térbeli
derékszog Descartes koordinata-rendszerben abrazolunk.

Erdekességképpen nézziink meg néhany feliiletet a Mapleben, ezek dbréazolasakor hasznaltunk
gombkoordinatakat, hengerkoordinatakat, paraméteres abrazolast is.

A képekre kattintva a feliileteket forgathatjuk, kiilonboz iranybol megszemlélhetjiik. A megjelen
abrazolas meniisor lehetségei kozott szerepel tobbek kozott a kiilonboz koordinata-rendszerek
valasztasa, az dbrazolés stilusanak megvaltoztatasa, a feliilet kozelitése, tavolitasa.

megjelenik az animéacié menii. A jelek magukért beszélnek. Az animécio sebességét (FPS: utan
megjelen szam) érdemes minél kisebbre, pl. 1-re valasztani, hogy jobban megszemlélhessiik a
valtozast.

Sikz=3 Gomb
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Hogyan tudjuk a feliileteket még jobban szemléltetni? Elsként a foldrajzbol ismers, térképek
abrazolasara is hasznalatos szintvonalas abrazolas siet segitséglinkre.

Gombkoordinata




Szintvonalas térkép €s magyarazata
Forras: http://nagysandor.eu/AsimovTeka/PhysHelp/fields.html

Az alébbi tablazatban két feliiletet dbrazoltunk. Az egyik af (x, ) =x> 4+ )* a masik a
g(x,y) =sin(x) +2-sin(y) . Az els cellaban lathatjuk a feliileteket, 10 parhuzamos sikkal



elmetszve. a sikok az xy sikkal parhuzamosak, z értéke mindegyik sikon allandd, mas széval egy-egy
sikon a pontok z koordinataja megegyezik. (Az xy sikon lev pontok harmadik, z koordinataja
mindig 0. Ezért az xy sik egyenlete z = 0.)

A tablazat masodik oszlopaban elhagytuk a feliilet és a sikok abrazoladsat és csak a metszésvonalak
maradtak, de ez még mindig térbeli dbra. A harmadik oszlopban latszik az igynevezett szintvonalas
abréazolas. Itt a masodik dbra metszésvonalait merlegesen levetitettiik az xy sikra.

> P:= Array(1.2,1.3):

> with(Student| MultivariateCalculus]) :

> Pl, | = CrossSection(x"2 +y"2,z=0.25,x=-4.4,y=-4.4, planes = 10)

Py = PLOT3D(...) 2.7)

> Pl’ 3= contourplot(x2 +y2, x=-1.1,y=-1.1 )
P, 3:=PLOT(...) (2.8)

> P, = plot3d(x2 +y2, x=-1.1,y=-1..1, style= contour) #szintvonalak dbrdzlisa
P, ,:=PLOT3D...) 2.9)

> PZ’ 3= contourplot(sin(x) + 2-sin(y), x=-4-n..4-1,y=-3.3);
P, 3= PLOT(...) (2.10)

> Pz, ) = plot3d(sin(x) +2-sin(y), x=-4-w..4-7, y =-3 .3, style= contour)
P, ,:=PLOT3D(...) (2.11)

> P, = CrossSection(sin(x) +2-sin(y),z=-3.3,x=-4-n..4-7,y=-3..3, planes = 10)
P, :=PLOT3D(...) (2.12)

> display(P)







The intersection of the /\ V /\ /
surface AWV IN 3 A\W/A\WA

S (x, y) =sin(x)
+ 2 sin( y)
and one or more planes
of the form
z = constant.

A feliiletnek nemcsak az xy sikkal parhuzamos metszeteit kell vizsgalnunk ahhoz, hogy a feliiletet
minél jobban el tudjuk képzelni, hanem a zy és a zx sikokkal parhuzamos metszeteket is érdemes
megnézniink.

Az alabbi abréan az f (x, y) =x 2 y 2 egyenlet nyeregfeliilet 1athatd. Egy zy sikkal parhuzamos
sikkal elmetszettiik, a sik egyenlete x = 3. A metszetgorbe egy maximumos parabola. Ha tovabbi zy-
nal parhuzamos sikkal metssziik a feliiletet szintén maximumos parabolakat kapunk, egymashoz
képest eltolva.

> CrossSection(x"2- y"2,x=3,x=-4.4,y=-4 .4, planes =10, axes = normal);

Nézziik meg ugyanennek a feliiletnek egy xz sikkal parhuzamos metszetét, most y-t rogzitjiik,
legyen y = 2:




The intersection of the surface /(x, y) =x*> — 17 and one or more planes of
the form x = constant.

> CrossSection(x"2- y"2,y=2,x=-4.4,y=-4.4, planes = 10, axes =normal);

Most minimumos parabolat kapunk.

A kovetkez abrak mutatjak a nyeregfeliilet Xy, yz, xz sikokkal parhuzamos sikmetszeteinek
sorozatat (tobb parhuzamos sikkal tortén metszetét), az els harom abréan a sikra merleges,
harmadik tengely iranyabdl nézve, mintegy egyetlen sikra vetitve a metszeteket, a masodik sor abrai
ugyanezt mutatjak, de itt lathato, hogy térbeli abrakrol van sz6.




The intersection of the surface /(x, y) =x> — )7 and one or more planes of
the form y = constant.







A kiilonboz feliiletek sikmetszeteinek elallitdsaval magunk is kisérletezhetlink a "Kétvaltozos
szemléltetés" elnevezés gombra kattintva. A gomb alatt lathato ablakba tetszleges kétvaltozos

fliggvény képletét irva tudjuk a mindharom koordinata sikkal parhuzamos sikmetszeteket elallitani
¢és tanulmanyozni.

[ Kétvaltozos szemléltetés ]
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Y Ertelmezési tartomany

A kétvaltozos fuggvenyek eseten is, ha a feladat nem adja meg,
meg kell hataroznunk az eértelmezesi tartomanyt, egyszerubben a kikotest.

Ha a feladat megadja az értelmezési tartonanyt, konnyebb dolgunk van.

Elszér nézziink erre egy példat. Abrazoljuk a f(x, y) = (4-x — xz) -cos(y) filiggvényt az adott

T T ,
x=1.3, y=- 1 tartomanyon.

> A := plot3d( (4-x —x2) «cos(y),x=1.3,y=- % ..%, style = patchnogrid, color = blue, axes

= boxed)
=PLOT3D(...) 3.1

A
T on .
> B:= plot3d(0, x=1.3,y == .., style=patchnogrid, color=g7’ey)
B

] = PLOT3D(...) (3.2)
> display({4, B));




>

A kovetkez példak, azokat a leggyakoribb eseteket veszik sorra, amikor nekiink kell kikdtést tenni.

1. A fiiggvény hanyadost tartalmaz. A nevez nem lehet 0. Abrazoljuk a kikotést, az 4+ y2 —9=0-
t, mint egyvaltozos fliggvényt. A kapott gérbén nincs értelmezve a fliggvény.

Xy
> e
X+ y2 -9
IR 3-3)
i X +y —9
> with(plots, implicitplot);
[implicitplot] (34

> implicitplozf(x2 -I—y2 —9=0,x=-5.5,y=-5.5)




Tehat a fenti fliggvény mindeniitt értelmezve van kivéve az dbran lathato kor pontjai felett.

Most abrazoljuk a feliiletet. Hogyan latszik az dbran az értelmezési tartomany? Ha jobb gombbal az
abrara kattintva a tengelyek cimnél a z értékét -2tl, 2-ig enged;jiik futni, nagyon szép szemléletes
abrat kapunk. Igy jol lathatova valik, hogy hogyan szakad a fiiggvény? (Hogy lehet ugy beallitani,
hogy igy maradjon allandéra?)

> plotSd( Tx{_’ x=-3.3,y=-3.3, axes = normal)

x+y =9
Ha x és y értéket is csak -2 és 2 kozott futtatjuk, a szakadas nem latszik, hiszen teljesen a kor
belsejaben maradunk, de a fiiggvény menete jol szemléltethet az adott tartoméanyon.




> plotsd(T”zL,x=-2..2,y=-2..2)
x+y —9

A szakadasi koron kiviil is megszemlélhetjiik a fliggvényt:




> plotSd( —=r

x2+y2—9
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,x=4.6,y=4.6, axes =normal)




2. Kikotés gyokos fiiggvény esetén: ekkor a gyok alatt csak nemnegativ szam allhat. A Maple
megoldja az egyenltlenséget, és abrazolja 2 dimenzidban, a sotétkék tartomany felett van értelmezve
a fiiggvény.

> fx,y) =Jx—y
f=xy)>Vx—y (3.5)

> inequal({x —y 20}, x=-3.3,y=-3..3);
Ezutan a fliggvényt harom dimenzidban abrazoljuk, a z tengelyre merleges iranybdl nézve itt is
latjuk az értelmezési tartomanyt.




> plot3d(\/ x—y,x=-3.3,y=-3.3, axes =n0rmal)




Az értelmezési tartomany abrajaval jol 6sszevethet a 3 dimenzios dbra, ha a szokdsos 3D Descartes
koordinata - rendszert allitjuk be és jobb gombbal a z tengely irdnyt tajolast.

Kikotés logaritmus fliggvény esetén: ekkor a logaritmus utan csak pozitiv szam allhat.
> g(xy) =In(3-x—=2-y)
g:=(xy)—=In(3x—2y) (3.6)

[ > inequal({3-x —2-y > 0}, x=-2.2,p=-2.2);




> plot3d(In(3-x —2-y),x=-2.2,y=-2..2, axes =normal)




VY Hatarérték

A kétvaltozos fliggvények esetében is definidlhatjuk a hatarértéket és a folytonossagot. Egy pont
kornyezete az egyvaltozos fiiggvények esetében nyilt intervallun volt, most a kdrnyezet egy nyilt
korlap.

Egy Py(a, b) kozéppontl O sugaru nyilt korlap a (x — a)2 + (y— b)2

< degyenltlenséget kielégit

P(x, y) pontok halmaza.
Az f kétvaltozos fliggveényrl akkor mondjuk, hogy a Py(a, b) helyhez tartoz6 hatarértéke az A szam,

ha tetszoleges kis & > 0 esetén mindig létezik a P, pontnak olyan & sugart kornyezete (ahol a
kornyezet egy P, kézéppontu & sugaru nyilt korlap), hogy az ebbol a kérnyezetbol valasztott X,y
szamparhoz tartoz6 f'(x, y) fuggvenyertekek A-tol valo elterése kisebb, mint €.

Matematikai jelolésekkel: Ha 0 < \/ (x — a)2 + (y— b)2 < 9, akkor |f(x,y)-A4| <e.

lim (x, y) =A (nincs valami jobb jelolés?)
x—a,y—

A legtobb kétvaltozos fliggvény is "jol viselkedik" van hatarértéke minden pontban. Most nézziik
meg, hogy milyen az, ha egy kétvaltozos fliggvénynek nincs hatarértéke egy pontban.




Tekintsiik azf(x, y) = Tx_i_Lz figgvényt, belatjuk, hogy a (0,0) ban a fiiggvénynek nincs

X Ty
hatarértéke.
A tengelyeken a fliggvény értéke 0, mert a tort szamlaloja 0 és a nevezje nem 0, ezért a (0,0) pont
minden kornyezetében van olyan pont, ahol a fiiggvényérték 0. De, ha a fliggvényt az y = x egyenes
pontjaiban nézziik, akkor itt a fliggvényértéke 1/2 (helyettesitsiik be a fliggvény képletébe y = x -et),
ezért a (0,0) minden (barmilyen kicsi) kdrnyezetében van olyan pont, ahol a fiiggvény 1/2-et vesz fel.
Igy vilagosan latszi, hogy barmilyen hatarerteket is adunk meg, pl. e=1/4-hez nem lehet jo 8-t talalni.

Ha az origdén atmen y = m-x egyenest tekintjiik, a fliggvény képletébe behelyettesitve 3
1 +m
adodik.

Nézziik meg, hogy néz ki ez a fiiggvény az origo6 koriil:

> pzotsd(iL X=-2.2,y=-2 ..2)

> plot3d(%’y—2,x=—l Jy=-1.1, style=cont0ur)
X +y




Az (a,b) pontban folytonosnak nevezziik az f(x,y) fiiggvényt, ha az (a,b) pontban értelmezve van,

1étezik ott véges hatarértéke és az megegyezik a fiiggvény helyettesitési értékével. (A definicio

pontosan ugyanaz, mint az egyvaltozos fliggvények esetében, csak ott természetesen mas a hatarérték
_ fogalma.)

V¥ Parcialis derivaltak
Kétvaltozos, f(x, y) fliiggvények differencialésa.

1. x szerinti parcialis derivalt:

Legyen az f fliggvény értelmezve aPO(xO, yo) pontban €s annak egy kdrnyezetében, az f (x, y)
fliggvény x szerinti parcialis derivaltjanak nevezziik a kovetkez hatarértéket:

i . - | f(x0+Axa y()) _f(any())
oy /(Yo ¥o) = fim . ;
Az x szerinti parcialis derivalasnal, y rogzitett, x valtozo.

Szemléletesen: Metssziik el a feliiletet egy y tengelyre merleges sikkal, ez a feliiletbl egy gorbét




metsz ki, a gorbe érintjének a meredeksége, mas szoval irdnytangense a feliilet x szerinti parcialis
derivaltja.

> F = plot3d( e —yz, x=-5.5,y=-5.5, style= patchnogrid, color = grey, transparency = 0.6,
axes = normal)
F:=PLOT3D(...) 5.1

(> o= implicitplot3d(y=1,x=-5..5,y=-5..5,2z=-25..25, transparency = 0.7, color
=magenta, style = patchnogrid)

i H:=PLOT3D(...) (5.2)
> G = plot.?cl’(x2 —yz, x=-5.5,y=1.1, thickness =3, color=red)
i G =PLOT3D(...) (5.3)
> C:=plot3d(4-x-5,x=-5..5,y=1..1, thickness=3)
C =PLOT3D(...) (5.4)

> display({F, G, C,H})

2.y szerinti parcialis derivalt:

Legyen az f fliggvény értelmezve aPO(xO, yo) pontban €s annak egy kdrnyezetében, az f (x, y)
fliggvény y szerinti parcialis derivaltjanak nevezziik a kovetkez hatarértéket:



a . . f(x()o y() +Ay) _f(-x()ay())
—yf(xoay()) =A}VII—I>10 Ay 5

Az y szerinti parcialis derivalasnal, x rogzitett, y valtozo.

Szemléletesen: Metssziik el a feliiletet egy x tengelyre merleges sikkal, ez a feliiletbl egy gorbét
metsz ki, a gorbe érintjének a meredeksége, mas szoval irdnytangense a feliilet y szerinti parcialis
derivaltja.

> F = plot3d( X —y2, x=-5.5,y=-5..5, style= patchnogrid, color = grey, transparency = 0.6,
axes = normal )
F:=PLOT3D(...) (5.5)

(> H:= implicitplot3d(x=2,x=-5.5,y=-5..5,z=-25..15, transparency = 0.7, color
=magenta, style = patchnogrid)

i H:=PLOT3D(...) (5.6)
> G:= plot3d(x2 —y2, x=2.2,y=-5.5, thickness =3, color=red)
i G :=PLOT3D(...) (5.7)
> C:=plot3d(-2-y +5,x=2.2,y=-5..5, thickness=3)
C:=PLOT3D(...) (5.8)

> display({F, G, C,H})




Hogyan dervivéalunk parcidlisan kétvaltozos fliggvényt ? Tanuljuk meg a parcidlis derivalas
technikéjat!

[(xy) =26 —x,

f[x, }f] =2-x%—x @ aifZ 4-x —y3 A konstansnak
X

tekinthet tényez van a kék karikaban.

Az x szerinti parcialis derivalt kiszamitasakor az els tagot az egyvaltozos fiiggvényeknél

megszokott mddon derivaljuk, mert csak x-et tartalmaz, y-t nem, ezért lesz a 2 X derivéltja 4-x. A
masodik tagnal mar bonyolultabb a helyzet. A definici6 azt mondja, hogy az x szerinti parcialis
derivalt esetében y rogzitett, nem valtozik, ezért a derivalas soran konstansként kezeljiik, x derivaltja

1, ezért x- y3 derivaltja y3 lesz.



fx,y) :@ @ ¥ . % f =-3-x -y2 A konstansnak

tekinthet tényezk van a kék karikaban.

Az y szerinti parcialis derivalasnal az els tagban nincs y, ezért a2 x> 4llandénak tekinthet, ezért
derivaltja 0, a masodik tagban, most x lesz allando ¢s y3-t kell derivalnunk, ez 3 - y2 ¢s az x konstanssal
szorozva lesz 3 -x- y2 a kivonas miatt - eljelet kap.

Az egyvaltozos esethez hasonldan itt is definialhatunk magasabbrend derivaltakat. Elvileg itt négy
masodrend derivalt lenne.

Amit elszor x szerint derivaltunk, masodszor is x szerint derivaljuk: 5 f(x,y)
0x

Amit elszor x szerint derivaltunk, most y szerint derivaljuk: (x,y)

0xdy

Amit elszOr y szerint, masodszor X szerint: 3 626 f(x,»)
yox

Es végiil, kétszer egymas utan y szerint derivalunk: iz f(x,»)
0y

Magasabb rend derivaltak az elz példaban:
S y) =37

%f(xay) :49 %f(xay) :‘6'35')/, f(xay):
x y

0x0y 0yo0x

f(x,») f(x,»)

Altaldnosan is igaz, hogy 5 )?26)/ = 2y 0

Szamoljunk parcialis derivaltakat Maple-ben:

> flxy) =x =y +8 xy
| fi=(xp)—>x =) +8xy (5.9)
> e =diff (f(x,y),x);

e:=3x"+8y (5.10)

> g = diff (f (%), );

> a =diff (f(x,y),x$2);

g:=-3)" +8x (5.11)

] a:=6x (5.12)
> b =diff (f(x,y),)82);

> c = dlff(f(X, Y)axay);

b:=-6y (5.13)




i c:=8 (5.14)

Y Iranymenti derivalt

A parcidlis derivaltakon kiviil gyakran szdmolunk még iranymenti derivaltat is. A feliiletet itt is egy
xy sikra merleges sikkal metssziik el, de most a sik nem merleges sem az x, sem az y tengelyre,
hanem egy xy sikban fekv vektorral parhuzamos. Ez a sik is egy gorbét metsz ki a feliiletbl, ennek
a gorbének az irdnytangense az irdanymenti derivalt.

Az irdnymenti derivalt szdmitadsanal tehat nemcsak egy pontot kell megadnunk, mint a parcialis
dervaltak kiszdmitasanal, hanem egy iranyt is. A Maple-ben beépitett utasitdsok szadmoljak az
iranymenti derivaltat és szemléltetik is azt.

;> with(VectorCalculus) :

> DirectionalDiﬁ’(x2 +3 -yz, point=1[-2,1], <§, %>, cartesian[x,y]];

i 3-2J3 6.1)

| > with(Student| MultivariateCalculus]) :

> DirectionalDerivative( i -|-y2, [x,y]=1[1,2],[3, 4]);
22

< (6.2)

> DirectionalDerivative( ¢ +y2, [x,v]=1[-4,4], [ -4, 4], output = animation, frames = 7) ;




At (x, y) = (—4, 4), the directional derivative of /(x, y) =x +)7,
computed in the initial direction -4 i + 4. Each direction vector is
projected onto the tangent plane at the evaluation point.

> DirectionalDerivative(x™2 +y*2, [x,y]1=[-4,4],[-6,-6],x=-8..-2,y=0..6,z=0..40,
output =plot);




At (x, y) = (—4, 4), the directional derivative of /(x, y) =x +)7,
computed in the direction -6 i — 6. The direction vector is projected
onto the tangent plane at the evaluation point.

:> Student| MultivariateCalculus |[ CrossSectionTutor]( );

[ Irdnymenti derivalt ]
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File Help

Flot Window
Options

f= | 24arctan(x®(y+2))

Point:

[]x . |y 1=[|.5 . |5 ]
Direction:

[|3 . |4 ]

#of Frames: |10

Values

Actual value |BEIEH]

l Display ” Animate H Plat Options ][ Close ]

Maple Command

DirectionalDerivative|{ Z+acctan(w*(y+Z)), [®, ¥1 = [.5, .51, [3, 4], output = plot, awe= = bowed, =caling =
unconstrained)

Y Megoldott feladatok

1. Abrazolja paraméteresena z=x + 1 fiiggvényt az x=0,1,2 értékekre. Jelolje meg az dbran
y

azt a P, pontot, amelyre x, =1, y, =2 és szamitsa ki a z, értéket!
Megoldas:

1 1 3 3
z=x+—=ha x,=1 }'122:}"21214';:;:}"3 1;1=;

W - \, /
s e E

Hérom fiiggvényt kell abrazolnunk, ezek:




ha = =0, aklkor z=l
ha x=lakkor z=1+-—

ha = =2, akkor z=2+l

2. Hatdrozzamega z_ (L1) és z(11)
Megoldas:

z, = [(x +y)-e L =(x +}'l,' e+ (x+y)- I:ef"‘_‘];' =1 +(x+y)- (Sl = —(x+y )™
= (l-x-y)= 2 [L)=e""01-1-1)=-1

értékeket, ha  z = (x + v)e™™

z) = [(x +y)-e ], =(x +3~'j}-r e 4 (x+y) I::e}"‘ _‘]_‘.r =l +x+y)e™ A= H(x 4yl
= (ltx+yl =2 ()= 1+1+1)=3

Tehat a fiiggvényértékek: 2 (L1)=-1 & z[(11)=3

¥ Feladatok onallo megoldasra

1. Szamitsa ki az




f(x.y) =1 %

i

X

fliggvény (1,1) helyhez tartozé6 masodrend derivaltjait.

2. Abrazolja paraméteresen a z= 1 fuggvényt az x=0,1,2 ért€kekre. Jelolje meg az abran azt a P,
y
pontot, amelyre x, =1, y, =2 €s szamitsa ki a z, értéket!

3. Hatarozza megaz (1, 1) ész'y( 1, 1) értékeket, ha z= (x + )€
4. Hatarozzuk meg a kovetkez fiiggvények elsrend parcialis derivaltjait:

—x!

floy) =2 =3y —1
fly) =(F++2)-(r—1)
f(x,) =3~x2—|-y2—5~x-y+3~x—4~y+ 10

flxy) =y 2:x+)°

2
f(an/)— x—y

fxy) =In(x+)7?)

5. Szamitsa ki a kovetkez fligvények minden masodrend derivaltjat!
f(x,») =357 +In(y) -sin(x)

floy) =xy+ye

S y) =xy’ —yx’ +xy

6. A kovetkez feladatokban mutassuk meg, hogy j”xy = j"yx!

fmw=i+x
X

f(x,y) =x-Inx-y
f(x,y) =4-x* — 2-y2-x + In(x)

7. Hatarozzuk meg a kovetkez fliggvények iranymenti derivaltjat a P, pontban €s a v irdnyban!

floy)=xy—y  Py45) v(34)

foy) =y +x Py(3,-5) v(1,2)



