V 7. Interpolacio elmélet: Lagrange modszer, spline interpolacio

Ebben a fejezetben célunk annak megismerése, hogyan lehet egy ismeretlen fiiggvény alakjanak egy
f(x) fiiggvénnyel valdo minél pontosabb megkozelitése ugy, hogy a kozelitd fliggvény athaladjon az
ismert, tdblazatba szedett pontokon. Az ilyen tipusu feladatok fontos szerepet jatszanak a
szamitogépes grafikdban, az épitészetben, valamint a numerikus integralasnal és
differencialegyenletek numerikus megoldasanal is.

Ehhez el6szor az alapdefiniciokat fogalmazzuk meg.

V 7. 1. Definiciok

Approximacid: kozelités; ismeretlen mennyiségnek kdzelitd pontossaggal torténd meghatarozasara
szolgalo eljarés. [

Interpolacio: egy fliggvény nem ismert értékeinek ismert értékek alapjan torténd becslése. ||

Extrapolacio: a fliggvény értékének kozelité meghatarozasa egy adott pontban a megel6zo
szakasz értékei alapjan. ||

Tekintsiik a mérési adatok Osszetartozo (x,y) értékparjainak kdvetkezd tablazatat

|:||‘]_| |'."-n

ahol feltessziik, hogy minden x; érték kiilonb6z0, valamint 6sszesen n+1 mérést végeztiink. Keressiink
olyan egyszeriien és gyorsan kiszamithatdo y = f'(x) fliggvény kapcsolatot az x-y kozott, amely az adott

(x;, ¥,) pontok mindegyikére illeszkedik, azaz

y,=f () minden i= 0,1, 2, 3,..., n esetén.

Rajzoljuk fel az (x, y,) pontokat a Descartes-féle der¢kszogii koordinatarendszerben €s rajzoljunk a
pontokra illeszkedo fiiggvényt (az abra n = 4 alappontot mutat)!

Megy pontra illeszkedd interpolacids polinom
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Mivel egy
—1

f(x)=anxn+an_1x" +an_2xn_2+...+a1x+a0

polinom értéke adott x esetén konnyen kiszamithato, ezért célszerli a feladat megoldasat polinomok
kozott keresni. A fenti n-edfoka polinomot egyértelmtien megadhatjuk aza, ,a, _,a, _,, .., a;, q,

n+1 darab egyiitthato segitségével. Azn+1 ismeretlen egyiitthatd egyértelmii meghatarozasahoz n+1



feltétel szlikséges. Ezért a feladat megoldasat n+1 pont esetén az n-edfoku polinomok kozott kell
keresniink.

V 7. 2. Interpolacié ketté illetve harom pontra
Hasznalt Maple parancsok: CurveFitting csomag, Polynomiallnterpolation, op, nops, product

Tekintsiik a legegyszerlibb n+1= 3 esetet, valamint tetelezziik fel. hogy a P, (x,;¥,) , P, ;5),
P, (x,;y,) pontok nincsenek egy egyenesen. Ekkor a keresett polinom masodfoku, y =a X+ bex
+ ¢ alaku lesz, a megoldand¢ egyenletrendszer
> el :=subs( {xzxo,yzyo},chzx2 +bx -I-c);
e :=subs( {x=x1,y=y1},y=ax2 +bx -I—c); e3 :=subs< {x=x2,y=y2},y=ax2 +bx
+ c)
el :=y0=axg +bx,+c

e2:=y1:ax%+bxl+c
e3 :=y2=ax§—|—bx2+c

> solve([el, e2,e3], {a, b, c})

_ “Xg Yy TV T X Yy T X X Yy X b
a= R R S N RN
Xo Xy T XXy T X X T Xy X T X X T X X

2 2 2 2,2 2
L TXy XY T XXy T X T X Yy — Y .
- . ,

(xo—xl) (—x0x2+x0x1 —|—x2—x1x2)

2 2 2 n 2,2 B 2
XXV T X T X X T X Xy T X X Vg T X X

2
(xo —xl) (—x0x2 + XX TX; — X, xz)

Ha n ponton atmend polinomot keresiink, egy n xn-es szabalyos linearis egyenletrendszert kell
megoldanunk. Ennek elvi akadalya nincs, de célszerti az interpolacids polinom egyiitthatdit
valamilyen jol attekinthetd formaban keresni.

V 7. 3. Altalanos eset Lagrange-médszerrel

Keressiik azt a legfeljebb (- 1)-ed foku p(x) polinomot, amelyre a p(xl) =) p(xz) =Yy gers
p(xn) =y, egyenléségek teljesiilnek, ahol feltehetjiik, hogy az x<x, <..<x, _, <x, alappontok

novekvoleg rendezettek. (A konnyebb kezelhetdség miatt az elsé pont koordinatai /-es, az n-edik
pont koordinatai az n indexet kapjak.)

Tekintsiik az olyan /, (n-1)-edfoku polinomokat k=1, 2, 3,..., n esetén, amelyek x=x, -ra 1-et, x#x, 0-
at adnak eredménytiil (product(lista, i=kezdoérték..végerték) .

k=1 "
X —X. X —X.

> k] = x— ] | Sl E
=1\ Xk TN ) imk+ 1 YT N

1

Vizsgaljuk ezt a szorzatot n=3, k=2 esetre (3 ponton illeszkedd eset, a 2. ponthoz tartozo 7,
polinom). Helyettesitsiink x helyére



X,, X, X5 €rtékeket.
> [2 == factor(expand(subs({k=2,n=3},I[k](x))))
b (x—x3) (x—xl)
( -X, -l-xl) ( - X3 —I—xz)

> Simpliﬁ/( subs(x =X,, 12) )
1

> simplzfy( subs (x =x, 12 ) ) ; simplzfy( subs (x = X3, 12 ) )
0
0

Altalanosan is igazolhato, hogy teljesiilnek a polinommal szemben tamasztott kovetelmények.

Azl (x) bazispolinomok segitségével elballitjuk az interpolacios polinomot, amely megfelel a p(x)
polinommal szemben tamsztott feltételeknek.

> p ZZX_’;ykl[k](x) :
=1

[, el6z6ekben belatott tulajdonsagai miatt p(x,) =y, mindenk=1, 2, 3,..., n esetén , valamint
fokszama pontosan (n-1).

V 7. 3. 1. Definicié

n
Ap=x— z Y, [ (x) polinomot Lagrange-féle interpolacios polinomnak nevezziik, ahol
=1

k—1

X —X, 1 X —X.
I (x) = | | l | | ~ |0
k i=1(xk_xiJi=k+1[xk_x']

1

V 7. 4. Az interpolaciés polinom Newton-féle alakja

A kovetkezd meggondolasnal feltételezziik, hogy az ismert pontok azonos 1épéskozzel kovetik
egymast. Most nem egyszerre vizsgaljuk az adott pontokat, hanem eldszor az elsd két pontot
vizsgaljuk, majd ehhez vessziik hozza egyesével a tobbit.

Induljunk kia P, ( x,;y,) €sP, (x,;y,) pontokon dtmend egyenes egyenletébdl:

(27n) (F7%)

> restart; Pl = [xl,yl] P2 = [xz, yz] p[1]=x—-y, +

Vezessiik be a kovetkezo jelolést:

> h=x,—x:A(y) =y, =y, :

Ekkor p,(x) a kdvetkezd alaku:

A(y) (x —xl) _
h

> p[l]‘=x_’y1+

Vegyiink P, ( x,;y,) ¢ésP,(x,;y,) alappontok mellé még egy 3. P; (x;;y;) pontot is ugy hogy
x; —x, =h legyen (egyenletes osztaspontok, véges differenciak modszere).
Ekkor a pontok egy masodfoku fliggvény gorbéjén helyezkednek el, vagyis



A(y) (x—x
> pl2] =y, + (h 0

ahol g(x)-nek egy masodfoku fiiggveénynek kell lennie. Mivel p, (xl) =V pz(xl) =y, »-valamint
pl(xz) =Y, pz(xz) =y, ezert g(xl) =0, g(xz) =0 valamint g(x3) = ;. Tehat

+g(x) :

> g:=x—>C(x—x1) (x—xz):

alaku kell legyen, ahol C alland6. Mivel pz(x3) =3

A(y) (x3 _xl)
> e=y,=y + p +C(x3—x1) (x3—x2):

Ha egyenletes a beosztas,

> Xy =X, =2h:x;—x,=h:

> Subs< {A(y) =Yy T Vp Xy — X =2 h, X, —x2=h}, %%%)
3=y F20,+2CH

> C = solve(%, C)
N —2)/2 T3

C:= hz

l\)‘»—‘

ahol a szaml4l6 az un. masodrendii osztott differencia, jele A2 yigy
2
A(y) (x—xl) N Ay (x —xl) (x —x2) _
h 21 '

> pl2]=x—y +

Altalanos esetre is igaz, hogy

k
n—1 Aky H(x—xl.)

i=1
=l k! HF

> pln]=x—-y +

A modszer eldnye, hogy tovabbi pontokat lehet a mar adottakhoz hozzavenni.
Hanem ekvidisztans (egyenletes) a fliggetlen valtozok (x-ek) vélasztasa, a véges differencidk és a
h helyett a ketté hanyadosat, az. un. osztott differencidkat kell hasznélni.

V 7. 5. Interpolacio Maple-lel

A Maple-ben a CurveFitting csomagja tartalmazza a pontokra gérbét illeszté numerikus
parancsokat. A Polynomiallnterpolation nevii eljaras az interpoldcios polinomot adja vissza.

Hatéarozzuk meg az interpolacios polinomot 3 adott pont esetén.

> restart; with( CurveFitting) : with(plots) : P[1] := [xl,yl] :P[2 ]:= [xz, yz] :
P[3]:= [x3,y3]:
> X= [op(l, P1)> op(l,Pz), op(l,P3)
> Y= [0p(2, Pl), 0p(2, Pz), 0p(2, P3) ]
X:= [xl, Xy, x3]

[E—

Y:: [Jﬁa)@)@]

A Polynomiallnterpolation parancs harom formaban, Lagrange, Newton és power (hatvany)



alakban adja meg az interpolécios polinomot.

> polinomLagrange := Polynomiallnterpolation(X, Y, x, form = Lagrange)
Y (x—xz) (x—x3) Vs (x—xl) (x—x3) Vs (x—xl) (x—xz)
+ +
(X1 — %) (xl_x3) (xz_xl) (X, —X3) (x3_x1) (x3_x2)
> polinomNewton = Polynomiallnterpolation(X, Y, x, form = Newton)
B (P2 =1) (%5 —X1)

polinomLagrange :=

_ (X Tx) _
. Xy 74X Y270
polinomNewton := + (x — xl) +,

(x3—x1) (x3—x2) X, —X;
> polinomhatvany := Polynomiallnterpolation(X, Y, x, form = power)
2
. (13X FV3% FX =X Ty Xy X)X

polinomhatvany := -

(X1 = %) (X1 —X3) (% —X%)
(y3xf —yzxf +y2x§ —y3x§ + xg P4 x%) X

(X1 =x) (X1 —X3) (% —X%3)

2 2 2 2 2 2
V1Xy X3 =Yy X3 X T V3 X[ Xy T Y X Xy 1, X)Xy Y3 X X

(¥ %) (%1 —X3) (X2 —X3)

Ellendrizziik a kapott kifejezések ekvivalenciajat.
> simplify( polinomLagrange — polinomNewton )
0

> simplify( polinomLagrange — polinomhatvany)
0

1. Példa Adjuk meg a kovetkezd 5 pontra illeszkedd interpolacids polinomot, majd dbrazoljuk a
pontokat és a kapott polinomot egy k6zds koordinata rendszerben.

> P[1]:=[1,3]:P[2]:=[2,1]:P[3]:=[3,5]:P[4]:=1[5,2]:P[5]1:=1[7,3]:
Megoldas:

> with(CurveFitting) : with(plots) :

> X:=[op(1,P)),op(1,P,),0p(1, P3),0p(1,P,),0p(1,Ps)]
> Y:=[op(2, Py),op(2,P,),0p (2, Ps), op(1, Py),op(1, Ps)]
X=1[1,2,3,5,7]

Y:=1[3,1,5,5,7]
A késdbbiekben hasznos lehet , ha a nops(X) paranccsal megszdmoljuk az X halmaz elemeinek
szamat.
> n = nops(X);

n:=>5
> polinomLagrange := Polynomiallnterpolation(X, Y, x, form = Lagrange)
polinomLagrange := % (x—2) (x—=3) (x—=5) (x—=7) — % (x—1) (x—=3) (x—=5) (x

5 5
—17) +1¢ (x—1) (x—2) (x=5) (x—=7) ~ s (x—1) (x—2) (x—3) (x—7)



7
+ 240 (x—1)(x—2) (x—3) (x—15)

Az abrazolaskor, a pontok koordinatdinak beolvasasahoz hasznaljuk a seq([X[i],Y[i]], i=1..n)
parancsot.

> pontok :=plot( [seq( [Xl, Yl], i=1 n) ], style = point, symbol = diamond, color = black) :
graf:Zplot(Polynomiallnterpolation(X, Y, x),x=X,.X, color= red) :

> plots[display]( [ pontok, graf ], view=1[0..8, 0..8], scaling = constrained, title
= Negyedfoku polinom illesztése 5 adott pontra)

Negyedfoki polinom illesztése 5 adott pontra

2.Példa A/ 100 =10, 121 =11, 144 =12 ismert értékek felhasznalasaval €s az interpolacios

polinom alapjan szdmitsuk ki a / 110 kozelitd értékét!
a; Mekkora hibat kovettiink el?
b; A [100,144] intervallumon mennyi a maximalis hiba a masodfoku interpolacios polinom és a

Jx figgvény kozott?
Megoldas a;
Mivel 3 alappont van, ezért a kdzelités masodfokt polinommal lehetséges.

> X:=1[100, 121, 144]: Y:=[10, 11, 12]:

> parabola := Polynomiallnterpolation(X, Y, x, form = power);



1 5> 727 660
10626 © T +

bola = -
paravola 10626 © " 161

A 110 kozelitd értékét megkapjuk, ha a polinomba x helyére 110-et helyettesitiink.

> evalf (subs(x =110, parabola) )
10.48654244

A pontos érték és az interpolalt érték eltérése, vagyis az elkovetett hiba

> hiba = abs(evalf(\/ 110 — subs(x =110, parabola) ) )
hiba = 0.00154604

hiba-100 ,4)

Vv 110
hiba_szazalek := 0.01474

> hiba_szazalek = evalf (

Az elkovetett hiba 0.01%, ami elég pontos eredmény.

b;
Képezziik a+/ x fiiggvény és a parabola kiilonbségének abszolutértékét, majd rajzoljuk fel a [100,
144] intervallumon!

> plot(abs(sqrt(x) — parabola), x =99 ..145, color =red);
0.0016
0.0014
0.0012
0.0010
0.0008
0.0006
0.0004 |

0.0002

100 110 120 130 140
X

Az eltérések a 100, 121 és 144 pontokban természetes 0 értékiiek. Hol lesz a hibafiiggvény
maximuma és mekkora ez a maximalis eltérés? Ezt derivalassal donthetjiik el.



s> 9
i

(\/_ — parabola ) =0

S BN .7 A
2 /% 5313 10626

Ez az egyenlet csak numerikusan oldhaté meg, példaul a 2. fejezetben megismert fsolve utasitassal.

0

> x1 = fsolve(%, x=100..120);
x2 = fsolve( %%, x=120..141); max_hiba hely := max(xI, x2); max_hiba
= evalf (subs(x =max_hiba_hely, abs(sqrt(x) — parabola)))
x1:=108.6850875

x2 :=134.0926307
max_hiba_hely = 134.0926307
max_hiba :=0.001614746

Vizsgaljuk az interpolacios polinom és a valodi fiiggvény kozotti eltérést olyan esetben, amikor a
valddi fiiggvényt is ismerjiik! A leglényegesebb hatranya a Lagrange-interpolacionak az, hogy
bizonyos esetekben indokolatlanul erdteljes hulldmzasok jelennek meg a polinom grafikonjan.
Sajnos az alappontok szdmanak ndvelése még "j0" fliggvény esetében sem vezet mindig tetszdleges
pontositashoz. Ezt mutatja a kdvetkezd un. Runge- fiiggvény példaja.

3. Példa Tekintsiik az f(x) = Runge-fliggvényt a [ -5, 5] intervallumon.

2
X
a; Azonos eltérésii osztaspontok esetén noveljiik n értékét és figyeljiik meg a kozelités
pontatlansaganak novekedését.

2i—1)=m
b (b —a) cos 2—
b; Hasznaljuk a Csebisev - alappontokat, ahol x,= 4 + n

2 2 ’
1, 2,...,n. az [a,b] intervallumon beliil. Nézziik meg hogyan javitja az interpolacios polinom hibajat
az alappontok Csebisev-féle valasztasa a fenti Runge-fliggvényre:

i:

Megoldas a;

> fi=x— 3 sabral =plot( f(x),x=-5.5, color =red, thickness=3) : abral

x +1



Ha az intervallumot egyenletd részekre osztjuk, a X halmaz elemei egy szdmtani sorozat tagjai. Az
x-ekhez tartoz6 y értékekeket egy 1épésben meg tudjuk hatarozni, a map utasitas segitségével, igy X
minden eleméhez hozzarendelddik a megfeleld fiiggvényérték.

10§
n

> n=10;X:= [seq(—S-I— ,i=0..n)];Y:=map(ﬁX)

n:=10

Y=l 17105 2° P 2 5 107 177 26

> Polynomiallnterpolation(X, Y, x, form = Lagrange) :

> pontok :=plot( [seq( [Xl, Yl], i=1 n) ], style = point, symbol = diamond, color = black) :
graf = plot( Polynomiallnterpolation(X, Y, x, form = Lagrange), x =X, .X, color = blue) :

> plots[display]( [ pontok, graf, abral])



A kovetkezd animacid azt mutatja, hogy az osztopontok szamat novelve a kilengések nem
csokkennek.

> for n from 10 by 2 to 20 do
X:= [seq( 5+ 10 '=O..n)];

Y=map(f, X);

pontok[n] = plot( [seq( [Xl, Yl], i=1 n) ], style = point, symbol = diamond, color
= black) ;

graf[n] == plot( CurveFitting| Polynomiallnterpolation](X, Y, x, form = Lagrange),
x=X,.X, color= blue);

kep[n] = plots[display](

end do:
> Matrix(1, 3, [kep[10], kep[ 14 ], kep[18]]) : plots| display]( %)

pontok||n, graf||n, abral |, view=1[-5..5, -1 ..2])

V20 2\ 2.0 2

b;

A Csebisev alappontokat véve

—-1)
seq(Scos( d ) i=1..nj j Y =map(f,X) :
> pontok ;= plot( [seq( [Xl, Yl =1.. style point, symbol = diamond, color = black)

> ni= 10:X:=evalf(




graf == plot( CurveFitting[ Polynomiallnterpolation](X, Y, x, form = Lagrange), x =X, .X ,
color = blue) :

> plots[display]( [ pontok, graf'])

Ha most az osztopontok szamat noveljiik, a gérbe simabba valik.

> for n from 10 to 20 do

2i—1
X:= evalf( seq(S cos(% ), i=1 n) j;
Y=map(f, X);
pontokl[n] = plot( [seq( [Xl, Yl], i=1 n) ], style= point, symbol = diamond, color
= black);

grafl[n] == plot( CurveFitting[ Polynomiallnterpolation](X, Y, x, form
= Lagrange), x =X, ..X , color = blue) ;

kepl[n] == plots[display]( pontokl ||n, grafl ||n, abral |, view=1[-5..5,0..1 ])

end do:
> Matrix(1, 3, [kepl[10], kep1[14], kep1[18]]) : plots[display](%s)



V¥ 7. 6. Spline interpolacio elve, megadasa Maple-lel

Hasznalt Maple parancs: spline

Bonyolult alakt targyak megfeleld modellezésére €s valosaghii képi megjelenitésére a CAD-
rendszerek (Computer Aided Design) a spline-technikan alapulé matematikai modszereket
hasznalnak.

Az x,=a, x,, ....x, _,X,=b pontokban adottf(x) fliggvényt most nem egyetlen polinommal
kozelitjiik a teljes [a,b] intervallumon - mint az interpolacio esetében - hanem az [a,x ], [x,x,],.., [
x, _ 1,b] részintervallumokon kiilonbozd (4ltalaban harmadfoku) polinommal kozelitjiik a
fliggvényt.

Az egyes polinomok mindig két egymast kovetd, megadott pont kozott értelmezettek, valamint
ugy hatdrozzuk meg a polinomok egyiitthatoit, hogy az illeszkedési pontokban a derivaltak
megfelel6képpen viselkedjenek. A kobds spline esetén, mint neve is elarulja, harmadfoku
polinomokkal kotjiik 6ssze az egymast kdvetd pontokat. A gyakorlatban altaldban ezt hasznaljak,
ezért vizsgaljuk meg, milyen feltételeknek kell teljesiilnitik kobos spline esetén.

Keressiik az értéktablazat pontjaira illeszkedd S(x) kobos spline fliggvényt, amely

* az|[x;, x; ] szakaszon egy S,(x) = al.x3 +b; &+ ¢;x + d harmadfoku polinommal egyenld

minden i=1, 2, 3,..., (n-1)-re. Ez 6sszesen (n — 1) darab egyenlet, amelyben 4 (n — 1) szamu
ismeretlen van.

« S (xl.) =y; minden i= 1, 2, 3,..,n Ez ad n darab feltételi egyenletet.
2

e Sx), % S(x) és % S(x) fiiggvények folytonosak minden x,, x5, ..., X, _ | bels6

n

csomopontban. Ez 3 (n — 2) darab feltételi egyenletet ad.
Osszesen tehat meg kell hatdrozni 4n-4 egyiitthatét , amihez n + 3(n-2) = 4n -6 egyenlet van.
Tehat az egyenletek szama 2-vel kevesebb, mint az ismeretlenek szdma. Igy a feladat megoldasa

nem lenne egyértelmii. A spline meghatirozasahoz vegylik még hozza a kdvetkezo 2 feltételt

¢ §"(x))=8"(x,) =0 2 darab feltétel (az ilyen spline-t természetes vagy natural spline-nak



nevezik) .
Ezzel egyiitt a spline mar egyértelmiien meghatarozhato.

4. Példa Adjuk meg a kovetkezd 9 pontra illeszkedd Lagrange-féle interpolacios polinomot, a
kiilonb6z6 fokszamu spline interpolacids polinomokat, majd abrazoljuk éket kozos
koordinatarendszerben.
X=1I1,2,5,6,7,8,10,13,17],Y:=[3,3.7,3.9,4.2,5.7,6.6,7.1,6.7,4.5]

Megoldas

A CurveFitting csomag Spline parancsa alapesetben a kébés spline interpoldciot adja. A degree=
fokszam opcioval ezt megvaltoztathatjuk.

1,2,5,6,7,8,10,13,17]:

> restart with(CurveFitting) : X = [1,2,5,
7.1,6.7,4.5]1: N :=nops(Y) :

=1[3,3.7,3.9,4.2,5.7, 6.6,

A Lagrange interpolacié 8-adfokt polinom. Abrazoljuk a pomtokkal egyiitt.

> simplify(Polynomiallnterpolation (X, Y, x, form =power) )

> pontok :=plot( [seq( [Xl, Yl] i=1. N) ], style = point, symbol = diamond, color = black) :
> graf:Zplot(Polynomzallnterpolatlon(X, Y, x), x=X,..Xy, color = red) :

> plots[display]( [ pontok, graf'])

0.00003966124529 x® — 0.002505406239 x” + 0.06510434690 x° — 0.9016264337 x°
+7.191872218 x* — 33.23545879 x° + 84.63256867 x> — 104.2706592 x + 49.52066494

-20

-40

-60

-80

-100

Az abra is mutatja, hogy a kapott gorbe nagyon "kileng", nem valdszinii, hogy érdemes példaul a
[14,16] intervallumban ez alapjan kovetkeztetni a fliggvény viselkedésére. Vizsgaljuk a kiilonb6zd
fokszamu spline-okat.

fokszam=1 fokszam=2

> spl .= Spline(X, Y, x, > Digits =4 :sp2 = Spline(X, Y, x, degree=12)
degree=1)



2
23 407y <2 3.4+ 1.03966512018099 (x — 1)
3.566666667 + 0.06666666667 ik  2-23866948072398 + 0.720669759638011 x — 0.3189953603
244+03x 3.80685284494736 + 0.0186295510105273 x + 0.084981957¢
; -48+1.5x -1.64488458980465 + 0.974147431634109 x + 0.870535922
spl ==
"0.6+09x 2=t -3.85549101429373 + 1.33648585918482 x — 0.508197495:
4. 2 1
600000000 +0.2500000000 5 1."/24%00069394413 4+ 0.606937413256983 x — 0.221350950"
8.433333333 — (0.1333333333 x <13
6.45408437682486 + 0.0645915623175137 x — 0.0498219749
13.85000000 — 0.5500000000 A otherwise
12.2662902178021 — 0.428176170600161 x — 0.1144339360
>
S 4.50000000000000 + 0.221477978674980 (x —
>
> spl_abra :=plot(spl, X > sp2 abra == plot( sp2, x =X, ..Xy, color = blue) :
=X, .. Xy, color > plots[display]( [ pontok, sp2_abra])
=blue) : 7
> plots|display]( [ pontok,
spl _abral)
7 6
5
24 6 810121416 4
X
3 ‘
2 4 6 8 10 12 14 16
> X
>

fokszam=3

> sp3 .= Spline(X, Y, x, degree=3)



2.21429557735367 + 0.785704422646330 x — 0.0857044226463298 (x — 1)
2.64281769058532 + 0.528591154707340 x — 0.257113267938989 (x —2 )2 +0.034379479
4.32921252798856 — 0.0858425055977122 x + 0.0523020478373052 (x — 5 )2 + 0.3335404:
-1.91629778014872 + 1.01938296335812 x + 1.05292342111853 (x — 6)2 —0.572306384

P -4.15817456515664 + 1.40831065216523 x — 0.663995732311411 (x — 7)% +0.15568508(
2.22100457615247 + 0.547374427980941 x — 0.196940491872884 (x — 8)> + 0.024126638
6.60867872216113 + 0.0491321277838865 x — 0.0521806582256431 (x — 10)* — 0.00288038"
11.1423896515810 — 0.341722280890844 x — 0.0781041446659336 (x — 13)* + 0.006508678

>

> sp3 abra :=plot(sp3, x =X, ..Xy, color= blue) :
> plots|display]( [ pontok, sp3_abra])

7,

>

A természeteses kobos spline-ra teljesiil a kovetkezo tétel:

V' 17.6. 1. Tétel

Legyen S(x) olyan természetes spline fliggvény, amely az S (xl.) =y, 1=1,2,3,...,n)
alappontokra illeszkedik. Tovabba az y(x) legyen tetszéleges kétszer differencialhat6 olyan
fuggvény , amely szintén illeszkedik az alappontokra, azaz y(x) =y, (1=1,2,3,...,n).

2

2 2 2
Ekkor teljesiil az [ [é S(x)] dx < J' (ﬁ y(x)) dx egyenlétlenség.

a a



5. Példa Bizonyitsuk be az el6z6 tétel teljesiilésétaz f(x) =e" fiiggvény esetén a [0,1] zart
intervallumon, az intervallum 5 egyenld részre osztasaval.

Megoldas

El6szor hatdrozzuk meg a gérbe azon pontjait, amelyeken a polinomok majd keresztiil haladnak.

> restart,f=x—¢€¢ :a:=0:b:=1:N:=5:X:= [seq(l(b—_a),izo..N) ];

N
Y:=evalf (map(f, X))
2,3,40]
555"

Y:=1[1.,1.221402758, 1.491824698, 1.822118800, 2.225540928, 2.718281828 ]

]
X = —
[0, =

Az 5-6dfoku interpolacios polinom

> Lagrange polinom = CurveFitting[ Polynomiallnterpolation](X, Y, x)

Lagrange polinom :=0.01385411458 X 4 0.03486687501 x* 4 0.1704093854 °
+0.4990689250 x* + 1.000082528 x + 1.

A harmadfoku spline
> spline3 .= CurveFitting[ Spline] (X, Y, x, degree =3, endpoints = 'natural")

1. 4 1.05796629971292 x + 1.22618725717703 x°

2
0.980381003885167 + 1.20510877057416 x + 0.735712354306221 (x - % ) — 0.0035385:!

2
spline3:={ 0.892237062803828 + 1.49896908799043 x + 0.733589232775119 (x - % ) + 0.1445809:

2
0.736265495521531 + 1.80975550746411 x 4+ 0.820342864593301 (x — % ) + 1.082163
432
0.411339062277512 +2.26775233215311 x + 1.46964125885168 (x -3 ) —2.449402
f(x)=¢" Lagrange polinom spline3
> plot( f(x),x=0.1, > plot(Lagrange polinom > plot(spline3, x=0..1,
color =red) ,x=0..1, color color = green)
2.6 = blue) 2.6
2.6 2
2 2
1.6
1.6 7070608 1
14 X
02040608 1 02040608 1
X X




A harom fliggvény latszolag azonos. Szamitsuk ki az f(x) fliggvény, az interpolacios polinom és a
spline fliiggvény masodik derivaltja négyzetének integraljat a [0, 1] intervallumon.

2 2

. _ 2 _ e
> integral f:= Ff(x) dx =evalf @f(x) dx
X

“a a

. 2
> integral Lagrange .= ( [(—)22 Lagrange _polinom) dx =evalf
074

“a
b
2

J (% Lagrange_polinomj dx
ax

a

b b 5

. 2
> integral spline := [(—)22 spline.?) dx =evalf [iz spline.?) dx
]\ x
a
1
2
d2

integral f:= [ [@ exJ dx =3.194528050

“0
1 dz
integral Lagrange = ‘ (—2 (0.01385411458 x” + 0.03486687501 x* + 0.1704093854 x°
- dx
“0

2
+0.4990689250 x* + 1.000082528 x + 1.) ) dx =3.193847417
1. +1.05796629971292 x + 1.226187257

0.980381003885167 4+ 1.20510877057416 x + 0.735712354306221 (x —-

— 0.892237062803828 + 1.49896908799043 x + 0.733589232775119 (x —

int [ spline :=
integral_spline 2

0.736265495521531 + 1.80975550746411 x + 0.820342864593301 (x -

0.411339062277512 +2.26775233215311 x + 1.46964125885168 (x —



dx=2.712421981

Valoban, spline méasodik dervaltja négyzetének az integralja a legkisebb.

Rajzoljuk még fel az f(x), az interpolacios polinom és a spline fiiggvények masodik derivaltjainak
négyzetét. Az el6z6 észrevétel azt mondja ki, hogy a gorbék alatti teriiletek koziil a legkisebb a
spline gorbe alatti teriilet!

2

2 2 2
[%f(x)) , [% Lagrange_polinom) , [% splinej’) ‘,xZO..l,sz“yle

> plot(

= [ point, line, line), title = A mdsodik derivaltak négyzete, color = [red, blue, green]]

A masodik derivaltak négyzete

8
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6

5

. d
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V 7. 7. Feliilet interpolacio

Hasznalt Maple parancs: ArrayInterpolation, matrixplot, ArrayTools csomag, Concatenate

A feliiletek interpolécidja az épitészetben, szamitdgépes grafikaban nagy jelentdségii. Bar e jegyzet
kereteit meghaladja ennek részletes elméleti tdrgyalasa, egy példan keresztiil megmutatjuk a Maple



nyutotta lehetdségeket.

6. Példa Az alabbi példa azf:= (x, y) = (3 —sin(x) )2 —(3— y)2 kétvaltozos feliilet pontjainak
kozelitését mutatja.

Megoldas

Az Arraylnterpolation parancs hasznalatahoz eldszor definialni kell az x és y fiiggetlen valtozokat,
valamint az ehhez tartozo z fliggvényértékeket X, Y, Z halmazokban. Vagyis azokat a pontokat,
amelyeket a feliiletnek tartalmaznia kell.

> restart; with( CurveFitting) : with(plots) :

> f= (6y) = (3 —sin(x)* = (3 ="
> a :=plot3d(f,0..10, 0..10, axes = normal, style=wireframeopaque, color = red, orientation
=190, 70,-10]) :

a

> X:=1[0,1.5,35,56,8,9]
> Y:=1[0,3,56,6.5,7.5]
> 7= Matrix(7, 6, (a, b) —>evalf(f(Xa, Yb) ) )
X:=10,15,3.5,56,8,9]
Y:=10,3,56,65,7.5]
Z:=
[10.,9.,5.,0., -3.25, -11.25],



[ -4.989973673,4.010026327, 0.010026327, -4.989973673, -8.239973673, -16.23997367],
[2.22774824, 11.22774824, 7.22774824, 2.22774824, -1.02225176, -9.02225176 ],
[6.67308142, 15.67308142, 11.67308142, 6.67308142, 3.42308142, -4.57691858 ],
[1.75456601, 10.75456601, 6.75456601, 1.75456601, -1.49543399, -9.49543399],
[ -4.957319741, 4.042680259, 0.042680259, -4.957319741, -8.207319741, -16.20731974 ],
[ -2.302869264, 6.697130736, 2.697130736, -2.302869264, -5.552869264, -13.55286926 ] ]

> c :=plots[p0intplot3d]( [seq(seq( [Xl, 16., Zl.)j],j =1 ..6), i=1 ..7) ], axes = normal, symbol

= diamond, symbolsize = 30, color =red, symbolsize = 30, orientation = [90, 70,-10] ) :

Most definialjuk azt a 4 matrixot, amely az interpolacids feliilet pontjainak x és y koordinatait, a B
matrix pedig az interpolalt feliileti pontok koordinatait tartalmazza..

> al 1= Manix( 50,50, (1,)) =% ) a2 = Mawix(50,50, (1) £ ) :

A = ArrayTools[ Concatenate](3, al, a2) :
> B := Arraylnterpolation([X, Y], Z, A, method = spline);



1..50x 1..50 Array
Data Type: floatg

Storage: rectangular

Order: Fortran_order

Példaul B[2,3]=0.672604278238919 azt jelenti, hogy az 4 matrix masodik sor harmadik
oszlopaban 1év fliggetlen valtozoéhoz 0.672604278238919 fiiggvényértek tartozik.
Ezeket a pontokat a matrixplot paranccsal tudjuk abrazolni.

> b := matrixplot( Matrix(B), axes = normal, color = blue, style = hidden, orientation = [90, 70,
-107) :
b

Vizsgaljuk meg, a kiilonbozé modszerek milyen kozelito feliileteket ad.

> C = Arraylnterpolation([X, Y], Z, A, method = nearest) : matrixplot( Matrix(C), axes
=normal, color = blue, style = hidden, orientation = [90, 70,-10])
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> E = ArrayInterpolation([ X, Y, Z, A, method = lowest) : matrixplot( Matrix(E), axes
=normal, color = blue, style = hidden, orientation = [90, 70,-10])
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> F:= Arraylnterpolation([X, Y], Z, A, method = cubic)
matrixplot( Matrix(F), axes = normal, color = blue, style = hidden, orientation = [90, 70,
-10])



V 7. 8. Beépitett Maple lehetéségek

Eszkoz0k->Asszisztens(A)->Gorbelllesztés(C ) asszisztens tobbféle gorbeillsztést tesz lehetoveé. A
pontok megadasa utan valaszthatunk Polinomial Interpolation vagy Splines lehetdségek koziil.

> CurveFitting[Interactive] () ;



Eszkozok (1)) Ablak (W) Segitség (H)

Asszisztens (A) > Hatsé-Megoldo... (B)
Math Apps eBook Publisher... —
Oktatok (T) » Gorbe Illesztés... (C) o
Feladatok (K) » Adat Elemzés... (N) |
Egyenlet Manipulator...
Csomag Betoltése » = . ®
. . Adat Importalas... (D)
Csamag Visszatoltése » ;
Insallalé Epité... (I)
Helyesiras ellendrzés... (S) F7 Kényvtar Bongészé... (L)
Parancs Végrehajtasa (C) Ctrl+Space Maplet Epité... (T)
Segitség Adatbazis (H) 4 ODE Elemzé... (A)
Opciék... (0) C’)ptumallza’ao... (0)
Abrazolas Epité... (P)
Frissitések Ellenérzése... (U) Tudomanyos Konstansok. (5)
Specialis Figgvények... (F)
Egység Kalkulator.... (U)
Munkafazet Migracié... (W)
CAD Link... (K)
8 Curve Fitting Assistant. | ) 2y i (C5)
6 .
Horizontal range: |4/5 .. |26/5 Default -
S Verticalrange:  |-3/10 |..|63/10 | Defaut |
i Polynomial Interpolation
3 Splines
=
Degree of the spline: ! v !
2
Least Squares
1 Enter an expression in x: 1;‘;+b
Thiele Interpolation
’ 2 ; p ;
-.1083333333*x"4+1.550000000*x ~3-7.64166666 7*x " 2+16. 20000000 *x-10.00000000
(o) (CEtroms ] on e et s <

V 7.9. Feladatok



1. feladat Egy tarsasag hazibulit rendez. A mulatsadg 4 drakor kezdddik. Ekkor 60 iiveg sor van.
Egy o6ra alatt elfogyott 15 iiveg. 8 érakor valaki megszamolta a teli iivegeket, és 12-t talalt. Hany
tiveg sor lehetett 7 6rakor, és eldrelathatolag meddig lesz elég a maradék?

2. feladat Egy légy egyik labaval belelépett egy tintapacaba, majd sétattra indult egy
koordinatarendszerrel ellatott fehér papiron. Hatdrozzuk meg a 1égy utvonalat Newton-féle
interpolacidval, ha tudjuk, hogy athaladt a kdvetkezo pontokon A(-1,0), B(1,3), C(3,4), D(4,2.5)

3. feladat Egy statisztikai felmérés szerint szdz 12 éves gyerekbdl 5, szaz 16 évesbdl 15, szaz 20
évesbdl 24, szaz 24 évesbdl 36 dohanyzik. A Newton-féle interpoléacio segitségével
meghatarozhatd-e, hogy a 40 évesek hany szédzaléka dohdnyzik?

4. feladat Hatarozza meg az adott alappontokra illeszkedé Newton-féle interpolacios polinomot, €s
hatarozza meg a polinom x helyen felvett értékét, ha f(0)=6, f(1)=£(2)=5, f(3)=15, f(4)=50. és x=5.

5. feladat Ig(1)=0, Ig(10)=1, 1g(100)=2 felhaszndldsaval, a Lagrange-féle interpolacios polinom
segitségével hatarozzuk meg 1g(3.4) értékét! Hol lesz az eltérések maximuma a [0,100]
intervallumon?

T J3

. . T
sin—=———, sin—=1 felhaszndlasaval, a Lagrange-féle

o T 1
6. feladat A sin(0)=0, sin 6 o> 3 ) >

interpolacids polinom segitségével hatarozza meg Sin - értékét! Hol lesz az eltérések maximuma a

[0, g ] intervallumon?

7. Feladat Kozelitsik az y =In( 1 + x2) fliggvényt a [-1,1] intervallumon interpolacids polinommal
¢s harmadfoku spline fliggvény segitségével is ugy, hogy az intervallumot n=10

egyenld részre osztjuk fel! Rajzoljuk fel a kapott fliggvényeket az eredeti fiiggvénnyel azonos
koordinatarendszerben! Szamoljuk ki a [-1,1] intervallumon az f(x) fliggvény és a kozelitd
figgvények masodik derivaltja négyzeteinek integraljat! Melyik integral lesz a legkisebb?
Rajzoljuk fel a harom darab masodik derivalt fliggvény grafikonjat azonos koordinatarendszerben!

V 7.9. Ellenorzé kérdések

1. irja le a polinom interpolacié alapproblémajat!

2. Masodfoku interpolacios polinom illesztése 3 pontra Lagrange mddszerrel.
3. Masodfoku interpolaciés polinom illesztése 3 pontra Newton modszerrel.
4. Mi a spline interpolaci6 elve?



