V 1. Véletlennel 6sszefiigg kisérletek kimeneteleinek leirasa. Esemény algebra.
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Klincsik Mihaly

V 1.1. Bevezetés

A mérnoki és a természettudomanyos gyakorlatb#Eorelulo folyamatok, jelenségk egyrésze
determinisztikus. Ez alatt azt értjik, hogy a jelenség a megaddttidek melletmindig
ugyazon térvényszetiségnek engedelmeskedis ezéreredményekiszamithaté. Ezzel
ellentétben vannak olyan folyamatok és jelenséaeiglyedeirasahozszilkségesek
sztochasztikusvagyvalosziniségi modellek mert a jelenségredményevéletlenszefien
valtakozik és ebrenem szamithato ki Az ilyen jelenségek tanulmanyozasahoz "nagyszamu"
kisérletetkell elvégezni, hogy az egyksnenetelekgyakorisagainaknegfigyelésével
valdsziriségi modellt tudjunk felallitani. A kisérlet 6sszeletséges kimenetelét dsszgpe
egy halmazba kapjuk @&seményteretAz eseményté@eszhalmazaitnevezzilkeseményeknek
Az eseményekkel ugyanolyamiveletelet végezhetiink, mint a halmazokkal. Igy beszélhetiin
esemeényekagadasrol, unidjarol, metszeérsl eskilonbsegersl. Az események kozott végzett
miveletekkel Ujabb eseményeket kapunk. Ha elegemdok esemény all rendelkézésiinkre,
akkor az események olyan rendszerét kapjuk, amdetya tagadas, amio €s anetszet
miiveletére nézve. Az események ilyen rendszere kigdet kapott és ezaalgebra Masik
nevezetes esemeényrendszel@s eseményrendszeamelyben az események egymast
paronkeént kizarjak és unidjuk a teljes eseménygilyen események az eseménytéer egy
osztalyozasat adjak és a teljes valdszég-tételben valamint a Bayes-tételben fontos peére
kapnak.

Célunk az alabbi fogalmak, osszefiiggések és eljarasok megismerése, megértése

A véletlen és a determinisztikus jelenségek kozotti
kiillonbségek és matematikai modelljeik

Halmazok Descartes-szorzata
Kisérletek, amelyek kimenetele fiigg a véletlent6l De Morgan - azonossagok halmazra
Jatékok, amelyekben a nyerés a véletlenre épiil Hatvanyhalmaz

Eseménytér valasztas: diszkrét és folytonos esetek Események o-algebréja és a legsziikebb o-algebra

megkiilonboztetése

Esemény fogalma. Abrazolas Venn-diagrammmal. ~ Teljes eseményrendszer

Specialis események: lehetetlen esemény, biztos Sorosan és parhuzamosan kapcsolt rendszerel
esemény, elemi esemény, Osszetett esemény milkddésének leirdsa eseményekkel

Miiveletek eseményekkel: tagadas, 6sszeg, szorzat,

Killsnbség. Miiveleti azonossagok. Véletlen kisérletek Maplmodellezés

Részesemény és egymast kizaro események Maple randomize, rand, randperm, randcomb,
powerset, convert, seq, intersect, inequal eljarasai

V 1.2. véletlennel osszefudigkisérletek és kimenetelek

1.2.1. DEFINICIO. Determinisztikus jelenségek



Az olyan jelenségeket nevezzd&terminisztikus jelenségekek, amelyek eredménye
kiszamolhat6,haismertek a bemef adatok és akdrilményeket jellemzparaméterek

Input adatok . 1
Determinisztikus |[Output eredmények

:>- modell >

1.2.1. Abra.A determinisztikus jelenség modellje

1.2.2. PELDA. A szabadesés jelensége
Ha egy targyat (pl. pénzérmét) leejtink készdbesség nélkul a fold felszidiéneért

h > 0 magassagbhal, akkor> 0 id6 alatt a targy altal megtedtt) utat azs(t) = % Ne képlettel

—— | a gravitacios allandd és eltekintiink a légelligsbl).

seé
Annak igazolasara, hogy a szabadahtest sebessége és az altala megtett Gt is fluggetle
targym tomegéil, ahhoz kisérleteket kellett végezni. Ezt a hkisgrletet végezte el Galileo
Galilei és a matematikai modellt Newton vezetta témegvonzas térvényébA vizsgalt
szabadesés jelensége determinisztikusnak bizoéyw@tért az igazoldsara végzett kisérlet
determinisztikus kisérlet.

szamolhatjuk ki (aha = 9.81

1.2.3. DEFINICIO. Sztochasztikus vagy véletlen jeteségek

Az olyan jelenségeket nevezzsktochasztikus vagy véletlen jelenségesk, amelyek
eredmény@em szamolhat6 ki akkor semha ismertek a kdriilményeket jelleénz

paraméterek és a bemehadatok.
@\'életlen zajok

Input adatok Sztochasztikus |Output eredmények

IZ> modell

1.2.2. Abra.A véletlen jelenség modellje

1.2.4. PELDA. A pénzfeldobés jelensége

Ha egy pénzérmét megporgetve feldobunk, akkor &gt@est eldénteni, hogy az érmelyik
oldalan fog megallni nem tudjuka feldobas ebtt. Olyan sok tényéidl fligg a jelenség
végeredménye, hogy minden paramétert nem tudunkmnvam akarunk figyelembe venni.




Nagyszamu kisérletekell elvégezni ahhoz, hogy a pénzérme anyag élsénbk
szabalyossagat vagy éppen szabalytalansagat méjuk t

Tehat gelenségektorvényszeiségeirekisérletek utjan deril fény. Aisérletekalkalmasok mind
a determinisztikus és mind a sztochasztikus jetggisésetén arra, hogy eldontsik vele a
jelenségol, hogy milyen természit

1.2.5. DEFINICIO. Véletlen kisérlet

Az olyan egyértelfien meghatarozoteévékenységt vagy tevékenységek
sorozatahevezzikvéletlen kisérlehek, amelynek

(i) ismerjuk a lehetségésmeneteleit de hogy azok kozul

(i) mikor - melyikkovetkezik be,aztnem tudjuk megadnia kisérlet végrehajtasastil

1.2.6. DEFINICIO. Kimenetel

A véletlen kisérlet egy eredményétenetehek nevezziik, amely tovabbi részekre mar nem
bonthato.

Tehat a véletlen kisérlet ugy valtogatja a kimeeétehogy ebre nem tudjuk megadni, mikor-
melyik fog bekdvetkezni. Sokszori megfigyeléssardran fényt derithetlink az egyes
kimenetelek gyakorisagaira.

1.2.7. DEFINICIO. Véletlen tdémeg jelenség
Az olyan jelenségeket nevezzidgletlentomeg jelenségehkek, amelyekasonlé kérilmények
kozott tetsdleges szamszor megismétebileés kimenetelik véletlensien valtozik

Egyszeti példa véletlen tomeg jelenségre a pénzérme v&ggka feldobasa. Ezen jelenségek
medfigyeléséhez a kisérleteket mi magunk tudjdldékni. Hasonl6 kisérlet lehet példaul egy
laptop szamitdgépkkumulatoranak a teljes feltoltottségi allapotatélemerilésallapotaig

eltelt id5 megfigyelése. A toltést mi tetflieges szamszorda@tiézhetjik. A nikddés idtartama
pontosan nem mondhaté meg a kisérlet lefolytatiésia leg lehet adni eggloszlastsok
élettartam.

Viszont sok mas esetben a véletlen jelenségeketudjok mi magunk éidézni, hanem csak
megfigyeljik a kimeneteleit. llyen jelenség példadbadrengés amelyet nem tudunk@tézni
vagy még csak éte jelezni sem. Egy adott terlletre feljegyezveragések éssegének
gyakorisagait készithetlink eloszlas térképeket.

Vagy avillamok keletkezéseit illetve becsapddasi helyaem tudjuk iranyitani egy vihar
alkalmaval. Hogy hol és mikor lesz a kdvetkedlam becsapddas, azt nem tudjuk pontosan.
Viszont sok megfigyelés alapjan adhatunk elpgzlas térképt a lehetséges becsapddasok
helyének valdsziiségével a vizsgalt teriletre.

Az 6roklédés folyamatabanis kozrejatszik a véletlen. &k nem tudjuk pontosan megmondani,
hogy az utddok a szt melytulajdonsagait, hogyan fogjak 6rokdlni. Lehet azonban egy gén
térképet adni, amennyiben hosszu megfigyeléstdaipk az érokidések sorozataban. Mendel
volt az el$, aki tudomanyos kisérleteket és megfigyelésekgtimtt a borsdk orokitési
folyamataban.

V 1.3. Jaték a véletlennel
A véletlenek hodito utjaszerencse jatétkkal kezadott. Nézzink néhany klasszikus példat.

1.3.1. PELDA. Pénz feldobas



Ha egy pénz érmét j6l megpdorgefetlobunk, akkor nem lehet éte megjosolni hogy
melyik felére esik. Annyi bizonyos, hogy az érmegyafej vagy adras oldalan landol. Ha
sokszomegpordtl az érme a levédpen, majd tobbszdgrattogva is gurula féldon, akkor
altalaban a végeredmeényéred nem lehet kitalalni.

Ha mégis dire pontosan meg tudjuk mondani, hogy melyik oldaksik az érme, akkor az az
eérme nem alkalmas a véletlen kisérletek bemutatasar

1.3.1. abra. Pénzérme feldobasa és porgetése
Egy pénzéerme feldobasankikeérlete soran a lehetségameneteleka "fej" és az "iras" ertékek.

1.3.2. PELDA. Kocka dobas

Hasonlé moédon egyobdkockafeldobasa és megpoérgetése utan, altalaban neoktekije
megmondani, hogylzat oldala kézil melyiken fog megallni. A dobas érteke azans lesz,
amelyet feltlél latunk, miutan egyik lapjan megallit.

1.3.2. abra. Dobo kocka feldobasa és guritasa
A kocka dobéakisérlete soran a lehetségamenetelekaz 1, 2, 3, 4, 5 és 6 értékek.

1.3.3. PELDA. Szabalyos testek feldobasa

Nemcsak a dobdokocka az egyetlen olgaabalyos testamely alkalmas véletlen kisérletek
bemutatasara. Vannak olyan szabalyos egybevagadplapokkal hatarolt testek réviden
poliéderek amelyeket ha elkeszitiink féfipfabol vagy niianyagbol égldobunk, akkor egyik
lapjanstabilan megall. Igy definialhatjuk, hogy mi legyen a dole&sdménye.

A Maple "geom3t csomagjaval felrajzoltunk néhany szabalyos pelieds alatta képeket
mutatunk ezeknegvaldsitott"dobokockas" valtozatéara is.

> restart: with(geom3d :
> testek:= matrix(1, 5, draw( tetrahedrof T4point(q 0,0, 0), 1) ), draw( hexahedrop T.6
point(q 0,0, 0), 1) ), draw( octahedro T&oint(q 0,0, 0), 1) ), draw( dodecahedrdn T12




point(q 0, 0, 0), 1) ), draw( icosahedroft T2@oint(q 0,0,0),1))]) :
> plotg| display(testeK :
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1.3.3. abra. Szabalyos egybevagé sokszéglapokidiatiatestek
A fenti szabalyos testek neveit, lapjainak szars@zegy lapot alkoté szabalyos
sokszo6g oldalainak szamat mutatja az alabbi tablaza

Egy oldalt alkoto
A test neve [ Oldallap | szabalyos sokszdg
ok oldalainak szama
szama

tetraéder 4 3
kocka 6 4
(hexaeder)

oktaéder 8 3
dodekaéder 12 5
ikozaéder 20 3

1.3.4. PELDA. Félig szabalyos testek feldobasa

A szabalyos testekhez hasonlo tulajdonsagokkaleleaznek a "félig" szabalyos testek.
Példaul az alabbi "cuboktaéder” fidestet 8 szabalyos haromszdg €s 6 négyzet hatarol
(Forgassuk meg a rajzot!). Tehat 6sszesen 14 okdalade nem egyforma eséllyel esik
mindegyik oldalara. A négyzetek terilete nagyolzriegyakrabban all meg ezeken az
oldalain.

> draw( cuboctahedron ,point( o, 0,0,0), 1))




1.3.5. PELDA. Konkav szabalyos testek feldobasa

Vannak olyan egybevago sokszdg lapokkal hatarstekeis, amelyek klasszikus értelemben
nem alkalmasaka véletlen jelenségek bemutatasara. Tekintsukd@bisharomszog lapokkal
hatéroltkonkav testet, amely nem a lapjain all meg, hanem valamelyékBcsan.

> draw( SmallStellatedDodecahedron gmint( g 0, 0, 0), 1))

Erre a testre azt is nehéz lenne meghatarozni, astgbil helyzete utan milesz a dobas
eredménye.

1.3.6. PELDA. Francia kartya alapu jatékok
A francia kartya lapjainak két ismertéttulajdonsaga van, az egyilszine(d-féle és a masik @
magassaga (13-félejzzek alapjan egy pakliban &kilénbos lapok szama 52 (=4x13).

A négy szina treff (d= fekete haromlevéllohere), a karoO€ =piros rombusz), adt (¥ = piros
sziv) és a pikk«&=fekete landzsahegy). Tehat ezek nem valddi szfrekem a lapok sarkaba
taldlhato jelek. Bizonyos jatékok esetén a szimégagrendije is szamit, amely megfelel az
elébbi felsorolasnak: a treff a leggyengébb és a pikdgebésebb. A szinek roviditésénél
célszett az angol kezébetiket hasznalni a magyar likthelyett, mert azok kilonb6znek a
figurak kezd betiitél: clubs @=c), diamonds ¢ =d), hearts  =h), ypades £=s).

A lapoknakl3 féle magassagi értéklehet: ezek a szamok &-1.0-ig, 6ket kbvetik a figuras
lapok: bubi vagy jumbd (jeld), dama (jel& — queen ), kiraly (jel& —king) és az 4sz (jels).

-




A francia kartyara alapozott néhany jaték az alabbi
* blackjack vagy huszonegy

* bridzs

* pOker

e roémi

e kanaszta

1.3.7. PELDA. A rulett jaték

A rulett az egyik legnépszéib kaszino jatékok egyike. Tobb véaltozata ismemtkekdzil a
legnépszdibbek a francia, az amerikai (duplanullas) és aamairulett.

A rulettkerék egy nagyméietatanyér, amelyben fogantyaval ellatott korongtpszabadon.
A korong szélén kis rekeszek sorakoznak, melledtiik-36 szamok (fekete vagy piros $zin
alapon), valamint a 0 (az amerikai rulettben a dupillas 00 is) van feltlintetve.

Az asztalon egy tabla talalhat6 és rajta 36 szamegfelad szinekkel, valamint egy nulla 0 vagy
dupla nulla 00. A szdmmék kdzll az 16l 36-ig szamozott mék harom oszlopban
sorakoznak: az elssorban 1, 2, 3, a masodik sorban 4, 5, 6 stb. Ba#édmok szint is viselnek,
minden szam vagy piros, vagy fekete.

A jatékosok célja a rendelkezésukre allé pénzoggdeginél tovabb jatékban maradni €s nyerni.
A bank célja a jatékosok pénzének elnyerése. Agatak [épés gyanant zsetonokat helyeznek el a
tabla tetséleges medire, tetséleges szadmban.

Ha mindenki tett, a krupié megpdrgeti a rulettketeknajdbeledobja a rulettgolydt ami

rekeszél rekeszre ugralva végul is kikot valamelyik rekesa: ennek szama a nyszam.

A krupié az 6sszes tétrmegallapitja, hogy nyert-e. Ha egy tét olyan émezan, ami megfelel a
nyerszamnak, a tét tulajdonosanak visszaadja a téeehgsreményt is, amit a bankbdl fizet ki.
A vesztes téteket a krupié besopri a bankba.




1.3.8. PELDA. Lotto jatékok

Az 6toslotté Magyarorszag egyik legrégebbi szanatika, jatékszabalyai rendkivil
egyszetfiek: 90 szambol 5-6t kell megjeldini.

A jatékos akkor nyer, ha a kisorsolt 5 szam koeghalabb 2-t sikertil eltalalnia egy jatékriez
Akkor ér el telitaldlatot, ha az altala megjeldihohaz 5 szam egyezik a kisorsolt
nyerbszamokkal.

1.3.9. PELDA. Magyar kartya jatékok
A magyar kértya 32 lapjat@llithatjuk az alabbi 4-félszin

y =

piros , makk

és a samok= {4sz kiraly, felss, alsg X, IX, VIII, VIl } halmazaibdl képezett rendezett parok
halmaza.

ASZ KIRALY FELSO

A magyar kértyara alapozott néhany jatéek
* alsos

e huszonegyes

e l6rum

e snapszer

e ulti, rabléulti



e 7sirozas

1.3.10. PELDA. Urna modellek, visszatevéses és vmtevés nélkilli mintavételek
Az urna modellekkel szamos esetben helyettesitketifis kozismert modelleket.

1.3.10.1 Egyszabdalyos pénzérméeldobasanak véletlen kisérlete helyett tekinthleggy urnat,
melyben két egyforma goly6é van megszamozva "01€sZamokkal. Természetesen kilibt
golyok szama nem lathatd, csak ha szétcsavarjulgkBlesrjik a ket golyot es véletlensizen
kihazunk kozuluk egyet. Feljegyezzik a kihuzottygaszamat. Ujabb kisérletédd a kihtzott
golyotvisszatesszukbiztositva ezzel azt, hogy{a 0, 4zamok kozul tudjunk ismét egyforma
eséllyel valasztani. A "0"="Fej" és az "1"="Iras'egfeleltetéssel ez az urna modell helyettesiti a
pénzfeldobas kisérletét.

1.3.10.2 A francia kéartya 52 lapjat sorba allitva az "1"#2" kartyatol az "52"=8A" kartyaig
készithetlink egy urnat 52 egyforma golydval, amayenegszamozunk beldlr'1"-tél "52"-ig.
Ekkor az 52 goly6 megkeverése megfelel az 52 kiapyagy keverésenek. A pokerben az 5 lap
kiosztasa egy jatékosnak ugy modelleghenhaval, hogy 5 golyot hdzunk ki az urnabdl
visszatevés nélkul

V 1.4, Jatékok Maple modellezése

Az 1.3. pontban leirt jatékok kozul néhanynak megijuk a lehetséges Maple modellezését.
Minden esetben meg kell adni, hogy milyen lehetsdgrmenetelek kdzul valaszthatunk
véletlenszdien.

1.4.1. PELDA. Szabalyos érme feldobasanak Maple melije

Pénzérme feldobasakor két kimenetel lehetségesgpazeiliség kedvéért legyenek ezek 0 és
1.
Az érme:= rand(0..1) utasitas eredménye egy eljaras, melynek parafigitga tres és értéke
0 vagy 1 véletlenszéen generalt szam. Hasznaljukaadomize(keljarast a véletlenszer
kezd érték beallithsa érdekében, ritehrand eljarast meghivjuk.

> restart
> randomize )
1379849161 (1.4.1)

> érme:= rand(0..1)

érme:=proc( ) (1.4.2)
proc( ) option builtin = RandNumberinterfage end proc(6, 2, 1)

end proc

> egydobas= érmd )
egydobas=1 (1.4.3)

Véletlen dobas sorozatosageljarassal tudunk generalni.

> dobas_sorozat= [seq erme), k=1..20) ]
dobas_sorozat[1,0,0,1,1,0,1,0,1,0,1,0,0,0,1,0,0,1,1,0 (1.4.4)

1.4.2. PELDA. A szabélyos kocka feldobas Maple motlje

Mivel a kockadobas lehetséges kimenetelei az 1,2,3,6 értékek, ezértrand(1..6) eljaras
alkalmas ezen szamok véletlensizgeneralasara. Tobb dobasbdl all6 dobas sorozasat a
eljarassal képezhetink.




> kocka:= rand(1..6)
kocka:= proc( ) (1.4.5)

proc( ) option builtin = RandNumberinterfage end proc(6, 6, 3) +1
end proc

> egydobas= kockq )

egydobas=5 (1.4.6)
> dobas_sorozat= seqd kocka), k=1..20
dobas_sorozat 2,5,6, 2,3,4,4,6,5,3,1,5,2,3,2,2,4,3,3,1 (1.4.7)

1.4.3. PELDA. LOTTO szamok véletlenszat hizasanak Maple modellje

Tekintsiik a 90 szam kozill 5 szam véletlenskértizasanak LOTTO kisérletét. Egy
véletlenszdr huzast @&ombinatcsomagban talalhatandcomb(90, 5) hivassal kaphatunk. A
randcombeljards garantalja, hogy mind az 5 kivalasztanskilonbos lesz és a sorrend ne
szamit, ugyanis halmaz adatstrukturat kapunk vissza

m

> with(combina} :
> egy_lottd_huzas= randcomly90, 5)
egy_lotté_huzas {21, 33, 34, 43, 69 (1.4.8)
> Lottd_huzasok= sedq randcom{®0, 5), k=1..7)
Lotté_huzasok= {11, 66, 70, 72, 78 {6, 13, 26, 52, 8), {2, 14, 26, 35, 4%, {5, 37, (1.4.9)
61,62, 7%, {25, 30,53, 67, 8}, {1, 4,48, 49, 55, {7, 11, 30, 33, 70

A fenti sorozat egyszerre 7 LOTTO sorsolas eredégisymutatja.

1.4.4. PELDA. Magyar kartya keverése és kiosztasaaple szimulaciéval
A magyar kartya 32 lapjatd@llithatjuk agy, mint a 4-félszin={piros, tok, zdld, makk } és a

> szinek:= [ piros, tok z6ld makKk];
szamok= [&sz kiraly, felss, alsq, X, IX, VIII, VII ]
szinek= [ piros tok zold, makk]
szadmok= [&sz kiraly, felss, alsg, X, IX, VIII, VII ] (1.4.10)

A lehetséges parokat egy 4x8-as matrixba kark@pezni.

;::M := Matrix(4, 8, (i, ) — [szinek i, szamok ]1) (1.4.11)

[[[piros as?, [ piros kirély], [ piros felsj], [ piros alsd], [ piros X], [ piros, IX], [piros

VI, [ piros VIIT ],

[ [0k asZ, [tok kiraly], [tok felss], [tk als6], [tok X], [tk IX], [tok VIII], [tok VII] ],

[[z06ld asd, [z6ld kiraly], [zold felss], [zold alsd], [z6ld X], [zold 1X], [zold VIII], [z6ld VI ],
[[makk as7, [makk kiraly], [ makk felss], [ makk alsd], [makk X], [makk IX], [makk VIIl], [makkVII]
1]

szamok= {asz kirdly, felss, alsg, X, 1X, VIII, VII } halmazaibol képezett rendezett parok Iisté'a.

A matrix elemeilistaba konvertalva megkapjuk a magyar kartya 32 lehetsémat egy lista



adatstrukturaban.

> mkartya:= convert Mlist)
mkartya:= [ [ piros, asz, [tok asZ], [ z6ld asz], [makk asZ], [ piros kiraly], [tok (1.4.12)
kiraly], [z0ld kiraly], [ makk kiraly], [ piros felss], [tOk felss], [z0ld, felss],
[makk felss], [ piros also], [tok alsé], [zdld also], [ makk also], [ piros, X],
[tOk X1, [z6ld X1, [makk X], [ piros, IX], [tok IX], [z6ld IX], [makk IX],
[ piros VIII ], [tok VIII ], [z6ld VI ], [makk VIII ], [ piros VII ], [tok VII], [z0ld,
VII], [makk VII]]

A 32 lap egykeveré® annyit jelent, hogy képeziink egy véletlengzarrendet. Véletlen
sorrendet aombinatcsomagandpermeljardsaval tudunk megadni.

> keverés= randperm( mkartya
keverés= [ [makk VII], [ piros IX], [z6ld, VIII ], [ piros, VIII ], [tOk kiraly], [tOk IX], (1.4.13)
[tok VIIT, [tok VIII ], [ makk kiraly], [tok alsé], [zo6ld, IX], [zo6ld felss], [ makk
also], [tok felss], [tOk asz], [makk asz, [tok X1, [z0ld also], [ piros VII],
[zOld X ], [makk IX ], [makk felss], [ piros alsoé], [ piros asz, [z0ld VII],
[makk VIII ], [ piros felss], [ piros X1, [makk X1, [z6ld kiraly], [z6ld, &sZ,
[ piros kiraly]]

A lapokkiosztasaannyit jelent, hogy néhany lapot (ismétlés nélkivalasztunk a 32 lap kdzul.
Osszunk ki példaul 5 lapot a 32 lap kézll vélettensn. Ezt a&zombinat csomagban talalhat6
randcomhb mkartya5) eljarassal is megadhatunk.

> osztas= randcomly mkartyab)
osztas= [ [makk &sZ, [ piros kiraly], [z6ld, X1, [ piros, IX ], [tok VII]] (1.4.14)

Egy masik lehetségémpkiosztastugy is képezhetiink, ha 5 kartyat leemelink a mesgk@akii
tetejétl. Ezt program szinten megtehetjikeverédista el$ 5 elemének kivalasztasaval.

> egyosztas= keverégl ..5]
egyosztass [ [makk VII ], [ piros IX], [z6ld, VIII ], [ piros VIII ], [tOk kiraly]] (1.4.15)

V 1.5. Eseménytér megadasa és szemléltetése

1.5.1. DEFINICIO. Eseménytér

Egy véletlen kisérlgisszes lehetséges kimenetelésszegijijtve egy halmazba, kapjuk a
kisérleteseményterétAz eseménytér jele a géréy(nagy omega) bét

Az eseménytér megadasakor a halmazok egyértelagadasi szabalyait kell betartanunk. Tehat
vagyfelsoroljuk az elemeit(ha tudjuk) vagy leirjulaz elemeketgyértelmi utasitasokkal

1.5.2. DEFINICIO. Véges vagy végtelen eseménytér

Az esemeénytér lehgégesvagyveégtelenaszerint, hogy2 elemeinek szama véges vagy
végtelen




1.5.3. DEFINICIO. Diszkrét vagy folytonos eseményté

Az eseménytédiszkrét, ha elemeinek szama véges vagy megszamlalhatgasiamt

Az eseménytéiolytonos ha elemeinek szama kontinuum szamossagu, azgabiagnint a
megszamlalhatéan végtelen.

1.5.4. PELDA. A pénz feldobas eseménytere
Pénzfeldobas esetén az eseményt€r aZ fej iras} halmaz, amelyet helyettesithetiink az
Q ={0, 1} halmazzal.

1.5.5. PELDA. Végtelen eseménytér a pénz feldobasérletére

A pénzfeldobas jelensége alkalmas arra is, hogy elghnkisérletet végezziinkamelynek
esemeénytere végtelen halmaz. Ehhez dobjuk fel 28pérét addigamig ‘fej” értéket nem
kapunk.

Ekkor az eseménytér elemei - vagyis a kisérlet katadei- lehetnek azok a szamok, ahanyadik
dobasrafej értéket kapunk. Az £ Q kimenetel azt jelenti, hogy élslobasra fej” érteket
kaptunk. Ha els dobasrdras értéket kapunk, akkor mégegyszer kell dobni. Mavehdsodik
dobas fliggetlen az ék$l, ezért fuiggetlenil attdl, hogy az &ldobas értéke milyen lett,
kaphatunk masodikréej vagyiras érteket. Ha a masodik dobas éerté§e akkor a kisérlet
kimenetele 2 lesz. Hasonléare Q azt jelenti, hogy az elgn — 1) pénzdobas eredménye iras
lett és an-ik dobasra kaptunk &zor fej értéket. Tehat az eseménytér ehhez detiser
Q={1,2,3,4,.}.
A kisérlet kimenetelének képzését az aldbbi fardimgal tudjuk szemléltetni

1.5.1. abra. Addig dobjunk pénzt, amig fej értélen kapunk esemeényterének képzése
A természetes szadmok helyett megadhatjuk azokaioaatokat, amelyek az egyes kimenetelek.
Ezért az eseményter lehet a kovetkez
Q=A{F IF, lIIF, IlIF,...}.
Az esemeénytér elemei jelzik, hogy hadetobasra fej jott ki, akkor ez egy lehetséges kieteln
Ha elsre iras jott ki €és a masodik dobas fej lett, akkoiF kimenetelt kapjuk és igy tovabb.

1.5.6. PELDA. Kockadobéas eseménytere
Kockadobas esetén az eseménytdRaz{1, 2, 3, 4, 5, 6 halmaz.

1.5.7. PELDA. Ot6és LOTTO sorsolasanak eseménytere
Adjuk meg aZ;A = {1, 2, 3,..., 90 alaphalmazbdl kivalaszthaté 6sszes 5 éleészhalmazok

halmazat, mely a LOTTO hlzas eseménytere.

Felsorolni az 6sszes esetet nem tudjuk, ezek nagggy szadma miatt. Ezért matematikai
szempontbdl halmazokkal egyértekem leirjuk



Qz{{o)l, O, Oy 0, o)SH o €A *o kxmkme (1,234, E}}.

1.5.8. PELDA. Magyar kartya keverésének eseménytere
Ha azA= {1, 2, 3,..., 32 szamok jelolik a 32 kilonbézanagyar kartya lapot, akkor egy
keverés megfelel a szamok egy lehetséges sorrahdjarkeverések utan kialakult sorrend gz
eseménytér egy eleme. Tehat megadjuk a keveréiekésiek eseményterét, ha a 32 szam
0sszes lehetséges sorrendjét leirjuk
Qz{ (mk,(ok,...,mk )‘ o EA® Fo,i#]ijE A}.
1 2 32 i i J

1.5.9. PELDA. Egy érmét dobunk fel kétszer vagy kérmét dobunk fel egyszerre
kisérletek eseménytere

A cimben jelzett probléma kktilonb6zé kisérletetjelent. Vajon kilonbdzik-e a két kisérlet
eseményterevagy célszdr ugyanazt a halmazt valasztani?

Jeldlje ehhez
K, azegy ermével dobunk kétszer egymasutakisérletet, mig

K, aket egyforma érmét dobunk fel egyszerr&isérletet.

A probléma lényege abban all, hogy amig, &isérletnél meg tudjuk klonboztetnifej — iras

illetve iras — fejdobasok sorrendjét, addigakisérletnél nincs sorrend a ket egyforma pénzerme
kozott. Ezért a fenti két kimenetelt ugyanannakntdletjuk.

Tehat &, - kisérlet eseményter@lz {[F,F], [F, 1, [I, F], [I, 1]} négy eleni halmaz, mig
aK,-kisérlet eseményter@zz {{F,F}, {F, 1}, {1, 1}} hdrom eleri halmaz. (rovidités =fejés

| =ird9

Nem szabad azonban elhallgatni afdrdostényt, hogy az eseménytér elemi eseményeihez

valésziriségeket fogunk rendelni (Id. 2. fejezet). Ezérspéh vizsgalni, hogy az egyes
kimenetelek milyen gyakran kdvetkeznek be.

A K kisérletQ, eseméenyterének mind a 4 eleagyforman valosziri, ha az érme szabalyos.

Vagyis a hozza rendelt valosiigeg mindegyike%r lesz

P({[F FI}) =P({IF 11}) =P({IL F1}) =P({[L11}) =%.

A K; kisérletQ, esemenyterének 3 eleme viszont nem egyformanaiaigsikkor sem, ha

mindkét érme szabalyos. Ugyanis kétszer olyan gyakovetkezik be agF, I} kimenetel, mint
az{F, F} vagy({l, I} kimenetelek valamelyike. Hiszen &g, |} kimenetel kétféleképpen is
bekbvetkezhet. Vagy Ugy, hogy az egyik fej és akriéss vagy forditva, hidba egyforma a két

érme. Ezerf), esetén a valoszinégek ket esetbe%r €s egy esetbe% lesz

1

P({F F})=P({I}) :% esP({F1}) :E .

FIGYELMEZTETES
Annak érdekében, hogy elkeriljuk a fenti asszirketrivaloszitiségi me# esetét, hasznaljuk a

K, ésK, kiséerletek mindegyikénélale: {[F,F], [F, 11, [, F], [I,1]} négy elem
eseményteret, amelybelffaj,iras)és(iras,fej)sorrendekanegkilénboztetjik.



Szemléltessila két pénzérme lehetséges kimenettdegraf segitségével.

> restart:
csucsl= "fej,iras:
csucsz2= fej-fej, fej-irds iras-fej iras-iras:
csucsok= [2 dobascsucslcsucs?:
élekl:= [2 dobas fej ], [2 dobasiras] :
élek2:= [ fej, ‘fej-fej’, [ fej, fej-iras), [iras, iras-fej], [iras, irds-iras] :
élek:= { élekl éIekZ} ;

> with(GraphTheory :

> G := Graph( undirectedcsucsokélek) :

> Graf_Rajz:= DrawGraph G showlabels=true) :
plots] display ([ Graf_RajZ, scaling=unconstrained;

2 dobas

fej-fej fej-irds iras-fejirdas-irds

1.5.2. abra. Eseménytér szemléltetése fa graftadrivée dobasi kisérletéhez

Az 1.5.2. 4bra grafja a kdbbas 0sszes lehetséges variacigzemlélteti. Az el dobas lehefej
vagyiras Ha az el§ dobadej akkor kétfelé 4gazik a fa, mert a masodik dolotEkeé is lehet
fej vagy irds Ha az el§ dobadras, akkor is kétfelé agazik a fa, mert a masodik dabréeke
ekkor is lehetfej vagy iras

A parositasokat matrix formab@nszemléltethetjik.

> kimenetelek= { fej, iras};
Két pénzérme dobas lehetséges kimenetdigtrix (2, 2, (i, j) — [Kimenetelek T
kimenetelek Jj])
kimenetelek= { fej, iras}
e , , . [ fej fej] [ fej iras]
Két pénzérme dobas lehetséges kimerretele =~ =~ (1.5.1)
[iras fej] [iras iras]

1.5.10. PELDA. I1zz6 lampa élettartamanak folytonogseménytere




1.5.3. abra. 1zz6lampaitkodése és tonkremenetele
Villanyizzok élettartama a bekapcsolastol a tonleretelig ebre nem josolhaté meg. Ezért az a
kisérlet, amely egy izz0 élettartamat vizsgageetlen kisérlet Az élettartam elméleti

szempontbdT > 0 tetsdleges nem-negativ szam lehet, vagyis az eseménytéi,«)

folytonos. Sok kisérletet végezve megadhato aivedgbkorisag hisztogram, amely megmutatja,
milyen gyakorisaggal esnek az izzokkndési idbtartamai az egyesdtartomanyokba. (lasd a
1.5.4. &brat)

Hisztogram és az illesztett sirdiség fuggvény
0.012

0.014
0.00§
0.004

0.004
0.007
0

300 400 500

1.5.4. abra. Izz6lampa élettartamanak relativ gyisg hisztogramja és az erre illesztéttiség figgvény

A gyarté megadja azt @lagosélettartamot pl. 350 érat, amennyi ideignagyobb
valdsziniséggemiikddik egy izzé. Ennél sokkal kevesebb ideigkiids izz6 csak kevés lehet,
mert ellenkeé esetben nem veszik meg a §kés ezért tonkre mehet a cég. Az atlagosnal sokkal
tovabb ntikddé izzok szama szintén keves van, mert "sokaigkand izzolampa esetén ritkan
vesznek a velk izzot, ezért a cég ugyancsak tonkre mehet. Ettésknyomas kényszeriti az
élettartamra a fenti szimmetrikus harang gorbét!

1.5.11. PELDA. Emberek sulyanak és magassaganakytonos eseménytere

Emberek egy csoportjabdl kivalasztva valakit ésménye a sulyat kg-ban és a magassagat cm-
ben véletlenszérértekeket kapunk. Ezek a mennyiségek folytonogdtoznak és nem lehetnek

negativak. Ezért az eseménytéflz [0,0) =R N nem-negativ valés szamok halmaza. Lathato,

hogy az eseménytér elemei nemcsak maguk a szamodrha szamokhoz tartozo fizikai
mértékegysegek is, mint pl. a kg vagy a cm.




1.5.12. PELDA. Idbjarassal kapcsolatos folytonos eseményterek

Méréseket végezhetiink a foldfelsiibjarasi jelenségénekellemz paramétereire, igy a
* leved hémérsekletének napi alakulasa (maximalis, miniméigy atlag érték) °C-ban:
Q=[-273,x).

 csapadék mennyisége egy nap (vagy egy év) alatberm@ = [0, ) =R L

» széllokések napi sebességének maxim%%g— ban:Q=[0,0) =R L

« légnyomas értékiePa-ban: Q =[0,0) =R L
« a talaj nedvesség tartalom %-o0s értéRes [0 %, 100%].

Mindezekfolytonosan valtozémennyiségek, amelyekre vannak fizikarlatok . A
meéreszkdzok bizonyogontossagal mutatjak a mennyiségeket, ezért ezeket az e8kkib
fuggéendiszkrét értékeknek is tekinthetnénk. Viszont im@m szeretnénk matematikai modellt
valtani akkor, amikor pontosabb né&szkozt készitiink, akkoélszefi a matematikai modellt
folytonosnak tekinteni.

1.5.13. PELDA. Optikai alapti kommunikéacios rendszek végtelen diszkrét eseménytere

Az optikai kommunikaciés rendszerek alagveszkdze éotodetektor, amely a fellletén elnyelt
llyen médon alkalmas eszk6z optikai alapu rendskene a fény impulzusok elektromos
impulzusokké alakitaséra. A kapott elektromos impsbk felhasznalhatok a telefonokban vagy a
szamitdégépekben. llyen optikai eszkdzoket haszkalfiast érzékeléstizérzékelés esetén a
riaszto berendezédden, mozgas érzékddben, utcai lampak reléineltkony kapcsolaban,

atomi méreteket érzékelin.eré mikroszképokban.

Mivel a fotodetektor a kvantumok véletlenskbecsapddasait érzékeli és tovabbitja az
informéciot elektromos impulzusok formajdban, eazdrzékelések szamiesz a
megfigyelésink vagy kisérletlikikmenetele Az dsszes kimenetelek halmaza egy adott
idointervallum alatt ag2 = {0, 1, 2, 3,..} =N természetes szamok halmaza. A kimenetel értéke
akkor 0, ha az adottdtrtomanyban nem érkezett egy kvantum se éa az adott
idéintervallumban dsszesaen= N kvantum érkezett.

1.5.5. 4bra. Fotodetektor

V16 Események és tiveletek eseményekkel

Egy véletlen kisérlet lehetséges kimenetelei kd2hlanyat kivalasztva egy halmazba esemeényt
kapunk. Az eseményekkel ugyanolyativeleteket végezhetink, mint a halmazokkal.

1.6.1. DEFINICIO. Esemény, elemi esemény, dsszeteiemény
Az Q eseménytér valamelrészhalmazat (A = Q) eseménnek nevezziik, mely az adott



véletlen jelenség néhany kimenetelét tartalmazasa Halmaz egy eleii = {}, akkor a
neveelemi eseményAz olyan eseményt, amely nemcsak egy kimenetgtlmazisszetett
eseménnek nevezzik.

Egy A esemény akkdtbvetkezik be ha a kisérlet kimenetele Ahalmaz valamelyikleme
Az események jelolésére nagyibett €s szemléltetésére a halmazelméldblcsonzottvVenn-
diagramot hasznaljuk.

A esemeény

1.6.1. abra. Az A esemény 4brazolasa Venn-diagramma
Az Qtéglalap belseje az eseményteret szemlélteti, mig ebbénedipszis vagy koér alaku
tartomany az eseményt szimbolizalja.

1.6.2. DEFINICIO. Lehetetlen esemény, biztos esemgn

Az Ures halmaz (jel®) -amelynek nincs egyetlen eleme-sgem kdvethezhet be semmilyen
maédon. Ennélfogv& neve dehetetlen esemény

Mivel azQ eseménytér tartalmazza a kisérlet 6sszes lehstkiégenetelét, ezéf biztosan
bekovetkezik. Ennélfogv@ neve aiztos esemény

1.6.3.PELDA. Pénzfeldobas eseményei

A pénzfeldoba® = {Fej iras} eseménytere 2 eldmamelyekisl 6sszesen 4 kiilnbéz
részhalmazt tudunk képezni és ezek az alabbiak!

@={} a lehetetlen esemény
{Fej} a fej dobas elemi eseménye
{lras} az iras dobas elemi eseménye

Q= {Fej irds} a biztos esemény

1.6.4. DEFINICIO. Hatvanyhalmaz
Egy H hamazsszes részhalmazainak halmazatH halmaz hatvanyhalmazanak nevezzik|
melynek jele 2. Tehat

H=(AA S H)

A Maplecombinatcsomagpowerset n eljarasa & = {1, 2,...,n} szamhalmaz hatvanyhalmaz
adja meg. Nézzik rendre n=2, 3, 4 esetén a hivérsaknényeit.

> with(combinaj :
powerset2); powerset3); powerset4)
{{ 3 {1} {2} {1, 2}}

({1 {3 {28 {34 {1, 2}, {1, 3}, {2,3}, {1, 2, 3}}



({5 {11 {23 {3} {4, {1, 23, {1, 3}, {1,4}, {2, 3}, {2, 4}, {3,4}, {1,2, 3, {1, (1.6.)
2,4},{1,3,4,{2,3,4,{(1,2,3,4)}

Azt lathatjuk, hogyh =2 esetén a hatvényhalmafz=24 elenti, n = 3 esetén a hatvanyhalmaz

2° =8 elenti ésn =4 esetén a hatvényhalmé‘z:.’ﬂG elenti. Nyilvanvaléan a felfedezett szabaly
nem véletlenszér amelyet rogzitlink az alabbi tétel formaban.

1.6.5. TETEL. Hatvanyhalmaz elemeinek szama

Ha a H halmanm elemi (n > 1 egész), vagyi$i| =n, akkor a 2 hatvanyhalmaz elemeinek
szama 2

Megjegyzeés. A 2 hatvany jelolést és magat az elnevezést is artétgyarazza.

Bizonyitas.

Most egy teljes indukcids bizonyitast mutatunk. #dsa kombinatorikai résznél adunk egy
Ujabb bizonyitast.

Lattuk, hogyn =1, 2, 3és4 elenti H halmazokra az allitas igaz. Tegyik fel, hogy éizaligaz
tetsdleges legfeljeblm( > 1) elemi halmazra. LegyeHl = {hl, hy,....hy, by 1) €gy(n+ 1)

elemi halmaz. A ? hatvanyhalmaz elemeit osszuk két résgglik részbetartozzanak azok
részhalmazok, amelyekbbp, , nincs benne. Ide tartozik tébbek kdz6tt az Urésidais. Az

0sszes ilyen részhalmaz megegyezﬂkra{ hy, hy,...y hn} n elemi halmaz hatvanyhalmazaval.

Ezen részhalmazok szama az indukcids feltevéas2RriA méasik részbeolyan részhalmazok
tartoznak, amelyek mindegyikében benne vap_a, elem. Ezeket ugy is szarmaztathatjuk, hogy

a® hatvanyhalmazban szeréphindegyik részhalmazhoz hozzatessziik a, elemet. igy ezek
szama is az indukcios feltevés szerhflzhaf 2| =2"+ 2"=2"*"1

1.6.6. PELDA. Kockadobéas néhany eseménye

A kockadoba€2 = {1, 2, 3, 4, 5, 6 eseménytere 6 eldngés igy 1.6.5 tétel alapjan dsszesen

2° =64 részhalmaza van. Ezek mindegyikét nem sordjljicsak megadunk néhany nevezetes
esemenyt.

PT={1,3,5 a paratlan dobasok eseménye

PS={(2,4,6; a paros dobasok eseménye

H:= {6} a hatos dobas elemi eseménye

1.6.7. DEFINICIO. Tagadas vagy ellentét (komplememt) esemény
Egy A eseméntagadasatalkotjfkmindazok a kimenetelek, amelyek nincsenek A-ban. A
tagadas esemény jeldlésre hasznaljuRateliilvonast vagy aa° kitevébenc jeldlést.

A tagadas esemény kifejezés mellett hasznalateBeatet esemeny vaggomplementer
esemeény kifejezések is. Azagadas esemenyenek jellesére egyarant hasznaljuk az A

feltilvonast vagy aA° komplementerre utald— kitevst
A=A"={x e Q| x & A}.



A esemeény

1.6.2. abra. Az eredeti A esemény és tagadasanak-tfagrammja
Az Atagadas esemény nem mas, mint az A eseményriekalmazra vett kiegésaihalmaza,
vagyis

A=A"=Q\A
1.6.8. PELDA.
A kockadoba2 = {1, 2, 3, 4, 5, 6 eseményterébenP = {1, 3, 5 a paratlan dobas esemér
tagadasa a

PT=PS= {2, 4, 6} paros dobas eseménye.

Yy

1.6.9. TETEL. Azonossagok a tagadas iiveletére
A tagadas eseményre érvényesek az alabbi azonéssago
() @¢=Q, vagyis a lehetetlen esemény tagadasa a biztosege

(i) Q°=g, vagyis a biztos esemény tagadasa a lehetetleméage
(iii) (A°)°=A vagyis a tagadas esemény tagadasa az eredetirgsemé

1.6.10. DEFINICIO. Események unidja vagy 6sszege

Egy véletlen jelenséd ésB eseményeinek + B sszegéalkotjdkmindazonkimenetelek,
amelyek vagy a& eseményhez vagyBaeseményhez tartoznak.

Az 6sszexz06 mellett hasznéljuk az eseményaldja kifejezésis. AzA + B 6sszeg jelblésére
azAU B unio jel6lés is hasznalatos

AUB=A+B={x € Q| x € Avagy x € B}.

1.6.3. abra. Az A és B események- B sszegének Venn-diagrammja




1.6.11. DEFINICIO. Események metszete, szorzata waggyiittes

bekbvetkezéese
Egy véletlen jelenséfy ésB eseményeinek: B szorzatatalkotjakmindazon kimenetelek,
amelyek azA eseményhez is é8Baseményhez is tartoznaksAorzatszé mellett hasznalatos
az eseményeaketszetevagyegyuttes bekdvetkezéddfejezések is. AA-B szorzat jeldlésére
azAN B metszet jeldlést is hasznaljuk

ANB=A-B={x € Q|x e Aésx € B}

A @

1.6.4. dbra. Az A és B eseményelB szorzatanak Venn-diagrammja

1.6.12. DEFINICIO. Egymast kizar6 események
Ha azA ésB események egyszerre nem kovetkezhetnek be, vAdyis@ a metszetilk a
lehetetlen esemény, akkor azt mondjuk, hogi 6B eseményekgymast kizarok

1.6.5. abra. Az A és B egymast kizar6 események\disgrammija

1.6.13. DEFINICIO. Események killbnbsége
Egy véletlen jelenséd ésB eseményeinek- B killonbségétalkotjak mindazon kimenetelek,
amelyek azA eseményhez tartoznak, dB aseményhez nem

A-B={x€ Q| x € Aésx & B}=AB

1.6.6. abra. Az A és B eseményekB kilonbségének Venn-diagrammija



A kiulénbség esemény mar kifejezbiettagadas és a metszet segitségével. Ezért \eahGjédm
kellene ra bevezetni (] jel6lést.

1.6.14. TETEL. Killénbség megadhato a tagadas és a&tazet segitségével
TetsBlegesA ésB eseményré — B = AN B azonosség teljesiil.

Bizonyitas
Venn-diagrammal és a matematikai logika eszkozeivel

1.6.15. DEFINICIO. Részesemény
Azt mondjuk, hogy az A esemeény része a B eseményreez A halmaz részhalmaza a B
halmaznak, azaz

A < B.
Ez azt jelenti, hogy az A eseményhez tartozé mikilmenetel egyben a B eseményhez is
tartozik. Ezért azt is mondhatjuk, hogy az A esgniekdvetkezésmaga utan vonjaa B
esemény bekdvetkezését.

1.6.7. abra. AA < B részesemény abrazolasa

Barmely A eseményre igazak a kovetkéartalmazasi relacioks A, ASA és A<Q.

1.6.16. Osszehasonlitd tablazat a halmazelméletvéosziniségelmélet fogalmai kozott

Az eseményekkel kapcsolatos fogalmak ésetetek mindegyike megfeleltettéetalamelyik
halmazelméleti fogalomnak édimeletnek At kell térniink a megszokott halmazelméleti
fogalomrendszeét egy 0] valosziiségelméleti fogalomrendszerre. Ebben a fogalomeemben
a kdzponti fogalom az esemény és annak bekovetkeltegy kell tanulnunk ennek az Uj
rendszernek ayelvezetét Ehhez 6sszegyjtottik a halmazelméleti fogalmekatiiveleteket,
valamint az ezek valosaiségelméleti megfeléit az alabbi 1.6.8. tablazatban.

Halmazelméleti fogalmak, Valosziniségelméleti megfelék
miiveletek
Q univerzum esemeényteér, biztos esemeény
@ Ures halmaz lehetetlen esemény
acsQ elem a kisérlet egy kimenetele ‘a’
A < Q részhalmaz A egy esemény
'‘A' halmaz Az A esemény bekdvetkezik




A=A’azA komplementere Az A ellentét esemény@8, nem kovetkezik be
A+ B=AU B unio A ésB kozul legaldbb az egyik bekovetkezik
A-B =AN B metszet AZ ésB mindegyike bekdvetkezik

A — B=A\B kulonbség AZA esemeény bekovetkezik, Benem

A < Brészhalmaz HA bekovetkezik, akkoB is bekdvetkezik
A-B=AN B =@ diszjunkt A ésB egymast kizar6 események
halmazok

1.6.8. tablazat. A halmazelméleti fogalmak és metffealosziiseégelméleti fogalmak

1.6.17. Boole-algebra

Az Q esemenytér a fentiiimeletekkel egyutt olyan tulajdonsagokkal rendelkeamelyet
erdemes kulén névvel illetni és ez lesz a Boolelalg. Osszedytottik az 1.6.9. tablazatban a
miveletekre érvényes alap tulajdonsagokat vagy syakeil.

kommutativitas AUB=BUA ANB=BNA
asszociativitas (AUB)UC=AU (BUC) (ANB)yNC=AN (BN C)
disztributivitas | (AUB)NC=(ANC)U (BNC) | (ANB)UC=(AUC)N (BUC)
idempotencia AUA=A ANA=A
DeMorgan AUB = AN B ANB =AU B
egyebek AU A=0Q AN A =g

AU @Z=A AN G=g

AU Q=Q ANQ=A

Q=g 2=0
A=(A) =A

1.6.9. tablazat. A fdveletek alapvétazonossagai

A fenti tulajdonsagokkal rendelk&zQ , U, N, ) struktdrat Boole - algebranak nevezziik. Tehat
a Boole-algebrahoz sziikséges egy nemQrkalmaz és benne kéttlarab kétvaltozoés tvelet,

mint az 'U" uni6é és a N" metszet, valamint egy darab egy valtozdwetet, mint a

komplementer " " képzésivelete. A ntiveletekre teljesulni kell az 1.6.9. tablazatbarldtig
azonossagoknak. Megjegyezzik, hogy¥Xs£0,1} halmaz a logikai VAGY {/), a logikai ES

(A), valamint a logikai tagadasiiveleteivel szintén Boole-algebrat alkot.

V 1.7. Példak események meghatarozasara és rajtuk &gt miveletekre Maple-ben
Az aladbbiakban példat mutatunk diszkrét és folytbeseményterek és benne esemeények



leirdsara, meghatarozasara, valamititehetek végzésére Maple-ben. Rendezett parral
jellemezhed kisérleteknél hasznos fogalom a halma2ekcartes-szorza, amelyet bevezetink.
Megadjuk adisszetett rendszerekniikodési eseményének leirdsat, ha ismertekrandszerek
miikddési esemeényeiAz 1.6. pontban targyaltimeletekkel egyszérmddon meg tudjuk adni az
0sszetett rendszerikddési esemeényét, ha a rendsmosanvagy parhuzamosankapcsolt
elemeket tartalmaz.

1.7.1. PELDA. Két kocka dobas eseményéir

Két szabalyos 6 oldalt dobokockaval dobunk. Jellgzt az eseményt, hogy @gszeg 4, 5
vagy 6lesz, mig B azt, hogynindkét dobas paros

() Adja meg a2 esemeénytér elemeit Maple segitségével!

(i) Adja meg az A és B esemeényeket halmazokkal!

(i) Hatarozza meg a&N B egylttes eseményszavakkal és adja meg elemeit Maple-ben!

MEGOLDAS
(i) Két kocka dobasnél az 6sszes variaciot egyp6- s matrixban konng megadni!

> restart: Q = Matrix(ﬁ, 6, (i,]) —>[i ih
[1,1] [1,2]

aa o O DN P
W W W W w
D OO OO O O O

|
|
} (1.7.1)
|
]

o U~ W N e

| [1,3] [
[2,1] [2,3] [2,
[3,1] [3,3] 3,
[4,1] [4,3] [
[5,1] [5,3] [5,
[6, 1] [6,3] (6,

Itt az Q2 matrix 6 sorbdl és 6 oszlopbdl all, azaz egy@s matrix. A matrix — ik sorj — ik
oszlopaban af, j] lista all, amely azt jelzi, hogy az éldobas értékeés a masodik dobas értéke
jlettés,j € {1, 2, 3, 4,5, 6 lehet. EbBI kdnnyen kiolvashatd, hogy az 6sszes parositasra
6-6 = 36 leheiség adddik. Az eseménytér, mint halmaz a fentiiri#il halmaz konverzioval a
kovetkedképpen kaphaté Maple-ben.
> eseménytée= converf Q, sef); N := nopg eseménytgr
eseménytér {[1,1],[1,2],[1,3],[1,4],[1,5],[1,6],[2,1],[2,2],[23],[2,4],[2,5],[2,

6],13,1],[3,2],[3,3],[3,4],[3,5],[3,6],[41],[4,2], [43],[4,4],[45],[4,6],[5 1],

[5,2],[5,3],[54],[55], [5,6],[6,1],[6,2],[6,3],[6,4],[6,5], [6,6]}

N:=36 1.7.2)
(i) Adja meg az A és B eseményeket halmazokkal!
Az A={ [1,] ]|i +j=4,5, 6} esemény megadasahoz is készitlink egy olyaé 6 s matrixot,
amelyben a megfel&élsor és oszlop indexek 6sszegei szerepelnek. Azaiggtt matrixbol ki kell
gyijteni az 6sszes 4,&s6 szamokhoz tartozo sor €s oszlop indexeket!
> 0sszegek Matrix(6, 6, (i,]) =i +])
> A={[1,3],12,2],[3,1],[4,1], [3,2],[2,3], [1,4], [1,3], [2, 4], [3, 3], [4, 2], [ 5,
11}
nA:= nopg A



234 5 6 7]
345 6 7 8
456 7 8 9
Osszegek
567 8 9 10
6 78 9 10 11
77 8 9 10 11 12_
A={[1,3],[14],[15],[22],[23],[2,4],[3,1],[3,2],[3,3],[4,1],[4, 2], [5 1]}
nA:=12 (1.7.3)

Lathatd, hogy a& esemeényA=12-féleképpen kdvetkezhet be.
A B = {mindkédobaspéaros} ={[i, ] i,] € {2, 4, 6} } esemeény Maple megadasahoz hasznaljunk
két egymasba agyazott sorozat kiepegeljarast, melyben a lépték 2.
> B:= {seq seq[,jl,]=2..6,2,i=2..6,2};nB:=nopg B

B:={[2,2],[2,4],[2,6], [4, 2], [4, 4], [4,6],][6, 2], [6, 4], [6, 6]}

nB:=9 (1.7.4)

A kulso sorozattal az elsdobasd értekeét allitjuk e, mely 2 és 6 kozott valtozik 2 |épéskozzel. A
belsy sorozat a masodik dobjértekét valtoztatja hasonlé modon. IgB halmaz elemeinek
szamaaB=3-3=9.
(i) Hatarozza meg &N B egylttes eseményt szavakkal €s adja meg elemepieNen!

Az AN B eseményhez tartozo kimenetelek mind\@&s mind &8 eseményektlilajdonsagait
Orokli. Tehat
ANB={[i,j]|az(i +]) 0sszegt, 5vagyb6 ési,  mindegyikearos}.
Az A ésB események egyiittesen ugy kdvetkezhetnek be, Badokas 6sszege 4, 5 vagy 6,
valamint mindegyik dobas paros. Mivel paros szaligdzege csak paros lehet, ezért az 6sszeg
nem lehet 5. igy 8 halmaz elemei koziil ki kell valogatni azokat, aye&ldsszege 4 vagy 6.
Hasonléan, a& halmaz elemei k6zil ki kell valogatni azokat, aye&lmindkét eleme paros. Ezt
egyszetien megteszi nekiink a halmazok metszetére beépietectMaple eljaras.
> "A metszet B= AintersectB; nAB:= nopg %
A metszet B=- {[2, 2], [2, 4], [4, 2]}
nAB:=3 (2.7.5)

Tehat aAN B metszet halmaznak 3 eleme van. Az alabbi 1.7)4(cjabrakon rendre szlirke
szinnel kiemeltik a&, aB események, valamint &) B metszet halmaz elemeit az eseménytér
36 eleme kozdl.

[1.1] [1L.2] [1.3] [1.4] [L5] [1.6]
[2. 1] (2. 2] [2.3] [2.4] [2.5] [2.6]
[3.1] [3.2] [3.3] [3.4] [3.5] [3.6]
[4.1] [42] [4.3] [4.4] [4.5] [4.6]
[5: 1] [5.2] [5.3] [5.4] [5.5] [5.6]
[6.1] [6.2] [6.3] [6.4] [6.5] [6.6]



[1L1] [1,2] [1,3] [1,4] [L 5] [1, 6]
[2. 1] 2, 2] [2 3] [2.4] [2 5] [2 6]
[3. 1] [3.2] [3,3] [3.4] [3.5] [3. 6]
(4. 1] [4. 2] [4.3] [4.4] [4.5] [4 6]
[5. 1] [5 2] [5 3] [5.4] [5.5] [5.6]
[6.1] [6, 2] [6, 3] [6,4] [6 5] [6, 6]

[1.1] [1.2] [1.3] [1.4] [1.5] [1. 6]
[2,1] [2.2] [2.3] [2.4] [2.5] [2.6]
[3.1] [3.2] [3.3] [3.4] [3.5] [3.6]
[4.1] [4 2] [4.3] [4.4] [4.5] [4.6]
[5.1] [5.2] [5.3] [5.4] [5.5] [5. 6]
[6.1] [6.2] [6.3] [6.4] [6.5] [6.6]

1.7.1. (a)—(c) abra. Az 1.7.1 példa A, B é8B halmazok elemeinek kiemelése az
esemeénytérben

1.7.2. DEFINICIO. Halmazok Descartes-szorzata

Az A ésB halmazokA x B -vel jelolt Descartes-szorzatalatt az 6sszes olydm, b) rendezett

parok halmazat értjik, amelyben azed¢eem azA halmazbdl val@ A és a masodik elem a|B

halmazbéb € B. Tehat réviden
AxB={(a,b)|aeAbe&eB}

Ezzel a jel6léssel az 1.7.1. példaban széref kocka dobas eseményterét eqgyiszer
megadhatjuk az

Q={1,2,3,4,56x{1,2,3,4,56={1,23,4,5, 6°
Descartes-szorzattal. ValaminBa {mindkédobasparos} eseményt 8= {2, 4, 6}x{2, 4, 6}

Descartes-szorzattal.

A fenti halmaz nivelet nevéRené Descarte$1596-1650) francia filozofus, természettudos és
matematikusrol kapta, meftvolt a derékszdgkoordinatarendszer megalkotoja ésels
alkalmazoja. Szemléltetni a véges halmazok kéta#isyDescartes-szorzatat a sik derékézog
koordinatarendszerében tudjuk. Azéetelmaz elemeit az-tengelyre, a masodik halmaz elemeit
azy-tengelyre tesszik. A kapott pontokban a racshakeatei a sikon leirjak a Descartes-
szorzat elemeit. Az alabbi két abra a feladatbanegh Q halmazt és a B halmazt mutatja.

> plotg pointplof([sed seq[ ,ij],i=1..6),] =1..6) ], symbokE solidcircle symbolsize
=24,axis= [gridlines=[6, color =blue] ], view=[0..7, 0..7, scaling
= constrainedfont= [helvetica 14], caption
= [Két kockadobas eseménytere Descartes-szoryattal




1234567

Két kockadobas eseménytere
Descartes-szor zattal

> plots] pointplof([sed seq[ ,ijl,i=2..6,2,]=2..6, 2 ], symbok solidcircle
symbolsize 24,axis= [gridlines= [ 3, color =blue] ], view=[1..7, 1..7, scaling
= constrainedfont= [ helvetica 14], caption
= [Mindkét dobas paros eseménye Descartzorzattal)

of 44—
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Mindkét dobas paros esemenye Descartes-szor zattal

Az alabbi tétel indokolja a fivelet szorzat elnevezését.

1.7.3. TETEL. A Descartes-szorzat elemeinek szama
Ha azA ésB halmazok elemeinek szdma véges, akkak aB Descartes-szorzat elemeinek
szama, az egyes halmazok elemei szamanak szorzata

|Ax B =|A|B|.

Bizonyitas.

LegyenA= {a,, &,...,a,} €sB= {b,, b,...,b )}, azaZAl =n €s|B| =m A Descartes-szorzat

elemeit rendezzlk olyan sorrendbe, hogggalemet parositsuk rendre B minden elemével, majd
a, elemet parositsuk B minden elemével. Végidlemhez soroljuk fel a B halmazbeli parjait!

igy a kovetked# tablazatot kapjuk

(ap by). (a5 By), oo (895 D),



(8 by): (ay By), oo (B By ,
A kapott tablazat valojaban egy matrix, melymedora varm oszlopa. Igy a tablazatban szefepl
elemek szama-m, mely megegyezik a& x B Descartes-szorzat 6sszes elemszamaval.

1.7.4. PELDA. ROMEO és JULIA talalkozasanak esemérmy

Rdomeo és Julia talalkozot beszélnek meg egy bizoayén belll. Ezen az egy 6ran belll az
erkezés idpontja egyforman valoszirbarmelyik idpillanatban mindketjik réeszéél. Aki
elssnek érkezik, az var 15 percet. Ha a masik nem ékeeg ezen a 15 percen belll, akkor
elmegy és nem talalkoznak.

() Adja meg a kisérle® eseményterét!

(i) Adja meg az eseménytérben a taldlkozas T eseményét

(i) Rajzolja fel a2 és T halmazokat!

Megoldas
(i) megoldasaJeldljeX Romed érkezeési dghontjat esy Julia érkezeési isbontjat éraban mérve.
A feladat feltétele szerit ésYis 0 és 1 6ra kozé esik, tehatkOX < 1 és0< Y < 1 tetsdbleges
valés szamok. Az eseménytér elemeit¥zY) rendezett parral lehet egyértélem megadni.
Tehét

Q={(X,Y)|Xe[0,1],Ye[0,1]}=[0, 1] x [0, 1]
a[ 0, 1] intervallum 6nmagéaval vett Descartes-szorzatazZzsemenytér folytonos, mely a
derékszog koordinatarendszerben azéetgknegyedbe éegységnégyzed négyzetet
felrajzoljuk aplotscsomagban talalhatdequaleljarassal, melyben azés Y valtoz6 értékhatéarait
kell beallitani.

> restart: with( plots) :

> inequal {0 <x, x<1,0<y,y<1},x=0..1,y=0..10ptionsfeasible [ color = "DarkGrey"],
optionsclosed [ color = "black", thickness 3], font= [ helvetica 14], caption
= [R6me06 és Jllia talalkozasanak folytonos eseménysaaling= constrained

1
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RoAmed és Julia talalkozasanak folytonos eseménytere

(i) és(iii) megoldasa.Adja meg és rajzolja fel az eseménytérben a tatakkd eseményét!

A talalkozas akkor jon létre, ha X és Y eltérésekb vagy egyeé mint 15perc= % ora. Az
idoeltérést vagy agX — Y) vagy az(Y — X) kuldénbség adja meg, attol fuggn, hogy ROmeo
érkezett-e élbb, azax > Yvagy Julia érkezett-e@b, azazr > X. Az abszolutérték
hasznalataval kikliszobollietz a ketisség a killonbségképzésben és a talalkbeasményét



megadhatjuk

_ _ 1
T—{(X,Y) EQ’|X Y| < 4}

egyenbtlenséggel. AzX — VY| < % egyenbtlenség, akkor és csakis akkor teljesul, ha az X és

idépontok eltérése egymashoz képest kisebb vagy e’gye'mt%éra: 15perc Tehat a
taldlkozés feltételeit pontosan leirja a fenti ed§enség. Ezutdn az

X=Y < % egyenbtlenséggel jellemzettX, Y) pontok halmazat kell szemléltetni az

egységnégyzetben. Ha feltesszik, hégy X, akkor az egyenitlenség alakjxX —Y < % lesz.

Ha feltesszik, hogy <Y, akkor az egyefitlenség alakjy — X < % lesz. igy kapunk a¥ =X

szdgfeled alatt és felett parhuzamosan egy-egy savot
X—% <Y<X vagyXSYSX—i—%
A két halmaz unidja adja a talalkoZBeseményét.

Ezen lineéris egyeéilenségekkel jellemzett sdvot szemléltetni tudjmagual eljarassal, az
alabbi madon.

1 1

> inequa( [ X—y< Y —X< } x=0..1,y=0..1,optionsfeasible [ color = "SteelBlue",

optionsexcluded [ color = "DarkGrey"], optionsclosed | color = "black”, thickness= 3], font

= [ helvetica 14], caption= [ Romeo és Julia taldlkozasanak esemérs@aling= constrainedj

1
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ROmeo és Jllia talalkozasanak eseménye

Az abrén kék szinnel rajzolt tartomanybé €X, Y) pontok jel6lik a taldlkozast. Az ilyen a
pontok X és Y koordinatdja kdzott a kUIOnbs%g nél kisebb. Ha a négyzet 1) bbb alsé
csucspontjat tartalmazé szurke haromszogben vatdsegy(X, Y) pontot, akkor erre

Y+ % < Xteljesul. Ami azt jelenti, hogy Julia érkezetildh, majd vart 15 percet és Rémed

meég csak ezutan érkezett. A talalkozas ezért naetegtt létre.
Ha a négyzet 0,)lbal fel$ csucspontjat tartalmazo szlirke haromszogben valdsegy



(X, Y) pontot, akkor errX + % < Yteljesul. Ami azt jelenti, hogy Rémed érkezetiodl, majd

vart 15 percet és Julia még csak ezutan érkezettidfkozas ezért nem johetett Iétre.

1.7.5. PELDA. Sorosan kapcsolt rendszer tikodésének leirasa eseményekkel
Alljon egy rendszen-darab sorosan kapcsolt alrendsperfLasd a 1.7.2 abrat!)

Al 2 3 An

1.7.2. Abra. Sorosan kapcsolt alrendszerek
JeldljeA, ak — ik alrendszer rikddési esemenyét, alok 1, 2,...,n lehet. Adjuk meg am

darab sorosan kapcsolt alrends#egilo rendszer egészénBkmilkddési eseményét az
A eseményekkel.

Megoldas

Képzeljink az alrendszerek helyébe (karacsonyfakat. A "mikddik" esemény most
helyettesithét a "vilagit" eseménnyel. Vajon mikor vilagit azzzébdl 4llé sorba kapcsolt fuzér?
Ha akar egy izzo6t is kicsavarunk, akkor mar neragitlegyik lampa se. Ezzel megegyez, ha
valamelyik izz6 kiég, akkor a flizér egyik izzojarseilagit. Tehat csak akkor vilagit a teljes
fuzér, ha mindegyik izz6 rendesen becsavart alkgyovan és mindegyik izzé kulén-kulon is
miikodik. Tehat a sorosan kapcsolt rendszer egésréillebdesehez szikséges, hogyAgz

A, ... €A alrendszer mindegyikeiikodjon. Ugyanez az esemenyek nyelven és a megfelel

muveleteket hasznalva
B=A A ... A=ANAN.NA.

Tehat sorosan kapcsolt rendszer esetén a teljdszemnniikodési eseménye megegyezik az

alrendszerek ikodési esemeényeinek metszetével vagy szorzataval.

A fenti egyenbség tagadasa a De Morgan azonossag alapjan kosledogen irhatd
B°=AT+ A +..+ A =AJUAU..UA

Vagyis, ha az alrendszer valamelyike (akar egpesh mikodik, akkor mar nem tkdodik a

sorosan kapcsolt rendszer egésze.

1.7.6. PELDA. Parhuzamosan kapcsolt rendszer éikodésének leirasa eseményekkel
Alljon egy rendszen-darab parhuzamosan kapcsolt alrends#e(basd a 1.7.3 abrat!)




1.7.3. Abra. Parhuzamosan kapcsolt alrendszerek
JeloljeA, ak — ik alrendszer rikddési esemenyét, alok 1, 2,...,n lehet. Adjuk meg am

darab parhuzamosan kapcsolt alrendsiteto rendszer egészénBkmiikodési eseményét az
A eseményekkel.

Megoldas

A parhuzamos kapcsolasiele az, hogy ha valamelyik alrendszer meghibasadikor a
feladatat atveszi egy vele parhuzamosan kapcsaikrafiendszer. Az alrendszerek mindegyike
ugyanazt a feladatot latja el. Vagyis a rendszdundans alrendszeréklall és igy niikddtetése
nagyobb koltséget igényel, mintha csak egy alresrdenne. Viszont a parhuzamos kapcsolas
noveli a rendszer egészének megbizhatdésagat. Pgidduan egyepllégépmegbizhatdéan
mikédne 2 sugar hajtéimel is, amelyBl egyet a balszarny alatt és egyet a jobb szaaty al
szoktak elhelyezni. A repilés nagyobb biztonsadeal&ben azonban gyakran 4 hajtdet is
felvisznek, ketét a balszarny alatt és kétta jobb szarny alatt (lasd 1.7.4. 4brat)

Al
B

1.7.4. abra. A reptigép nmikdodésenek nagyobb megbizhatésaga érdekében 4 hagbwmisznek



fel

A parhuzamosan kapcsolt rendszerben barmelyik ddesr nikodése elegeridahhoz, hogy a
rendszer egészeiikddjon.
Tehat a rendszer egészénelkkiddéséhez elegetidha azA;, A,,... €A, alrendszerek kozll

legalabb az egyik tikodik. Ugyanez az események nyelvén és a meffeigeleteket

hasznalva

B=A +A+.+A=AUAU.UA
Tehat parhuzamosan kapcsolt rendszer esetén arefidszer akkor @kodik, ha valamelyik
alrendszer riikodik. Vagyis az egyes alrendszerekkidési eseményeinek 6sszege vagy unidja
az egeész rendszerikbdési eseményével egyénl
A fenti egyenbség tagadasa a De Morgan azonossagok alapjan késedopen irhatd

BO= ACAS AT = ASN AN A
Vagyis, a parhuzamosan kapcsolt rendszer egé&pe am ntikodik, ha egyik alrendszer sem
miikodik. &

V1is. Eseményelé-algebrija

Az események kozott végzettimeletek (mint a tagadas, unié, metszet vagy kulégpgjabb
halmazokat eredményezhetnek. Az igy kapott halmadagmét niiveleteket végezve Ujabb
halmazokhoz juthatunk. Vajon az ilyen Uj halmazk&pmikor fejeéddik be. Az olyan
halmazrendszert, amelya miveletek mar nem vezetnek ddalgebranak nevezzik. Ez a
halmazrendszer elegefeh sok eseményt tartalmaz ahhoz, hogyliés valdszitiség fogalmat
a benne szerepkeseményekre definialni tudjuk. Halmazrendszet ale® eseménytér
részhalmazaibdl allé halmazt értiink.

1.8.1. DEFINICIO. ¢ - algebra (szigma algebra)

Az Q eseménytér részhalmazaibdl &lbalmazrendszerts - algebranak nevezzik ha teljesit
az alabbi 3 feltételt.

(@ oS

(b) HaA € S, akkorA® € S

(c) HaazA,, A,,..., A, ... (akar végtelen sok) esemeényelSazhalmazrendszer elemei, akkor

( U 1'°h) € Sis teljesul.

Szavakkal azt mondhatjuk, hogy az S halmazrendsaégebra, ha zart a véges vagy akar
megszamlélhatoan végtelen sok uniora nézve, vatardiha komplementer képzésre. Mivel az
Ures halmaz komplementere az eseménytér, ©zérmindig eleme a-algebranak. A DeMorgan

c ., .. .
azonossagbol szarmazi B= (A°U B)  azonossag alapjan kévetkezik, hogy nemcsak az
unidra zart a-algebra, hanem a metszefiveletre is. Ezt kilon nem kell megkévetelni a
definicidban, hiszen ez kdvetkezmény. Lassunk népélilats-algebraral

1.8.2. PELDA. A legkisebb és a legnagyolabalgebra.
LegyenQ tetsdleges nem Ures halmaz. Ekkor az
(i) S, = { @, @} halmazrendszer-algebra;

(i) S,=2° ={AlA = Q} az 6sszes részhalmazok halmasdgebra

Az S a legkisebb €S, a legnagyobla-algebra, amelf2 részhalmazaib6l képezibeMinden mas
Sc-algebrara, amely&? részhalmazaibdl képezhetlnk teljestifz= S < S, tartalmazas.



Az S, c-algebratrivialis c-algebranak, mig &, c-algebrateljess-algebranak is nevezhetjuk.

1.8.3. PELDA. Egy esemény &ltal generéadt-algebra
LegyenA azQ eseményteér tetéleges nem ures és valddi részhalmaza. Ekkor az
s={@,A A" Q}

halmazrendszes-algebra.

Megoldas
Az 1.8.1. definicio (a) feltétele teljesul, mertiaes halmazt felsoroltuk S-ben. Azsemény

tagadasa és a tagadas tagadiSh = Ais S-ben van. A lehetséges unié parositasok

D+A=A G+A=A, 2+Q=QA+A=QA+Q=QA+Q=0Q
mindegyike a5- halmazrendszer eleme. igy az S halmazrendsatégebra. Ezt a
halmazrendszert késb az A részhalmaz éaltal generélt leégebbo-algebranak nevezzike
Felmeril a kérdés, ha H tetézgesQ részhalmazaibol képezett halmazrendseen s-algebra,
akkor kiegészithéte minden esetbestalgebrava. A valasz nyilvanvaloéan pozitiv, hisaen
hatvanyhalmaz minden esetben egglgebra. Az ilyen kiegészitések kdzul a legkisedbkiilon
nevet adunk.

1.8.4. TETEL. ¢-algebrak metszetes-algebra
LegyenS, ésS, azQ esemenytér két-algebraja. Ekkor a8=S N S, metszet iss-algebra.

Bizonyitéas.

Mivel az Ures halmaz mindkétalgebranak eleme, ezért metszetiknek is elemartizn, ha
A € SN S,akkorA € S, ésA € S,. Mivel S, ésS, is c-algebra, ezl € S ésA° € S,
AhonnarA° € S=S§,N S,. Hasonloan bizonyithatd, hogy az 1.8.1. defin{cjdulajdonsaga is
teljesil a metszetre. Kénnyen lathato, hogy nemkstik c-algebra metszetére igaz az allitas,

hanem tetsileges szamg-algebra metszetre i#.
Ezen tétel garantalja, hogy a kovetkelefinicionak értelme van.

1.8.5. DEFINICIO. Legsaikebb s-algebra

Legyen H az) eseménytér részhalmazaibdl allo téksges halmazrendszer.ofH)
szimbdolummal jel6ljik a H elemeit tartalmde@sdikebb s-algebrat A legsiikebb kifejezés
alatt azt értjuk, hogy barmely oly&wv-algebra amelyreH = Steljesul, akkor teljesul a(H)

¢ Startalmazas is.

A 6(H) legsiikebbo-algebrat & halmazrendszer elemeit tartalmagzélgebrak metszetével
kapjuk.
Az 1.8.2. péld&, = { @, Q} legkisebbs-algebrajat tekinthetjiik tgy is, mint azt a leijezbbo-

algebrat amelyet vagy az Ures halmaz vagy az esgérdggeneralS =o(Q) = o(Q).

1.8.6. PELDA. Egy esemény altal generadt-algebra
LegyenA azQ eseménytér tetéleges nem Ures és valodi részhalmaza (vaygigy esemény)
valamintH = {A} az A halmazt tartalmazé halmazrendszer (csakleqgni Ekkor
o({A}) ={@,A A Q}
az a legsikebbo-algebra, mely tartalmazza= {A}-t.




Megoldas

Az 1.8.4 példaban lattuk, hogy {A}) egyc-algebra. Legyen S tedeges olyarns-algebra,
melynek eleme a& halmazA € S Az 1.8.1. definicio (a) és (b) feltételei migtt Q ésA°
események is elemei kell, hogy legyenek azdlgebranak. igptartalmazza a({A})

halmazrendszer minden elemét, agazA}) = S. Tehat{ @, A A", Q} halmazrendszer a
legsdikebbA-t tartalmazds-algebra. &

1.8.7. PELDA. Elemi esemény altal generéa#-algebra

Megoldas
Legyen az eseményt€r= {1, 2, 3} harom eleri ésA = {1} elemi esemény. Ekkor

o({1}) ={@, {1}, {2, 3}, {1, 2, 3},
mert az 1.8.6. példabadn }%E {2, 3} azA esemény tagadasa.
Ugyanezt a-algebrat kapjuk akkor is, ha Azsemény tagadasa altal genesadigebrat
tekintjuk, vagyis
0({2,3}) =o({1}) *

1.8.8. PELDA. Ac-algebrat célszeti a feladathoz igazitani

Megoldas

Vélgsszuk meg célsZz@n az eseményekalgebrajat ahhoz a jatékhoz, amelybédtékos nyer

10 euro-t, ha a szabalykscka dobasutan azA = {1, 2} esemény kovetkezik be ésszit5 euro-

t, ha az{ 3, 4, 5, b= A" esemény kovetkezik be. Mivel nem kell megkiilonbtisttdbb

eseményt, mint a& és ennek tagadaS eseményét, ezért ehhez elegead
S={@,{1,2},{3,4,5,6,{1,2,3,4,5,6}

c-algebraval dolgozni.

Hamaodositjuk a jatékszabalyt Ugy, hogy a jatékos ugyanuagy h@exuro-t, ha a szabalyos kocka

dobasw kimenetelérem € {1, 2} teljeslil, de veszit8urot 4 eurot 5 eurotvagy6 eurot, ha a

kimenetel megfeléenw =3, 4, 5vagy6 lesz. Ekkofinomitani kell az ebz6 c-algebran azeért,

hogy meg tudjuk kulénboztetni az

{1, 2}, {3}, {4}, {5}, {6}
esemeényeket is. Ennek érdekében a fenti eseméaga#tdsait, unidit minden lehetséges médon
képezni kell és ezek lesznek az események. Tetralgebrat megadni legegys#ibben a

o({{1, 2}, {3}, {4}, {5}, {6}})
generalis-algebraval tudjuk %

Vio Teljes eseményrendszer

A teljes eseményrendszer felosztja az eseménytiyaat részekre (eseményekre), amelyek
paronként egymastdl idegenek (diszjunktak) és azeigik kiadja a teljes eseményteret. Az ilyen
teljes eseményrendszer@z gy osztalyozasat adja és fontos szerepet jatszjt egy tetsdeges

A esemény valosziiségéenek kiszamitasanal, ha ismertek agemény és a teljes
esemeényrendszer elemei metszetének valtszgei.

1.9.1. DEFINICIO. TELJES ESEMENYRENDSZER
Az Q eseménytér valamely= {By By By} eseményeteljes eseményrendspek nevezzik



ha

(i) paronként egymast kizarok, azgf\ B, =@ minden + k és
ke {1, 2,..,n}

(i) 6sszeglk az eseménytér, aByk) B,U B;U...U B =Q.

1.9.2. PELDA. AzA ésA tagadas események teljes eseményrendszert alkotnak

Legyen azA esemény a2 eseménytér tetéleges valodi részhalmaza! Ekkor a
T={AA}

halmazrendszdeljes eseményrendszéalkot.

Megoldas.

Mivel T két elenti, ezért konng ellersrizni az 1.9.1 definicid (i) és (ii) feltételeinéddjesiulését.
EgyrésziA és tagadasa & egymast kizarokdN A°=@ . Masrészt dsszegiik kiadfll A°=Q a
teljes eseményteres.

1.9.3. PELDA. Az A és B eseményekbképezett telies eseményrendszer

Legyen azA ésB esemény a2 eseményter két tedleges valodi részhalmaza. Ekkor a
T={AN B, A°'N B, AN B, A°N B}

halmazrendszdeljes eseményrendszealkot.

Megoldas
Egy altalanos elhelyezkedéa ésB halmazok esetén a metszetik nem ures. (lasd al94t)
A B

ANB

AnB

1.9.1. Abra. Az eseménytér felosztasa két esemédisgunk részekre
Az A ésB két halmaz a2 eseményteret 4 egymasba nem nyulé részre oskztpszfé.9.1. abra
Venn-diagramm tartomanyaiba beleirtuk azokat a halmiveleteket, ahogyan azok keletkeznek
azA ésB halmazokbol. Ehhez elegehtasznalni csak a tagadast és a metsieelatet. Annak
algebrai bizonyitasa, hogy ezek kozul barmelyikdtddivalasztva idegen halmazokat kapunk
mindegyik parra hasonléan megy. Ezért bemutatuglbempnyitast és a tobbit az olvasora
bizzuk.

Mutassuk meg példaul, hogy AN B és azAN B események egymast kizarok, vagyis metszetiik
a lehetetlen esemény! Az

(A°'NB)N (ANB°) =(A'NA)N (BNB°) =N 2=
egyenbségben elslépésben a metszetinelet kommutativ és asszociativ szabalyait haszkalt
Masodik lIépésben felhasznaltuk, hogy egy halmddeggszibjének metszete az lires halmaz.
Végul az Ures halmaz metszete barmilyen halmazzates halmaz. (Id. 1.6.2. tablazat)
Mutassuk most meg, hogy a 4 esemény 6sszege kadjsemeényteret! Ehhez céldimar a



metszet és unio jelek helyett hasznaljuk szorzésgzeg jeldléseket
AB+A“B+AB +A"B=(A+A°) B+ (A+A") B =Q-B+Q-B°=B+B°=Q.
A levezetés soran hasznaltuk a disztributiv szabay

1.9.4. PELDA. Véges eseménytér dsszes elemi eseradaljes eseményrendszert alkot
Legyen egy Vvéletlen kisérl&t eseménytere véges halm@z= {‘”1' Oy wn}. Ekkor az

A = {ml}, A, = {(02},...,,%: {(on}

elemi események= {Al, Az,...,Ah} rendszeréeljes eseményrendszealkot.

Megoldas
Az AN A= azért teljesll, mert ag #+ o, hai # kési, k € {1, 2, 3,...n}. Hiszenw, jeldli a

véletlen kisérlet egy kimenetelét@segy masikat. A ket kimenetel nem lehet azonogjriign
azQ halmazban kevesebb elem lenne, minNyilvanvaldéan

A+A A+ +A = {031, Wy (Dn} =Q.
Tehat az 6sszes elemi esemény 0sszege kiadjaragrederet. Ezzel igazoltuk a példa allitasat.
L )

V 1.10. EIméleti ellenors kérdések

Milyen feltételek mellett mondjuk egy jelenséghogy azéletler? Milyen példakat
ismer?

(K0 Mi a kapcsolat gelenségés akiseérletk6zott? Mondjon réa példat!

(IR Mit nevezink a véletlen kisérlkatneneteEnek? Mondjon ra példakat!

(Y. Mikor nevezink egy véletlen kisérletiszkrétnek illetvefolytonosnak? Mondjon

Mit neveziunkisszeteteseménpek? Mondjon egyszémpéldakat!
(EOR° Mit értliinkhatvanyhalmazalatt? Adjon ra egyszépéldat!
ORI Mit értiink két halmabescartes-szorzat alatt? Milyen egyszémpéldat ismer
Descartes-szorzatra?
Milyen struktirat neveziinRoole-algebranal’ Milyen példakat ismer?
Milyen tulajdonsagokkal rendelkezik egyalgebra? Milyen egyszdr példakat ismes-
algebrara!

. Milyen ismérvei vannak edgglies eseményrendszernékMilyen egyszdr példakat
ismer?
Hogyan kapjulsorosan kapcsolt alrendszerekiikodési eseménye ismeretében a teljes
rendszer rikddési eseményét?
Hogyan kapjulparhuzamosan kapcsolt alrendszerekniikodési esemeénye ismeretében
a teljes rendszerithtdési esemenyét?

V 1.11. Gyakorlo feladatok

1.11.1. felada

Adja meg az alabbi véletldiséerletek eseménytereit!

(i) Felmérést végzink, hogy az embesekiletés naja milyen gyakran esik az év valamelyik
honapijara.

(ii) Egy pénzérmét feldobunk hdromszor egymast@btilenil és feljegyezzik sorrendben a fej



vagy iras értékeket.

(i) Addig dobunk ismételten egy kockét, amig {dmenetelt nem kapunk.

(iv) Sok 3 gyermekes csalad kozll kivalasztunk ehszetien egyet és megszamoljuk a fidk
szamat.

(v) Sok 3 gyermekes csalad koztl kivalasztunk {esizetien egyet és felirjuk a fidk és lanyok
nemet a sziletések sorrendjében.

Igazolja Venn-diagrammal, hogy tetézgesA esB eseményekre teljesiinek az alabbi
azonossagok!

(a) (AUB)NB°=A—B
(b) (AUB)N (ANB)°=(A—B)U (B—A)
(c) ANB°=A—B
(d) A=(ANB)U (ANE°)
(e) (ANB)UB=AUB
1.11.3. felada _
lgazolja, hogy h# részeseményeBaeseménynek, azdv< B, akkor aB (B tagadas) esemeny
részesemenye ak (A tagadas )eseményn&k < A.
1.11.4. felada
Adja meg az alabbi 6sszetett eseményekagadas azosszedvagy uniéU), aszorzat(vagy
metszetN) és akillonbségmiiveletek, valamint a&, B ésC események segitségével egyseat
(a) Legfeljebb egy esemény kovetkezik be az A, B @&semeények kozul.
(b) Legalabb egy esemény bekovetkezik az A, B ésdinenyek kozul.
(c) Az A, B és C események egyike sem kovetkezik be
(d) Pontosan egy esemény kovetkezik be az A, B &se@ények kozil.
(e) Mindharom esemény bekdvetkezik.
(f) Az A és C események bekdvetkeznek, de B nem.
(g) Pontosan keitesemény kovetkezik be.
1.11.5. felada
(i) Mutassa meg, hogy ha AzZsB események a@ eseménytér valddi, nem Ures részhalmazai és
A # B, akkor az
S={@,A B A’ B AB,ABA“B, A“B° A+B,A°+B,A+B° A°+ B A-B+ A“B A-B°
+ A%B, Q}
halmazrendszer (16 eléaz a legsikebbo-algebra melytartalmazza az{A, B}
halmazrendszert
(i) Mutassuk meg, hogy({A}) < o({A, B}) tartalmazas teljesdil.
(i) Hogyan valtozik a5 ( {A, B}) c-algebra, haA < B tartalmazést feltételezzik?

1.11.6. felada

lgaz-e az alabbi tartalmazasi allitas?
HaH, ésH, azQ eseménytér halmazrendszerei, tovabbé ha H,, akkor az altaluk generalt

sigma-algebrakra is igaz a tartalmazé(sHl) < o Hz).
Ha igaz, akkor bizonyitsa. Ha hamis, akkor adjéengiéldat!

1.11.7. felada

Az alabbivéletlen kisérletekkimenetelei vajomliszkrét értékek vagyolytonosan valtozo
mennyiségek?

(i) A dart jatéktablara dobunk egy hegyes dartatyil

(i) A kilsé6 homérsékletet leolvassuk egy folyadékdsnein feltiintetett skalan.

(iii) Egy digitalis 6ran leolvassuk a ponto$idra:perc:masodpercformaban.



1.11.8. felada

A t6zsdén egyészvény arfolyam valtozasatfigyeljuk. Egy napon aszsde nyitdsakor még nem
tudjuk pontosan megmondani, hogy aznap zaraskarfayamnovekedett(N), valtozatlan
maradt (M) vagycsokkent(C) a reggeli arfolyamhoz képest.

igy a véletlen kisérlet eseményteretsz{N, M, C} .

() Adjameg a’A={N,M},B={N, C} ésD={M, C} események jelentését szavakkal!

(ii) Milyen esemény lesz agN } N {C} egylttes esemény?

Ketten jatszanaké-papir-ollo véletlen jatekot agy, hogy a jatékosok egyszeméaimak
véletlenszdien a kezukkel ko, papir vagy olléra emlékezteizjeleket!

(a) Hanyféle kulonbdzparositas johet ki a jaték soran?

(b) Adja meg ax2 eseményteret matrix és halmaz formaban is!

(c) Szemléltessse a letiségeket fa graf segitségével!

(d) Adja meg az 1. jatékos (2. jatékos) nyerés@seknenyét, ha tudjuk hogy & kyer az ollé
ellen, az oll6 nyer a papir ellen és a papir ny& ellen? Azonos targy mutatasa esetén a jaték
dontetlen.

Egy vallalatnal 24 részére hirdettek allast. Az allasras9dlentkezett, akik kdzul 6 férfi és n
volt. Kivalasztottak két jelentkézaz allas betdltésére véletlensmar a 9 kozdl.
(a) Adja meg a kisérl€d eseményterét Maple segitségével!
(b) Adja meg az

A={ mindkét allastazonos neni jelentke® (vagy két B vagy két férfi) kapta meg}
esemeényt!
(c) Adja meg az

B={ a két allaskulonbdzé nemii jelentked (egy ré és egy férfi) kapta meg}

esemenyt!
(d) Mutassa meg, hogy d2, B} teljes eseményrendszer!

1.11.11. felada

Egy kockat kétszer dobunk fel!

(a) Adja meg a kisérlet eseményterét matrix ésdh ¢prmaban is Maple segitségével!
(b) Konvertalja a matrixot halmazza!

(c) Adja meg aA = {azelss dobasnagyobhminta masodik eseményt!

(d) Adja meg 8B = {a kétdobasisszegé} eseményt!

(e) Adja meg aAN B ésAU B eseményeket!

1.11.12. felada

Egy L=1 méter hosszu palcat két véletlensearvalasztott helyen eltérink. Ilyen modon
keletkezik 3 darak, y észvéletlen hosszusagu palcika.

(i) Adja meg és abrazolja a torési kisefbstseményterét

(i) Adja meg és rajzolja beld= {x, y, zoldalakkalharomszogzerkeszthé} eseményt!

Egy szamitdgépes progransegitségével megoldjuk az
a-x+b-x+c=0
masodfokU egyenletet Ugy, hogy a program inpukérigz egyenled, b ésc véletlenszdren
valasztott egyutthatoi és a kimenete az egyenlgbidésai.
(a) Adja meg aéletlen tesztelébemeneti eseményterét!
(b) Adja meg aA = {azegyenletnekétegyend gyokevan} esemeényt!
(c) Adja meg 8 = {azegyenletnekétkllonbdz valosgydkevan} esemeényt!
(d) Adja meg aC = {azegyenletnekomplexXonjugaltgydkparja van} esemeényt!
(e) Mutassa meg, hogy &4, B, C} események teljes eseményrendszert alkotnak!

1.11.14. felada



Egy Gzemben harom motorikbdik, amelyek egymastdl fliggetlenll adnek rendre 75, 80 és
90 sz4zalékdban Uzemelnek. Mekkora a valdseige, hogy egy véletlendplontban
(i) mindh&rom motor riikddik;
(i) legaldbb kett mikodik;
(i) az el és a masodik all?
1.11.15. feladal
Véletlenszeiten készitlink =5 centiméter atfogéju @b befogoju derékszdigH
haromszogeket.
(i) Adja meg a kisérlet 6sszes lehetséges kimadtedelaz) eseményteret!
(i) Abrazolja azQ eseményteret!
(iii) Adja meg és rajzolja be a&= { (a, b) € Q| 3 < a < 4} eseményt a@ eseménytérbe!
1.11.16. feladal
LegyenA, B ésC azQ esemeénytér harom esemeénye. Mely kimenetelek teakoaz
(AUBU C)U (AN B°N C°)
eseményhez? Rajzolja fel Venn-diagrammal a femtn&zt!
1.11.17. feladal
Egy 25 Bs tanuldi osztalykdzosségben felmérik, hogy h@mek van MP3 lejatszéja. Adjuk meg
a felmérés lehetséges eredményédasemeényterét. Definialja a kdvetkezsemenyeket:
A={ azon tanuldk szama, akik iskolaba menet hajiideaz MP3 lejatszot}
B={ azon tanuldk szama, akik hallgatnak Elvis Rrgszamokat az MP3 lejatszén}
Adjameg &C=A-B, D=A—B ésE=B — A események jellemzését!
1.11.18. felada
Egy mobiltelefon adétornya megbizhat6 jékseget az ado 10 km sugaru kor alaku
koérnyezetében tud szolgaltatni.
A kisérletlink abban all, hogy figyeljuk a toronyHmeeérke# telefon hivasok pontos helyét.
(a) Adja meg a kisérlet eseményterét, vaggs dnivasok helyeit, amelyeket a torony képes
fogadni.
(b) Az (a) reszben megadott eseménytérbennaeijpazt az eseményt, hogy egy hivas a
toronytdl 2 és 5 km kozé esik!

Egy folytonos kisérlet eseménytereCaz [ -5, 5] x [ -5, 5]=

{(xy)| -5 <x <5és-5 <y <5} négyzet bels pontjai. Tekintsik a, = {(x, y) €Q
| max(x,y) < z} ésB,= {(x, y) € Q| min(x,y) < z} halmazokat- valtoztatasaval!

(a) Rajzolja be az eseményterbéAgaesemenyt!

(b) Rajzolja be az eseményterb8aesemenyt!

(c) Kepezze aa,N Byeseményt!

(d) Képezze aa,N B, esemeényt!

LegyenQ = (- «,+ o) =R esemeénytér a valés szamok halmaza.

(a) A halmaz riveletek disztributiv torvényét hasznalvg a D4 [ -1, 2]U [3, 5]) halmazt
adja meg két intervallum és az unidvelet alkalmazaséaval!

(b) A De Morgan azonossagok segitségévelétjaZ([ 1, 3U [4, 6])° halmazt tagadas
nélkul!
Magyarazza meg, hogy milyen feltételek mellett teszaz alabbi véletlen kisérletek
ekvivalensek a pénzfeldobas kisérletével?
(i) Megfigyellnk egy pixelt (vagy pontot) valamdbkete-fehér beszkennelt dokumentumban.



(i) Egy binaris jel vétele a kommunikécids csaton

(i) Teszteljuk, hogy egy eszkozirkddik-e.

(iv) Ellenérizzik, hogy a baratunk elértiez online az interneten.

(v) Ellendrizzik, hogy egy bit hibasan j6tt-e at a zajosarsin.

1.11.22. feladal

Magyarazza meg, hogyan lesznek az alabbi kisérétekalensek egurna kisérlettel!

(i) Feldobunk egy szabalyos pénzérmét kétszer.

(ii) Feldobunk keth szabalyos kockat.

(i) Két kartyat hizunk egy 52 lapos kartya paklilaz el$ hazas utan visszatevéssel illetve
visszatevés nélkul.

1.12.23. feladal

Valassza ki a helyes valaszt!

Egy véletlen kisérlet 6sszes lehetséges kimeneleléinevezése
(a) elemi esemény

(b) eseménytér

(c) minta

(d) populacio

1.12.24. felada]

Vélassza ki a helyes véalaszt!

Az elemi esemény

(a) pontosan két kimenetel 6sszessége
(b) csak egy kimenetelt tartalmaz

(c) nem tartalmaz egyetlen kimenetelt sem
(d) egyik sem a fentiek kozdil.

1.12.25. felada]

Valassza ki a helyes valaszt!

A véletlen kisérletek eseményterének konstruk@ojan hasznos grafikus eszkoz a

(a) fa diagramm

(b) torta diagramm

(c) hisztogramm

(d) Venn-diagramm

1.12.26. felada

Két felnsttet megkérdeznek a fegyvertartasrol, hogy elleezilagy mellette vannak! Mindegyik
felnétt esetén kétféle valasz lehetséges: tamogatjgyadetartast vagy ellenzi. Az aldbbiak kozal
valassza ki aésszetett esemény(eké)

(a) Mindkeét felbtt tamogatja a fegyvertartast.

(b) Egyik felrbtt sincs a fegyvertartas ellen.

(c) Legfeljebb az egyik felitt van a fegyvertartas mellett.

(d) Legalabb az egyik ellenzi a fegyvertartast.

1.12.27. felada

Valassza ki a helyes valaszt!

Két pénzérmét feldobunk egyszerre. Ekkor a kisglet
(a) kett kimenetele van

(b) harom kimenetele van

(c) négy kimenetele van

(d) nyolc kimenetele van

1.12.28. felada

Vélassza ki a helyes véalaszt!

Az esemeény

(a) és az eseménytér ugyanaz a fogalom
(b) csak egy kimenetelt tartalmaz



(c) tartalmaz egy vagy tbbb kimenetelt
(d) a fentiek kozul egyik sem.

1.12.29. felada

Valassza ki a helyes valaszt!

Két egymast kiegéssieseménynek
(a) lehet k6zos kimenetele

(b) nem lehet k6zds kimenetele
(c) ugyanaz a kimenetele

(d) egyik sem a fentiek koztil

1.12.30. felada

Vélassza ki a helyes véalaszt!

Két egymast kizaré esemeny

(a) egyittese nem tartalmazza az 6sszes kimenetelt
(b) egylttese tartalmazza az 6sszes kimenetelt

(c) egyittese biztosan bekovetkezik

(d) egyitt nem kévethezhet be

1.12.31. felada

Valassza ki a helyes valaszt!

Egy pénzérmét hdromszor dobunk fel. Példaul egstégiges kimenetel a “fej,fej, fej". Ekkor a
"két fej és eqgy iras" esemény

(a) a lehetetlen semény.

(b) a biztos esemény.

(c) bsszetett esemeny.

(d) elemi esemeny.



