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V 2.1. Bevezetés

BEVEZETES
Egy véletlen kisérlet eseményeit mérbiekOvetkezések gyakorisagaivaldjuk. Ehhez
"nagyszamu" kisérletet kelha&gezni A probléma az, hogy a kisérlet megismétlése soran
ugyanarra az esemenyre minaigs és mas gyakorisag ertekekdddnak. Pontosan azért, mert
a jelenség véletlensZmn valtoztatja kimeneteleit. Vajon ebben az allamiééltozé gyakorisag
értékek vilagaban van-e valaélland6sa@ Ez az allandésagvalosziniség,amely kozelithet
a relativ gyakorisagokkal. A relativ gyakorisagekét ugy kapjuk, hogy a gyakorisagot elosztjuk
az addig elvégzett kisérletek szaméval. Gyakréfiorelulo eset az, hogy az eseményahtiv
gyakorisagaiingadoznakegy jol meghatarozott szam korul. Tovabba, ha gfigneelések
szamat noveljuk, akkor a relativ gyakorisagglyre kozelebb keriilnekehhez a szamhoz. Ilyen
esetben ezt a szamot értjukeaemény (empirikus) valoszifiségealatt. Tehat kisérleti aton
kozelitenitudjuk az esemény valdsagegét. AzIméleti Uon valé szamitashoz célstier
axiomatikus alapokra helyezni a valdsziiségelméletet ugyanugy, mint azt a geometria
esetében mar tébb mint 2000 éve megtették. A validszgelmélet axiomai rogzitik azokat az
egyszeii tényeket, amelyeket a relativ gyakorisagokvetitenekszamunkra. Nevezetesen a
valdsziriség mindig egy O, Hintervallumba e$szam, a biztos esemény valosizége 1 és
lehetetlen esemény valdsisgége 0. Az egymast kizaré esemeények 6sszegénekeirdikeget a
tagok valoszitiségeinek 6sszegével szamoljuk. Az igy kaPofi) valosziriség fuggvény
ugyanugyméri egy véletlerA esemény valosziiségét, mint ahogyan ax T) tomegfliggvény
méri egyT test fizikai tomegét a F6Idon. A hasonlitas a tgmmeréshez tobb, mint analdgia,
mert itt is aT,esT, testek egyesitésének tomege is a tdmegek 0sszege:

m( T,U T2) = m( Tl) + m( Tz).

Az (Q, S P) harmasvalésziniségi mesnek nevezziik, amelybe&h az eseménytégaz
események-algebraja éB : S— [0, 1] egy valGszifiségi mérték az esemény algebran.
Az axidmak alapjan szabalyokat bizonyitunk a tagada 6sszeg és a kulonbséiyaietekkel
kapott események valosigegeének kiszamitasara. Megmutatjuk, hogy a valésegnfiggveny
monoton.
Példakat mutatunk diszkrét és folytonos valGszé#gi me#k konstrukciéjara. Ezen
konstrukciok kdzoétt szerepelPoisson-eloszlgeometriai eloszlas, egyenletés az
exponencialiseloszlas modellje is. A-algebra fogalmanak bevezetését indokoljuk a folgto
esemeénytér bonyolult halmazainak konstrukcioja&aleseményekkel végzettiveletek ugy,
mint a tagadas, az 6sszeg, a szorzat és a kilémakggint ezek valosziisegei dsszefliggenek
azonossagokon keresztiil. Ezeket az 6sszefliggdsakelkalmazni, ha adott események
valdsziriségei alapjan ki szeretnénk szamolni Ujabb eserkéralésziriiségeit. Ezekre

| mutatunk példakat!

| Célunk az alabbi fogalmak, osszefiiggések és eljarasok megismerése, megértése

A véletlen események gyakorisaganak, Egyenletes eloszlamodellje folytonos
relativ gyakorisiganak mérése, eseménytérbenfigiségfiiggvénye és




megjelenitése eloszlasfliiggvénye

A relativ gyakorisagok és a valdszintliség

Poisson-eloszlasaldszitiségi medje
kapcsolata

A yglogglmsegelmelet Kolmogorov-fele Geometriai-eloszlassalosziriségi medje
axiomai

Valésziniségi mes (Q, S, P)fogalma. A Exponencialis-eloszlaval6sziiségi medje,
valdsziriségs-additivitasa. siirisegfiiggveénye és eloszlasfiiggvénye

Elméleti valdsziriség.empirikus Kisérletekismételtfliggetlen végrehajtaanak
valosziriség észubjektivvaldsziiség valosziriségi medje: szorzat-tér fogalma
megkulonboztetése

Klasszikus valoszitiségi me# Relatlv gyakorlsagokMapIe szimulacioja és
grafikonja

Tétel a tagadas esemeny valoggzégére Adatokgeneralas Maple-ben Poisson,

P(A)=1—P(A) egyenletes és exponencialis eloszlassal

Tétel az 6sszeg esemeény valoig@gére Maple Statistics csomag
P(A+B) =P(A) +P(B) —P(A-B) FrequencyTableDistribution,
Uniform, LineChart, ColumnGraph, Histogram,
PDF, CDFeljarasai. A piecewiseeljaras.

Tétel a ISUI,('jn,bség esemeny A Maplefeltételes utasitasa:
valosziriisegere if feltételthen utasitas elseutasitas endif
P(A—B) =P(A) —P(AB)
Tétel a részesemény valdésmagére: Mapleanimacié készitésepdotscsomagban leéyv
haA < B, akkorP(A) < P(B) display [ képek insequence true) eljarassal

¥ 2.2. Események gyakorisaga és relativ gyakorisaga

Statisztikai megfigyelések azt mutatjak, hogy haegetlen tomegjelenségre (mint a
pénzfeldobasra vagy a kockadobasra) nagyon soketetéhajtunk végre, akkor az esemény
eléfordulasai bizonyos torvényszségnek tesznek eleget. Nevezetesen az esemény
eléfordulasanak relativ gyakorisagai ingadoznak valgrdes 1 kozott lely konstans érték
korll. Ha a kisérletek szamat névelve az eltérési8ka konstanstdl egyre kisebbek lesznek,
| akkor ezt a szamot nevezzik az esentépgsztalati (vagyempiriku s) valosziniségnek.

2.2.1. DEFINICIO. Esemény gyakorisaga
LegyenQ egy véletlen kisérlet eseményterddé@xQ részhalmaza. A& eseményre végezziin
n fuggetlen kisérleet. AzA esemeny gyakorisaganakevezzik aztlg (A) szamot, ahanyszq

bekovetkezik aA esemény aa kisérletil. +

=

A k,(A) =0 eset azt jelent, hogy Azsemeny egyszer sem kovetkezett be. A masik vaglet
k,(A) =n eset, amikor minden alkalommalAaesemeny kovetkezett be. EgyébkeRt(a)

gyakorisag értékre mindig teljesil a
0<k(A) <n

egyenbtlenség.



A gyakorisdgok szamitasat tovéobmalizalhatjuk az alabbiak szerint. Legyen

Q= {0)1, mz,...,a)m}, |Q| =m
a kisérlet véges sok lehetséges kimenetele e&iageérlet soran bekodvetkezett kimenetelek
vektora

X= (xl, X x3xn)
ahol mindeng € Q = {(ol, mz,...,mm}.
HaA egyeseményakkor legyen
Y= (Yo Yo Y-+ ¥n)»
ahol
1,hax € A

%= O,ha>g€£A

azi-ik eseményndikator valtozoja. AzY vektor értéke ott 1, ahdnyadikrafagsemeény
bekovetkezik és ott 0 ahol Azsemény nem kovetkezik be. EzérYazktor elemeinek 6sszege
éppen a&A esemeny gyakorisag értekeralzisérletldl

n
k (A) =Zlyi =1Y]
i=

2.2.2.PELDA. Elemi események gyakorisaga a pénzfeldobas kisédatl
Irjunk szimulaciés programota pénzérme feldobasara és az események gyakamsi@ga
szamitdséara, valamint megjelenitésére, amelybgetegfej= 1 és airas=0.

Az eseménytéR = {1, 0} és ezérin=2. Az egyszdiseg kedveéeért dobjuk fel a pénzérmét n=
10-szer. Ekkor a fen¥ vektor 10 véletlenszéen generalt O és 1 értéket tartalmaz.
| Szamoljuk meg a& = {0} elemi esemény gyakorisag értékeit és szemléltessik

> restart:
> randomizé ) : randomizé ) :
> érme:= rand(0..1)

erme:= proc( ) (1.2.1)
proc( ) option builtin = RandNumberinterfage end proc(6, 2, 1)
| end proc

> dobasszam= 10
> dobasok= [sed érme), k=1.dobasszam]
dobasszanF 10

dobasok= [0, 0,0,0,0,1,1,0,1,0 (1.2.2)

A Statisticscsomag | [> with( Statistics :

ColumnGrapreljasaral | > ColumnGrapli dobasokidth=0.1,distance= 0.9, offset= 1,

1 magassagu oszlopqt tickmarks= [dobasszan?])
rajzol azokon a

helyeken, ahol a
dobasoMlista értéke 1.




A FrequencyTableljarasnak ains=2
opcibjaval azt k6zoltuk, hogy a0 és 1

> evalf( FrequencyTable dobasdins=2), 4);

ertékkozt ossza fel 2 egyémeészre és
0.5000..1. 3. 30.00 10. 100.

0...0.5000 7. 70.00 7. 70.0
(1.2.3)

szamolja meg, hogy[a G;—) és[%, 1]

intervallumokba hany eleme esik a

dobasolsorozatnak!
> Histogram dobasqKkrequencyscale
=absolute

.

6

5
A Histogrameljaras olyan magassagu 4
fuggoleges téglalapot rajzol az= 0 és az 3
x =1 koordinataju pontokban, ahany dafab
0 illetve 1 szerepel dobasoMlistaban. 2

1

0
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Végul irtunk egy Maple programot, amely megvizsgdhogy vajon az— ik dobas eleme-e a
megadott eseménynek. Ha igen, akkgyakvaltozot megnoveli 1-gyel és ennek értékét
hozzairja ayyakorisagolsorozat végéhez. BineCharteljaras felrajzolja vonalas abraval a
| gyakorisagokat.

> esemény= {0} :n := dobasszam
gyakorisdgok= NULL : gyak:=0:
for kfrom 1tondo
if dobasok kin eseménthengyak:= gyak+ 1 endif:
gyakorisagok= gyakorisagokgyak:
enddo:
gyakorisagok= [gyakorisagok
> LineCharf gyakorisagqlgridlines=true, legend=["a 0 gyakorisagai);
gyakorisdgok=11, 2, 3,4,5,5,5,6, 6,17




1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

a 0 gyakoriségai

2.2.3. DEFINICIO. Esemény relativ gyakorisaga
LegyenQ egy véletlen kisérlet eseményteredé@x Q) részhalmaza. A& eseményre végezzin
n flggetlen kisérleet. AzA esemény relativ gyakorisdganakevezzik az

hanyadost, ahd{ (A) azA esemény gyakorisaga akisérletisl. ¢

2.2.4.PELDA. Elemi események relativ gyakorisaga a pénzfeldobégsérleténél

Folytassuk a 2.2.2. pontban megkezdett példakészamolt gyakorisag értekek listjabol
készitsuk el a relativ gyakoriasok listajat. Tdwéabajzoljuk fel relativ gyakorisagok vonalas
diagramjat!

> relativ_gyakorisagok= [se

C( gyakorlljagok H<’ k=1 ..n) ];

LineCharf relativ_gyakorisagokhickness 3, axis= [gridlines=[10, color = blackK] ],
tickmarks= [dobasszan8], legend=[ "a 0 relativ gyakorisagaj,'view= [ 1
..dobasszan?® ..1])

relativ_gyakorisagok= [1, 1,1,1,1,—,=,>, = }




Y

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
= a 0 relativ gyakorisagai

2.3. Esemeények valosziisége és a relativ gyakorisagok. Empirikus és
szubjektiv valosziniségek értelmezése.

Az események valosZiaégét a relativ gyakorisagok tulajdonsagainak eltkamztatasaval
| alkotjuk meg. Ezért fontos megismerni a relativkgyesag tulajdonsagait.

2.3.1. Arelativ gyakorisag értékek alapvet tulajdonsagai
Ravilatunk a relativ gyakorisagok néhany alapvetajdonsagéara, amelyek fontosak a
valosziriségi fogalmak megalkotasa soran.
(i) A relativ gyakorisag értékek 0 és 1 kdzott valalak minderA eseményre
0<r(A) <1 (értékhatarok

(i) AzA=Q eseménytér relativ gyakorisaga mindig 1

r(Q) =1. (egyrenormalt)
(iii) Ha azA ésB események egymast kizarok, a2aB =2, akkor

r,(A+B)=r,(A) +r,(B) (additivitas

az 6sszeg esemeény relativ gyakorisdgat tagonkamtadaatjuk.

[ Az (i) és (ii) tulajdonsagok nem szorulnak magyatée. Az (iii) additivitasi tulajdonsag pedig
kovetkezménye a gyakorisagi értékek additivitAsamatyszerint
haAN B =@, akkork (A+B) =k (A) +k (B).

2.3.2. PELDA. Szimulaci6 egymast kizar6 eseményeksregének relativ gyakorisagaira
lllusztraljuk a 2.3.1. pont (iii) additivitasi tydonsagat a kocka feldobAs= {1, 3} és
B := {2, 4, 5} kizdr6 eseményeivel.

Megoldas
Nyilvanvald, hogy aAN B =@ Ures halmaz. Generaljunk 20 véletlen kocka dolndejl
gyujtsuk ki a relativ gyakorisagokat rendrefaB és C=AJB eseményekre. Mutassuk meg,
hogy az
n(A+B)=r(A) +r(B)
| egyenbség teljestk=1, 2, 3,..., 20 esetek mindegyikére!

> restart:
> randomizé ) :

>



> kocka:=rand(1..6) :

> dobasszam= 20

> dobasok= [seq kocka), k=1.dobasszam|
dobasszanF 20

dobésok=[3,4,2,4,4,6,6,6,2,6,5,5,6,2,2,6,1,6,3,1

> A= {1, 3};B:= {2,4,5}; C:= Aunion B;
n := dobasszam
relativ_gyakorisagokl= NULL : gyakl:= 0O :
relativ_gyakorisagok2= NULL : gyak2:= 0 :
relativ_gyakorisagok3= NULL : gyak3:= 0 :
for kfrom 1tondo
if dobdsok kin Athengyakl:= gyakl+ 1 endif:
if dobasok kin B then gyak2:= gyak2+ 1 endif:
if dobasok kin C thengyak3:= gyak3+ 1 endif:
gyakl
1T :

relativ_gyakorisagok2= relativ_gyakoriségok2—gst2 ;

relativ_gyakorisagokl= relativ_gyakorisagok

relativ_gyakorisagok3= reIativ_gyakorisétgokSgyTalk3 :
enddo:
relativ_gyakorisagokl= [relativ_gyakorisagoKIL:
relativ_gyakorisagok2= [relativ_gyakorisdgokp:
relativ_gyakorisagok3= [relativ_gyakorisagokB:

> Statistic$ LineChalii( [relativ_gyakorisagoklelativ_gyakorisagok2

=Egymast kizaré események és dsszeguk relativ ggeadsaiy
A={1,3}

B:={2,4,5
C={1,2,3,4,3

(1.3.1)

relativ_gyakorisagokB color = [red blue black], thickness 3, axis= [gridlines
=[10,color =blacK] ], tickmarks= [dobasszanB], legend=[ "A esemény",
"B esemény", "A-B dsszeg eseménlyview=[1.dobasszan0 ..1], caption
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A+B dsszeg esemény

Egymast kizar6 események és dsszegik relativ gyakorisagai

[ Az A, Bés aC = A + B események relativ gyakorisagai lathatok az abbrassuk most ki az
r,(A) +r,(B) események relativ gyakorisagainak 6sszeget, azajdA + B) 0sszeg esemeny

| relativ gyakorisagait is! Lathato, hogy a két listamel elemre haladva egyezik.

[ > relativ_gyakorisagok- relativ_gyakorisagok2elativ_gyakorisagok3

[1,1’1,1,1,2,222iléiiéé&ﬁﬁﬁ

[1, 1,1,1,1~>, 2,2, £ £ L £ & 2 £ 9 - - =L ] (1.3.2)

2.3.3. A relativ gyakorisagok ingadozasa és "hataréke"

Ha a véletlen kisérlet olyan, hogy megismétélhugtyanolyan korilmeények kozott tetézges
szdmszor, akkor a relativ gyakorisagok hosszu éegfigyeléséveiendenciattudunk
vizsgalni. A kdvetkeztetés a tendenciara lehehagy periédikusan valtozik és/vagy novekszik.

Ve

| automatikusan rogzitett.
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2.3.1 abra. A "Mauna Loa" megfigydllomas altal 1974 és 1987 kdzott
rogzitett havi atlagoSQ, koncentracio

Az alabbi 2.3.2. 4bran a New Yorkézsdén az "Amazon" 2000-2003 kdz6tti arfolyam vaisa
lathat6 a trend vonallal egyUghttp://stockcharts.com/school/doku.php?id=
chart_school:chart_analysis:trend_lnés megfigyelt adatok alapjan nem lehet egy értéke
| prognosztizalni az arfolyamra megbizhatéan.

Amazon.com, Inc. (AMZN) nasdaq Wat. Mkt @ Stock Charts.com
20-Dec-2002 Op 22.23 Hi 22.56 Lo 21.53 C1 21.93 Vol 23.3M Chg -0.25 (-1.13%) «
WAmazaon,com 21,93 (Weekly)
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2.3.2. abra. Adzsdei arfolyam valtozasa
Leszamltva a fentiekhez hasonlo véletlen folyamatakrelativ gyakorisagok abraja egy
konvergens sorozat hatarértékének abrajara emédkédzpénzfeldobas szimulacidjara
generaljunkn =200 véletlen 0 és 1 értéket egyenletes eloszlasbaja rajzoljuk fel a relativ




gyakorisdgok vonalas abrajap & % konstans val6sziiséggel egyitt!

> restart:
> randomize ) : pandomy n= 200
> érme:= rzfn)d( 1) - o@éié‘i@’:g?{?lé&”é?%m k=1ln)]:
esemény= {0} :
relativ_gyakorisagok= NULL : gyak:= 0 :
for kfrom 1tondo
if dobasok kin eseménthengyak:= gyak+ 1 endif:
gyak
K

relativ_gyakorisagok= relativ_gyakorisagaq

enddo:
relativ_gyakorisagok= [ relativ_gyakorisagok:
> ingadozas= Statistic$ LineChaiit relativ_gyakorisagalgridlines=true, legend
= ["a O relativ gyakorisagaj,'view=[1.n,0..1]) :

plots] displaﬁ( [ pIot( % , 1.1, thickness 3) : ingadozé%)
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(Ez egy példa a sok olyan véletlen kisérlet koziikar a relativ gyakorisagakgadozva egyre



jobban megkdzeliteneka [ 0, 1] intervallumban egy szamot. Az ilyen kisérleteleiétse
indokolja a valoszifiségelmélet tudomanyos igénkidolgozasat.

A matematikai analizis eszkdztarat hasznalva ardinatjuk, hogy létezik a relativ
gyakorisagok hatarértéeke

ha a megfigyelésakszama tart végtelenbe. Ehhez a képlethez tdbb anézptot kelliznink!
Egyrészt végtelen sokszor a kisérletet nem tudjdgezni. Lehet, hogy@ndenciaa tovabbi
kisérletek soran egyszer csakgvaltozik ezért hiaba mutat most az abra egy stabil médon
konvergalo esetet, ez a kébiekben megvaltozhat! Erre egy megnyugtato vakasatylag
hamar tudunk adni a kdvetké&ppen: ha ag neves nagyon nagy, akkor a relativ
gyakorisagok csak Ugy tudnak nagyon sokat valtdmnak,(A) tort szamlaloja sokat valtozik.

A masik megjegyzés a hatarétékhez az, hogy avejpsikorisagok eltérését a valogm@agtl

nem feltétlendl a
(A)
‘ K" —P(A)’ <e

n
abszolutértékoen kellene mérni, mint ahogyan azt az analizid tekatarértéknél. Erre a jogos
felvetésre maris van egy lehetséges valasz, hagyikea fenti egyewstlenséggel
megfogalmazosemeényaldsziniségét Ez a valasz kisértetiesen hasonlit egy olyan
paradoxonra, amelyben a valés@éget éppen a valdsigeggel akarjuk meghatarozni. Ez a
megkdzelités komoly logikai ellentmondast rejt nizagd ezért egy matematikai elmélet
kiépitése soran kerulni kell! Meglatjuk azonbangyha nagy szamok térvényének Bernoulli-féle
alakja szerint

K,(A)

—n PAA

nI@wP( > sj =0.
Ez a formula visszamélegesen is legalizélja azt a fogalomalkotasi folgtoty amelyben a
| valosziriseget a relativ gyakorisagokra épitjuk.

2.3.4. Tapasztalati vagy empiriku valosziniség

A véletlen kisérletek nagyrésze olyan, amelyekrsazesemények valosigegékozelitjuk
egytudomanyos mérésvagy statisztikai megfigyelés alapjan kapetativ gyakorisaggal
Tudjuk azt, hogy maga a relativ gyakorisag nem ogyamint a valésziiség. De ilyen
esetekben magarelativ gyakorisagot elfogadjuk valdszitiségnek Tesszik ezt azért, mert
nincs mas lehéség. Azt mondjuk, hogy eztapasztalativagyempiriku svalosziniség Ezt a
tapasztalati valdsziiséget kdzeliteni tudjubdméletimodellekldl szamoltelméleti

| valészirisegekkel. A modell és a valés folyamat adataingleegsét kulon tesztelni kell.

2.3.4.1. PELDA. ALFA RESZECSKEK SUGARZASI ADATAI

Rutherford és Geiger 1910-ben tanulmanyoztak anpohd radioaktiv elem alfa -részecskéinek
kisugarzasat. Megszamlaltak egy kepéma felvillan6 részecskék szamat 1/8 perces

1 .
idétartamok k('jz(jt( g perc= 7.5mésodpera. (Lasd a 2.3.3. abrat!) Osszesen2068

idéintervallumot figyeltek meg és jegyezték fel a exskék szaméat, vagyis azt, hogy hany olyan
1/8 perces idintervallum volt amikor 0,1, 2,...stb részecskeifieinasat észlelték. Az alabbi
| tAbl4zat tartalmazza a mérési eredményt.

11 és
Részecske szam D [ D 3 A 8 4] 7 8 |9 [MOennél
tobb




(1.3.3)
[Hatérozzuk meg a kategoridk szamat!

Az idsintervallumok ‘ 57‘ 20

383| 528 532 408 27 139 7 10
szama 3

_ 2.3.3. abra. Rutherford és Geiger kisérlete azrafaecskék megszamlalasara
A tdblazat als6 sora azon 1/8 perces intervallugzdknat mutatja, ahanyszor a felettélev

| jottek ezek a mérési eredmények a kisérlet szendahinem Iényegesek.
FELADAT.

részecskeszamot észleltek az adott 1/8 peréedeadvallumban. Az, hogy milyen sorrendben

Adjuk meg a

P(akisugarzaészecskekzamar.5mpalatt =n)
empirikus valésziniségeken =0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9, 18511- néltobbértékekre a relativ
gyakorisagok alapjan.

;Megoldés

| Vigyuk be a két adatsort egy-egy listaba!
> restart:

részecskeszars [0, 1, 2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11

gyakorisagok= [57, 203, 383, 525, 532, 408, 273, 139, 45, 27610
részecskeszam [0, 1, 2, 3,4,5,6,7,8,9,10, 11

gyakorisagok= [57, 203, 383, 525, 532, 408, 273, 139, 45, 27, 10, 6

|:> n := nopg gyakorisagok

n:=12 (1.3.4)

[ Ha O0sszeadjuk az 0sszestartam gyakorisagot, akkor megkapjuk a mért 1/8¢er
iddintervallumok szamat. Ezzel osztva a gyakorisagoledkapjuk a relativ gyakorisag
| értekeket!

n

> (sszes_meérés- Zgyakoriségo}g
k=1

F

0sszes_merés 2608 (1.3.5)




gyakorisagok

0sszes_meres

57 203 383 525 133 51 273 139
608’ 2608' 2608 2608" 652’ 326 2608’ 2608’
45 27 5 3

2608’ 2608 1304’ 1304]

> relativ_gyakorisdgok=

relativ_gyakorisagok= [ > (1.3.6)

Azt kaptuk, hogy 6sszesen 2068 darab 1/8 percaekyémely ('jsszese%%—68 perc és ez kb.

4.3 ora.
| Rajzoljuk fel relativ gyakorisagok oszlop diagrathja

B Statistic ColumnGraplirelativ_gyakorisagaloffset=-0.4,caption
= Szubjektiv valosziségek

0.20]

0.15]

0.10]

0.05{

Szubjektiv val bsziniségek

Az oszlop diagramok azt mutatjak, hogy az eqye9, 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8,9, 10, 11 részecske
kisugarzasanak mennyi a relativ gyakorisaga. Mutasgg, hogy a relativ gyakorisagok
| 0sszege 1.

12 n
> Z relativ_gyakorisagok= Zrelativ_gyakoriséqu
k=1 k=1
12
Zrelativ_gyakoriségq(lc 1 (1.3.7)
k=1

Ezért alkalmazhatjuk a feladathoz alabfd, S P) val6sziniségi me#t. Legyen az eseménytér
az




Q={0,1,2,3,4,5/6,7,8,9,10, 11
a kisérletben az 1/8 perdidrtam alatt kibocsatott alfa-résdeketségeszama. Az elemi
eseményekmpirikus valészinisegit a méréstl kapjuk az edzé tort ertekek kozelitésevel.
(Az elemi események jeldlésénél elhagytuk a halmegadast szimbolizalo {} zarojeleket!)
P(0) =0.021856 P(1) =0.077837 P(2) =0.14686 P(3) =0.20130 P(4) =0.20399 ;
P(5) =0.15644 P(6) =0.10468P(7) =0.053298 P(8) =0.017255P(9) =0.010353 ;
P(10) =0.0038344 P(11) =0.0023006

=Tovébbi vizsgélat szilkséges ahhoz, hogy az igyetegjempirikus eloszlastmilyenelméleti
| eloszlakozelitelfogadhatoan. (lasd 2.8.5. pontban targyalt Poissoszitisegi me#t)

2.3.5. Szubjektiv valoszitiség és a statisztikai szamitasok

A statisztikaban olyan adatokkal is kell dolgoznunk, amelyek flggemalamely vizsgalati

csoporttol, a kérdezésdpontjatél stb. Az ilyen adatok szubjektivek, szegrtilfiggéek.

2.3.5.1. PELDA

Kérdezzik meg diakjainkat, hoggponta atlagosan hany éraszoktaktanulni. Ha a didkok

attol tartanak, hogy a tanar visszaél az adatokkalr valaszaikat leirhatjak egy papirlapra pev

nélkil és a papirokat 6sszekeverhetik. Igy a tapér tudja azonositani, hogy ki mennyi orat

tanul naponta. Tegyuk fel, hogy 20 diak adata sk
586,3,3,247,5,2,3,5,6,5,4,4, 2%, 3.

Ha a kérdést feltessziik ugyanazoknak a diakoknadvfénllva, akkor az nem feltétlendl

egyezik a régi adatsorral.

> restart:
tanulas:= (5,6, 3,3,2,4,7,5,2,3,5,6,5, 4, 4, 2,5, 3;
tanulas:= [5, 6,3, 3,2,4,7,5,2,3,5,6,5,4,4,3,5,2,5, 3 (1.3.8)

[Gy[]jts[]k ki a gyakorisagokat3tatisticscsomagrally nevi eljarasaval!

> with( Statistics :
gyakorisagok= sort( Tally(tanulas) )
gyakorisdgok=[2=3,3=5,4=3,5=6,6=2,7=]1 (1.3.9)

A gyakorisagokat olyan listdban kaptuk vissza, giveh egyeriiségek szerepelnek. Az
egyenbség bal oldalan enulaslistaban szereflkilénbdz 6raszamok szerepelnek, a jobb
oldalon ezek gyakorisagai. Valasszuk el a bal Bs midalakat kilon listakba! Aaraknewvi
véaltozoba tesszik azéébrduldtanulasi 6raszamolat és aliakokszamaewi valtozoba a
| gyakorisagolat.

> o6rak:= magp( Ihs gyakorisagok;
didkokszadma= magp( rhs gyakorisagok;
orak:=12,3,4,5,6, 1

didkokszama= [3,5, 3,6, 2, 1 (1.3.10)

[ A relativ gyakorisagokat Ggy kapjuk, ha az egydsed@riakba tartoz6 diakszamot elosztjuk a
| teljes létszammal, azaz 20-al. Igy olyan val&ézégeket kapunk, amelyek 6sszege 1.

N




nopg didkokszama
> létszam= >,  didkokszama k
k=1

diakokszama, .

|étszam

nopq didkokszama nopq didkokszama

'valosziisegek = Z valésziniségek k
k=1 k=1
létszam= 20
valésziniségek= [0.1500000000, 0.2500000000, 0.1500000000, 0.300@m)00
0.1000000000, 0.050000000P0

> valoszidiségek= evalf(

6
 valésziniségek= 1.0000000000 (1.3.11)
k=1

A ColumnGrapteljarassal olyan oszlop diagramot rajzolunk, atmehyaz oszlopok magassagai
a valoszitiségek. Mivel nem 1-gyel keédik az 6raszam, ezért eltoljuk a grafikont az x-
| tengelyen annyival, hogy az éleszlop 2 6ranal keadjon.

> ColumnGraplf val6szifségekoffset Ugyanezeket a gyakorisagokat kapjuk a
=6rak[1] — 0.4) Histogrameljarassal, ha linwidthopcio 1.
0.3 > Histogram( tanulasbinwidth=1)
0.
0.2
0.1
0,

12 3456 7

A 2.3.4. pontban mondottaknak megféts megadhatunk edy, S, P) valésziniségi me#t a
feladathoz. Ebben az eseménytér

Q={0,1,23,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 1820921, 22, 23, 24

az egy nap alatt tanulassal eltolthétdk szdma. A3= 2 az esemenytér dsszes
részhalmazainak halmaza. A példaban az elemi esakénldszitisége
P(2) =0.15,P(3) =0.25,P(4) =0.15,P(5) =0.3,P(6) =0.1,P(7) =0.05ésP(Kk)
L =0 egyebként

Miben kilénbozik a fenti feladat és a 2.3.4. ponthasgalt részecske bomlastél?
Mivel a részecske bomlas folyamatat fizikai torvékyrjak le, ezért az adatokhoz feltett
kérdésekre a magyarazatot ezekkel kell megvalaszoln
A tanulasi id valésziriségeihez feltett kérdésekre a valaszt a diakokeatidglaltsagai,
erdekbdési kore, élképzettsége, stb. adhatjak meg. Ezek a teruletekgendl fliggenek.
Ezért a kapott valésziség aszubjektiv kategoridba tartozik €s nem téveszteadsze az
| empirikus valosziniséegyel!

MegjegyzeésA Statisticscsomad-requencyTableljarasaval is kigyujhettik volna a gyakorisag,




relativ gyakorisag, az 6sszegzett értékeket is. Arra kell azonbamlingyhogy az egyes

intervallumokba esés gyakorisagaipal b) balrdl zart és jobbrol nyitott intervallummal szaim

kivéve az utolsé intervallumot, ahol az intervalliag b] jobbrdl is zart! Ezért a megfetel

gyakorisagokat ugy kaptuk volna meg, haregeopcidoban az adatok értékkészletéhez

hozzaadunk 1-et ésonsopcional is ugyanezt tesszik. Prébalja ki az @\asutasitast a +1
nélkal is!

> FrequencyTable tanulasange= min(tanulas ..maxtanulas + 1, bins
=round Range tanulag) + 1)

2...3. 3. 15.00000000 3. 15.00000000
. 25.00000000 8. 40.00000000
. 15.00000000 11. 55.00000000
. 30.00000000 17. 85.00000000
. 10.00000000 19. 95.00000000
. 5.000000000 20. 100.0000000

(1.3.12)

e
© N o o ok
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[ Miutan attekintettiik példakon keresztll a valoézéy fogalmanak lehetséges értelmezéseit,
ezutan megprobaljuk egyértdlen megadni a k6zottik 1&\kilonbséget és hasonlosagot. Ezt az
| alabbi grafikon szemlélteti.

Valdszinliség fogalma

T~

Elméleti Tapasztalati Egyénre szabott
(teoretikus) (empirikus) (Szubjektiv)
az A eseményt alkoto az A esemény hany személyre
P(A) kimenetelek szdma bekovetkezésiszama teljesltilaz A esemény
az 6sszes lehetséges az 6sszes kisérletek az 6sszes személyek
kimenetelek szama szama szdma

A P(A)valosziriségek mindharom esetben hanyadosként adtuk meg.
Az elméleti valésziniségt egy matematikai (vagztochasztikug modell alapjan szamoljuk és
ez klasszikus esetben Aeseményt alkotd kedvékimenetelelszamanak ardnya az 6sszes
lehetséges kimenetelek szamahoz viszonyitva. \&ygtalk kimenetelre ennek nincs értelme.
Folytonos esetben a kimenetelek szama alatt a te&gfalmaz (szamegyenes intervalluma
vagy sik tartomanya vagy térbeli tartomamg@rtékét (hosszat vagy teriletét vagy térfogatat)
kell érteni!

A tapasztalati valészinisémél egyvalés folyamahoz megtervezekisérletet ismétellink
tbbbszor egymastodl fuggetlendl. FigyeljukfAagsemeény bekodvetkezési szamat &isérletldl €s
| ezek aranya a valostiseg az 6sszes Kiserletszamhoz viszonyitva.
A szubjektiv valoszinisémél az emberekhez kapcsolhAtésemény bekdvetkezését vizsgaljuk
egy populaciéban. A& eseményt teljegitszemélyek szamat elosztva a populéicsaamaval
| megkapjuk a valoszitseget.

| Lathatd, hogy éles hatart nem tudunk huzni a hfogalom kozott.



2.4. Kolmogorov-axiomak. Valoszikiségi mes. Klasszikus valoszifiségi mea.

A valbsziniségelmélet ma is hasznéalatos axiorAdit. Kolmogorov (1903-1987) orosz
matematikus fektette le egy 1933-ban megjelent ¥ébgn. Az axiomak 3 részre oszthatokSEls
rész ax) esemenyteérre vonatkozik. A masodik rész az eseakéolyanS rendszerét irja &)
amelyen értelmezhét valoszifiség. Itt as-algebra fogalmat kell hasznalni a folytonos
esemeénytér kezelletege miatt. (lasd 2.7. részt). A harmadik rész a
P:S—[0, 1] valosziriségfiggvényertelmezi az eseményeken ugy, hogy az a relativ
| gyakorisagok jol ismert tulajdonsagainak teljeséiiéga eb feltételként.

A.1. AXIOMA. Feltételek az eseménytérre
Az Q nem Ures halmaz neeseménytéramely a véletlekisérlet 6sszes lehetséges
kimeneteléttartalmazza. Az eseménytér elemei a kisérlet$élges kimenetelei.

A.2. AXIOMA. Feltételek az eseményalgebrara

LegyenS azQ esemeénytér részhalmazaibdl allé halmazrendszdyneieelemeit
eseményekek nevezzikAz Steljesitse &-algebraalabbi 3 feltételét

(A.2.1) oS

(A.2.2) HaA € S akkorA°=Q \A € S

(A.2.3) HaazA, A,..., A, ... (végtelen sok) esemény mindegyike eleme az

S — halmazrendszernek, akkor legyen az uniéjug-isen, aza:( Ur;”: fh) € Steljesuljon.

A.3. AXIOMA. Feltételek a valosziniségre

Az Sc-algebra mindeA € Seseményéhez hozzarendelliink Bg®) valosziniséget, amely
eleget tesz a kovetkéZeltételeknek

(A3.1)0<P(A) <1

(A.3.2)P(Q) =1

(A.3.3) Ha azA, A, A,,... események egymast paronkent kizakgl, =@ (k +# i), akkor az
esemeények 0sszegének valdszayét a tagok valostiségeinek 6sszegével szamolhatjuk, azaz

P(éfh] =§1P(Ah) .0

Az (A.3.3) feltétel teljestilése esetén azt mondpdgy aP : S— [0, 1] valdszirtiségi fliggveny
| o-additiv.

A valbsziriségre kiemels (szigma) jeld arra utal, hogy az additivitds nemcsak véges agiat
| érvényes, hanem megszamlalhatéan végtelen sokishgra

2.4.1. DEFINICIO. VALOSZIN USEGI MEZO

Az (Q, S P) harmasvalésziniségi mesnek nevezzik, amelyben
» Q) az eseménytér,

» Saz események-algebraja

* P:S—[0, 1] ac-additiv valészitiseégi mértek.

(A 2.4.1. 4bra azt mutatja, hogyan képeziRevalosziriség fliggvény a2 eseménytéh ésB
részhalmazait a szamegyeiies Dintervallumanak egy-egy szamértékére. Nagyobbékiert
| halmazhoz nagyobb valos#Beégi érték tartozik.




—1
P(B)

| 2.4.1. abra. A P valos4iseg fuggveny2 részhalmazait leképezifa 0} ibtervallumr ertékeire.
2.4.2. A klasszikus valésziisségi med
Legyen a vége® eseménytén =|Q| elenti és az elemei a kovetkik
Q={o, o, o,..,0}

Jeldlje

A{o}, Ao}, Ar{od ..., AF{o}
azQ kilonbod elemeihez tartozélemi esemeéngket! Mint lattuk, az, A, A,,..., A,
| esemeények teljes eseményrendszert alkotnak.

DEFINICIO. KLASSZIKUS VALOSZIN USEGI MEZO
Az (Q, S P) valésziiségi me#t klasszikus valészitiségi mesnek nevezziik, ha a véges
esemeénytéminden elemi eseményének valosaiaégeugyanakkora, tehét

P(Al) :P(AZ) :P(Ag) =..= (Ah) =p. ¢
Mivel az elemi események egymast paronként kizasdtisszegliik &2 eseménytér, ezért az
(A.3.2) és (A.3.3) axiomak alapjan

P(Q) =P(A +A,+A3+..+A)) =P(A) +P(A) +P(Ay) +..+P(A)=n-p=1.

Ahonnan

p=+
_ n
Ha azA= {mi L O ey O } halmaz ax) eseménytér valameky— elemi részhalmaza
1 2 k

(1 <k <n), akkorA= {m‘1}+{®‘2} +..+ {coik} :A1+A2 +..+ Ak.
A P:S—[0, 1] valésziriségi mértek additivitasa miatt
1 1 1 _k
P(A)=P(A +A +..+A\=P +P +..+P == 4+ = 4.+ =,

R S L e S
Tehat egy klasszikus valosigegi med valamelyk kimenetelt tartalmaz8 esemeényének
valbsziriségét
_ kedved esetelszamaazA eseményre_ |A

Osszegsetelszama Q|

P(A)

arannyal kell szamolni.
Ezért, haszamitdgépes szimulacual véletlen szamokat generalunk Indgzott €s egy szam




jeldli a neki megfelél sorszamu kimenetelt, akkor Azsemény meéretének megfélel
gyakorisaggal esik a szdm az A halmazba. Ha uggaihalmaz kevés elemet tartalmaz, akkor
a generdlt szam ritkan esik bele a halmazba. Haesemeény sok kimenetelt tartalmaz, akkor a
| generalt szam idisin esik azA halmazba.

Sok véletlen alapjaték egyik alapfeltétele az, hogy alemi esemeények esélyei egyéhl
legyenek. Példaul

» kocka jatéknal felteszik, hogy a kocka szabalyos,
 kértya jatéknal a lapok kiosztasanak esélye egydor
« rulettnél a goly6 ugyanolyan eséllyel allhat megnélyik rekeszben,
«a LOTTO-nél a 90 szam koziil ugyanolyan esélye lamblyik 5 szam kihtGizasanak.
jEzek mind a klasszikus valos#ggegi med elméleti modelljeit feltételezik a gyakorlatban.

2.5. Atagadas, az 6sszeg és a kulonbségveletekvaldsziniségi szabalya

A valésziniségelmélet alappillérei az axiomak. Az axiomakdsknalasaval bizonyitunk
szamitasi szabalyokat a tagadas, az 6sszeg é8rdbokét mveletekre. Majd 6sszehasonlitjuk
| két egymast tartalmaz6 esemény valGszdgét.

2.5.1. TETEL. Tagadas esemény val6saiaége
TetsdlegesA esemeény tagadasanak valbgzégeét a

P(A)=1—P(A)
képlettel szamolhatjuk.

[ BIZONYITAS

Az A esemény és d¥ = A tagadas esemény unidja egyrészt a teljes esemémysgrészt
egymast kizarok (lasd az 1.6.2. tdblazatot)

AU A°=Q AN A° =g,

Q

A valbsziniség fuggvény additiv tulajdonséaga és az esemévgiészirisege miatt

P(AU A°) =P(A) +P(A°) =P(Q) =1.
Az egyenletet atrendezve kapjuk a tétel allit84a°) =1 — P(A). Tehat a tagadas esemény
| valosziriségét megkapjuk, ha az eredeti esemény valiszgét kivonjuk egydl.

2.5.2. Kdévetkezmény
A lehetetlen esemény valosiiggge nulla, aze2( @) =0.

_Bizonyl’tés.
Mivel a biztos esemény tagadasa a lehetetlen esemzért
P(@)=P(Q)=1-P(Q)=1-1=0. ¢




| Tehat a lehetetlen esemény nulla valdszégi. Ez forditva nem feltétlendl igaz.

2.5.3. TETEL. Osszeg esemény valosksege
TetsdlegesA ésB események 6sszegének valogzéyge a
P(A+B)=P(A) +P(B) — P(AB)

képlettel szamolhato.

[ BIZONYITAS.
Els6 1épésként felbontjuk a& + B 6sszeget két egymast kizaré6 esemény 6sszegére

A Venn-diagram alapjan teljesil Az+ B =A + A"-B azonossag, melyben a jobb oldali két tag
metszete Ures. Ezért a valésmég additiv tulajdonsidga miatt

(2.5.1) P(A+B) =P(A) +P(A"B).

Masodik lIépésként felbontjukBaeseményt két egymast kizaré6 esemény 6sszegére.

A Venn-diagram és halmazalgebrai azonossagok alagij@sil a

B=B-Q=B-(A+A°) =B-A+B-A°
azonossag, melyben a jobb oldali két tag metszete &zért a valdsziség additiv tulajdonsaga
miatt
(2.5.2) P(B) =P(A-B) + P(A"B).
A (2.5.2) egyenletl rendezéssel kapjukrR{ A-B) =P(B) — P(A-B) elallitast, amelyet
behelyettesitve a (2.5.1) azonossagba adodik a

P(A+B) =P(A) + P(A“B) =P(A) + (P(B) —P(AB))

| bizonyitando egyefiseg. ¢
| 2.5.4. Események kilonbségeinek valéshisege

TETEL. BarmelyA ésB eseményekré®(A-B) =P(A) —P(AB).

[ BIZONYITAS
Az alabbi Venn-diagramrdl leolvashat6 az




A=(A—B) +AB
| halmaz azonossag igaz teéfisgesA esB esemeényre.

Mivel az (A — B) ésA-B események egymast kizardk, ezért A3.3. additivit@®ma alapjan a
valosziriséget a jobb oldalon tagonként vehetjik
P(A) =P(A—B) + P(A'B).
A’z egyenlet mindkét oldalabdl kivonvaPaA-B) valdsziriséget kapjuk a keresett azonossagot.

(255, Részesemény valdstisege kiebb vagy egyel) mint az 6t tartalmaz6 esemény
valdszinisége
| Az alabbi tétel a valésziiség figgvény monotonitasat mutatja.

TETEL. HaB < A, akkorP(B) < P(A).

BIZONYITAS
Mivel B < A, ezértA= (A —B) + B, ahol a tagok egymast kizar6k — B) -B=0. Ezért az
(A.3.3) axbma alapjan
| P(A) =P(A—B) +P(B).

Az (A.3.1) axioma alapjaR(A— B) > 0, ahonnan kapjuk a
P(A) =P(A—B) +P(B) > P(B)
| bizonyitando egyeftitlenséget.¢

2.5.6. Osszeg valdsziiségének altalanositasa harom tagl dsszegre

Ha két tagu 6sszeg helybtirom tagu 0sszegaldsziriségét szeretnénk kiszamolni, akkor az
A+B+ C=(A+B) + C zardjelezéssel két tagu 6sszeget kapunk és adg@bsszegre
vonatkozo 2.5.3. tétel alapjan

P(A+B+C)=P(A+B) +P(C) —P((A+B)-C).




A jobb oldalon szerefilaP( A + B)valdsziriség helyébe a 2.5.3. tétel alapjan
P(A) + P(B) — P(A-B) képlet kerllhet. AZA + B) -C =A-C + B-C disztibutivitast és a 2.5.3.
tételt hasznalva Ujbdl
P(A-C+B-C)=P(A-C) +P(B-C) —P(AB-C).
| A képleteket egymasba helyettesitve és rendezagokat

P(A+B+C)=P(A) +P(B) + P(C) —P(A-B) —P(A-C) —P(B-C) + P(AB-C).

Tehét pozitiv djellel kell venni azA, B ésC események valdsZiaégeit, negativ éjellel kell
venni az 0sszes két ténygsA-B, A-C ésB-C szorzat események valosiségeit és vegul pozitiv
eléjellel kell venni a harom tényég A-B-C szorzat esemény valostiggéget¢
Tobb tagu 6sszeg valosisegére hasonlo formula adhatd, amelyet szita-fanal vagy

| Poincare-formulanak nevezink.

2.5.7. TETEL. Poincare-formula vagy szita-formula agy kizaras-beszamitas formulaja
AzA, A,...,A esemeények Gsszegenek valoszayét az alabbi formula adja meg

P(A+A ..+ A) :k;(—n"‘l-s1<

ahol

S.= > P(AA, A )

1<i <i_<..<i <n
1 2 k

Azt mondjuk, hogy valtakozo6 @kllel 6ssze kell adni az 6ssdesényeds szorzat esemény
valésziriségét, ahol mindegyik- tényess szorzat valdsziiségének éjele azonos. Ugyelni

kell arra, hogy a halmazok kulonkbgzorzatai kozul mindegyik szorzat csajyszer forduljon

elé. Ezt ugy értik el, hogy el az 6sszegzésben régzidexek szigorian ndvekszenek. Tehat,
ha példaul aA,-A, szorzat szerepel a két ténfieszorzatok kozott, akkor a forditott sorrendben

irt A,-A, szorzat nem szerepelhet.
[ Sok tagltA, + A, +...+ A Osszeg esetén a 2.5.7. tetel jobb oldalan sZedsgkeg nagyon sok

tagbol all. Ezért mindegyik tag valos#igegének kiszamitasa hosszadalmas vagy akadélyokba
| Gtkozik. Helyette sok esetben egysidyr becsléseket hasznalni.

2.5.8. TETEL. Boole- és Bonferoni- egyeiitlenségek
TetsBlegesA,, A,,..., A, (n > 2) esemenyek 0sszegének és szorzatanak valésgiére

teljesiinek a
() P(AL+A+...+A)) <P(A) +P(A) +..+P(A) (Boole—egyeritlenség)
(i) P(AAy .. A)) 2 P(A) +P(A) +..+P(A) —n+1

(Bonferoni—egyeritlenség)
egyenétlenségek.

BIZONYITAS
(i) Boole-egyenitlenség
Teljes indukcioval bizonyitunk. Ha= 2, akkor a 2.5.3. tétel alapjan
P(AHA) =P(A) +P(A) —P(AA) <P(A) +P(4)
teljesil, merP(A-Ay) > 0.
Tegyuk fel, hogy a Boole-egyéitlenség igan < k mellett. Mutassuk meg, hogy teljestil
n=k+ 1 esetén is. Az sszeg asszociativ tulajdonsag@ala




P((AL+A+ +A) +AL ) SP(A+HA+.+A) +P(AL ),
ahol felhasznaltuk, hogy=2 mellett az egyefitlenség igaz. Vegyik most figyelembe, hogy
n=Kk esetén az egysitlenség a feltételezés miatt fennall, azaz

P(A + A, +..+A) <P(A) +P(A) +..+P(A).
Ezt behelyettesitve azéeb egyenbtlenségbe kapjuk a bizonyitand6
P(A+ A+ +A+AL ) SP(A) +P(A) +..+P(A) +P(A 1)
| egyenbtlenséget.

Az (i) Bonferoni-egyenbtlenségt a De Morgan-azonossag, a jelen tétel (i) Boole-
egyenbtlensége és a tagadas esemeény valisegének szamitasa alapjan kapjuk

P(A/Ay . A)=1=P(Al+ A +. .+ A)) 21— (P(A]) +P(A) +..+P(A)) =

1— (1—E(A1) +1—P(A) +..+1—P(A)) =P(A) +P(A) +..+P(A) —n
+1.

2.5.9. PELDA. Bonferoni-egyerdtlenség élessége
Tegyuk fel, hogy van n=10 eseményink, amelyekre

P(A) =P(£) =P(%) =P(A) =P(%5) =P(%) =P(%) =P(%) =P(%) =P(%h0) =P

Becsluljuk meg a

P(A Ay A3 AL A Ag Ay AgAg Ay
szorzat esemény valds#gegét,
() hap=0.99
(i) hap=0.01
[ MEGOLDAS

(i) Mivel azA,-A, Ay Ay A Ag A Ay Ay Al S A, €s arészesemeny valosdége kisebb vagy
| egyend, mint a nagyobb esemeny valosdége (lasd 2.5.5. tetel ), ezert
> P(Ay Py Ay A Ag A A Ag Ay Ayg) < 0.99
P(ALA A A A AG A, Ag Ag A g) < 0.99 (1.5.1)

=NézziJk meg, hogy a 2.5.8. (ii) Bonferoni-egygiginséget hasznalva milyen alsé korlatot
| kapunk a fenti valoszitsegre

> P(ArAy Ay Ay AgAg Ay AgAgAg) > 10-0.99—10+1
0.90 < P(A Ay Ay A A Ag A AgAg Ay (1.5.2)

Tehat a szorzat esemeény kétoldalu becslése

0.9 < P(A A, Ay A ASA A, Ag Ay Ay ) < 0.99
Az eltérés a két oldal kozott 0.990.9 =0.09, amely jo becslésnek mondhato.
(i)
Ismételjik meg a becslést, ha a valoézéyek mindegyikp =0.01. Ekkor a 2.5.8. (ii)
| Bonferoni-egyertitlenséget hasznalva

> P(ArAy Ay Ay Ag Ag Ay AgAgAg) > 10:0.01—10+1
-8.90 < P(A Ay A A AGAG A, Ag AgA ) (1.5.3)

Mivel a valoszitiség mindig nem-negativ, ezért a negativ als6 koddat ad hasznélhato

informaciot. Ami azt jelenti, hogy a (ii) Bonferergyenbtlenséget "kis" valdsziisegek mellett

nem célszdr alkalmazni. Hasznaljuk tehat a Bonferoni-eggdahséget nagy valosisédi
__Lesemények szorzatanak becslése soran.

Y 2.6.Példak diszkrét valosziisegi mesk alkalmazasara és ezek Maple



szimulacidja
Diszkrét me# esetén egy esemeény valos@iégének kiszamitasahoz az algiybblémaékra kell
| valaszt keresnunk.

1. IépésLétre kell hozni az eseménytér halmazét!

2. |IépésAz elemi események valos#ségeit meg kell hatarozni!

3. IépésA feladatban szerepleseményt élkell allitani elemi események dsszegeként!

4. lépésA feladatban szerefplesemény valdsziiségét additivitasi szabaly alapjan tudjuk
meghatarozni!

2.6.1 PELDA. Szerencsejaték 3 kockaval és annak suilacioja

A jaték és szabalyai

A jatékos mond egy egész szamot 1 és 6 kozott, falmjdb 3 szabalyos kockét. A jatékos
akkornyer, ha az altala valasztott szam megjelenik valarkddgtkan. Ezzel 6sszhangban a
jatékos akkoweszit ha az altala mondott szam nem jon ki egyik kock&m.

Mekkora valdszitiséggehyer a jatékos?

Az alabbi4 kilonb6z6 megoldas felvonultatasa sorafokozatosan fiiggetlenitjik magunkat a
Maple-program hasznélatatol. Kezdetben csak a Mapiémaszkodunk. Kébb csak

| szamolunk vele, majd a vegén elméleti Uton megkéikea valosziiiseget.

Mielétt valaszt talalnank a fenti problamara, é#ekészitsiinlszimulaciosvagyMonte Carlo-

| programot, amely anyerés relativ gyakorisagdifelrajzolja!

Hasznaljuk a jatékos altal gondolt szam megadasadppanazt &ocka:=rand(1..6kljarast,

| amelyet korabban marikodtettink.

> restart: randomizé ) : kocka:= rand(1..6) : jatékos:= kockd )
jatékos=5 (1.6.1)

[ A 3 kocka feldobasat egy 3 elémobésnei listaval szimbolizaljuk, amelyben haromszor
| meghivjuk &ocka()eljarast.

> dobas:= [kockq ), kockd ), kockd ) ]
dobas=[3,5, 4] (1.6.2)

[ Nézzik meg, hogy @obadlista 3 elemét halmazza alakitva tartalmazzaatékps altal
| kigondolt szamot?

> if jatékodn convert dobasset) then "A jatékos gyzott" else"A jatékos veszitettendif
"A jatékos gpzott” (1.6.3)

Miutan a programrészeket kilon-kilon kiprobaltulkagsk niikddnek, csak azutan tegyik egy
Maple futds csoportba! Képezziink 200 dobas sorbgatmjzoljuk fel a relativ gyakorisagok
| vonalas grafikonjéat!

> dobasszam= 200 :
relativ_gyakorisagok= NULL : gyak:= 0 :
for kfrom 1todobasszardo
dobas:= [kockd ), kockd ), kockdq ) ]:




if jatékosn convert dobgsset) then gyak:= gyak+ 1 endif:
relativ_gyakorisagok= relativ_gyakorisélqugyT"jlk :
enddo:
relativ_gyakorisagok= [relativ_gyakorisagok:
> Statistic$ LineChalii(relativ_gyakorisdgokthickness 3, axis= [gridlines= [ 10, color
=black]], tickmarks= [dobasszan8], legend

= ["A gyoézelem relativ gyakorisagdi'view= [ 1 .dobasszan? ..1])

0.5

— A gy6zelem relativ gyakoriségai

[ A relativ gyakorisagok nagyesetén egyre kozelebb keriilnek 0.4-hez vagy egh€z kozeli
szamhoz. A valoszirségpontosvagyelmeéletiértékét nem tudjuk ilyen modon meghatarozni!

Prébaljuk bizonyitani, hogy a jatékos nyerésénélkyesvaldban "kevéssel" tér el 0 it
1. lepeésAz esemenyter az 6sszes 3 elg,, d,, d;| listak halmaza, melyben a lista elemek az

1-t6l 6-ig terjeds kockadobasok lehetneke {1, 2, 3, 4,5, § ési=1, 2, 3. Az 6sszes ilyen
| listat 3 egymasba agyazott sorozat Képezgeljarassal tudjuk megadni.

> eseménytér= {seqsed se([ i,j, Kk k=1..6),j=1..6),i=1..6)}:N
= nopg esemeénytgr
N:=216 (1.6.4)

| Lathatd, hogy az eseményter elemeinek szama 216 =6
2. IépésMivel a harom kocka szabdlyos, ezért az eseményitedegyik kimenetele egyforman

valosziri. Tehat minden elemi esemény valéézége egyforméﬁzlﬁ

1
P({[dy dp dg]}) =75 aholdy dp ds € (1,2,3,4,5,6.

3. IépésAdjuk meg az esemeénytérben a jatékos nyeréserekémyét! Mivel nem ismerjik a
jatékos éltal kigondolt szamot, ezért tétegesen felvehetjik azt 1 és 6 kozott. Vegyuk raast

1 értéket. Probalja ki az olvaso, ha ezt a szamiga &, 3, 4, 5 vagy 6 értékre, akkor is ugyanazt
| a végeredmeényt kapja!

> jatékos:= 1 :kedved esetek= NULL :
for kfrom 1toNdo
dobas:= eseménytér k:
if jatékosn convert dobasset) thenkedved esetek= kedved_ esetekdobasendif:




enddo
> kedved esetek szame nopq [ kedvex esetek)
i kedved esetek szama 91 (1.6.5)
> P(nyerés = kedved e;etek szama alf( %
- 91
P(nyeres = 216
i P(nyerés =0.4212962963 (1.6.6)

VaJon hogyan kaphatjuk megméleti Utona nyerés kedvézesetelnek 91 szamat, amelyet
Maple-program segitségével az@bleszamlaltunk?
Ennek a kérdésnek a megvalaszolasahoz hasznapitadormulat. Tekintsik az

A = {ak — ik dobasertékemegegyezik jatékosaltal kigondoltszammaj
eseményeket, ahkkE 1, 2, 3 lehet. A jatékszabaly szerint a nyerés esgmazA, + A, + A,
0sszeg esemeény, mert ekkor valamelyik kockan megkapkigondolt szamot. A szita formula
szerint ennek valoszisége

P(ALH Ay + ) =P(A) T P(Ry) +P(A5) = P(Arhy) —P(Ary) —P(AyAy) +P(AA,
képlettel szamolhato.

Annak valdszifisége, hogy valamelyik dobas megegyezik a gondéthﬂxal%, mert 6sszesen
6 lehetség van egyforma eséllyel és ébtsak egy a gondolt szam. Tehat

P(A) =P(A) =P(A) =5

=Annak valbszitisége, hogy a 3 dobas kdzul valamelyik ketiegegyezik a gondolt szammal

%, mert 6sszesen 36 leliség van egyforma eséllyel és ébtsak egy esetben egyezik

mindkét szam a gondolt szdmmmal. Tehat
P(ArAy) =P(ArA) =P(AyAy) = 5

Annak valdszitisége, hogy mindharom dobas egyezik a gondolt SZﬁHEI:]TIgI, mert 6sszesen

216 lehefiség van egyforma eséllyel és 8btsak egy olyan van, amelyben mindhdrom szam
megegyezik a gondolt szammmal. Tehat

A szita formula alapjén
1 1 1 1 1 1
P(AtAth)= +6 "6 "3 36 36 216
_36:3—-6-3 -|— 1_ 91
_ 216 ~ 216
Ezzel elméleti Gton is igazoltuk, hogy a jatékosm@gének esélye kb. 0.42129629, amelyet a
| szimulacios program "jol" kozelitett.
4. MEGOLDAS. Tagadas esemény valosaziségének szamitasaval
Abban az esetben, ha tal bonyolult az eredeti esgwaidszitiségének szamitasa, akkor

olw
|
|
+




probalkozzunk a tagadas esemény valds&gének szamitasaval
P(ajatékosmyer) =1 — P(ajatékosveszi}.
Korabban felirtuk a nyerés esemeényét
Ajatekosyer=A; + A, + A,
melynek valdszitiségét kiszamolni csak tobb Iépésb utan tudtuk.
Ennek tagadasa a De Morgan-azonossag alapjan

Ajatékosveszits (A, + A, + Ag) = Al A Ay
[ Szavakkal azt mondhatjuk, hogy a jatékos akkoritvdsa egyik dobas sem lesz egyeal

kigondolt szammal. Ez mindharom dobéasnal otfeleképgivetkezhet be, amikor kimarad a
gondolt szam. A kombinatorikanal (lasd 3.1. fejpatitalmazott szorzas szabalyt hasznalva ezen

esetek szama az 5 elem harmad osztélyu ismétlétsiésitifja:Vf-f'i =5.5.5=5=125,

Ha az eseménytér 6sszes 216 estlesszik a veszités 125 esetét, akkor21@5 =91
kedved esetet kapunk, amit Maple programmal is és saitarfilaval is mar korabban
megkaptunk

125 _ 91

216 - 216 = 0.42129629.
Lathato, hogy ebben a feladatban kénnyebben szaknkila tagadas esemény valosziéget,
mint az eredeti esemeény valésw@agét. Erdemes tehat mindig atgondolni még a saamit
részleteinek megkezdéséttl hogy a tagadas esemény valoézégének szamitasa milyen
| nehézség, az eredeti esemény valéssagéhez viszonyitva.

P(ajatéekosyern =1

2.6.2 PELDA. Monthy Hall jaték eseménytere és a nyés valoszirisége

A jaték és a szabalyok(A jaték internetes valtozata megtalalhatdta://www.stayorswitch.
comcimen)

Show niisor keretében egy jatékosnak felajanljak, hogy msteegy 0j autdt, ha szerencséje yan
€s jol dont. A jatékszabalyok a kovetkkz

1 Harom zart ajtd van a szinpadon. Ketjtd mogott egy-egy kecskét helyeztek el és
AR a harmadik ajté mogott talalhato az Gj autd. Awmrblezések véletlensZmk, de a
szabaly. " : R !
miisorvezed tudja, hogy melyik mogott milyen nyeremény talétha
2. A jatékos ramutat a harom ajto kozul az egyikre.
szabaly.
3 A jatékos altal ki nem valasztott 2 ajtd kozul gefvezed kinyitja azt az ajtot,
AR amelyik mogott kecske van. Ha mindKeitiyen, akkor szabadon dénthet a
szabaly. | ...
jatékvezed.
4, A megmaradt 2 ajté egyike biztosan az autoét r&jjatékos eldonti, hogy marad-e€
szabaly. | az eredeti dontésénél vagy megvaltoztatja azt.
5. A jatékvezed vegul megmutatja a nyeremeényt a jatékos altal osmmra
szabaly. | kivalasztott ajtd6 mogott, majd ellérzésképpen kinyitja a harmadik ajtot is.

Megoldas
Az ajtOkat jeldljea, b ésc. Legyen az autd azjeli ajtdé mogott minden esetben. Valasszuk az
esemeénytérnek az
Q={ab,c}x{ab,c}
| Descartes-szorzatot, amelyet részletesen kiiraratadbi tablazatban

Monthy Hall A jatékvezed vélasztésal



jaték
esemeénytere a b c

a [(aa)]| (ab) | (ac)

A jatékos

valasztasa P | (ba) | (b,b) | (b,c)

c | (ca)| (cb) | (cc)

2.6.1. tablazat. A Monty Hall jaték kimeneteldiallé eseménytér

Tehat a rendezett par &lértékea jatékos valasztasamig a masodik értglatékveze® dontése
(i) Adjuk meg a Monty Hall elemi eseményeinek val@niiségeit tablazattal!
A valdésziniségek meghatarozasandigyelemmel kell lenni a jatékszabalyok alapjan az

alabbiakra
(i1) a jatékos nem tudja, hogy azeli ajté mogott van az autd
(iz) a jatékvezéi soha nem valasztja ageli ajtot, mert tudja, hogy mogotte az
auto van
(i3) a jatékvezéi nem valaszthatja azt az ajtét, mint amit a jatékés

kivalasztott
(i ,) ha a jatekos aa ajtot valasztotta, akkor szabadon donthet a ya#&b ab
€sc ajto kozott.
| Figyelemmmel a fentiekre az alabbi valosizgi tablazatot kapjuk

Monthy Hall jaték A jatékvezed valasztasa
elemi
eseményeinek a b e
valdszinisége
P(a b)
a P(a’f% _1 | Pcay=+
= =5 6
A jatékos
valasztasa
b [P(BA |pb)y=0|Pbc =2+
=0 3
P(c b)
c P(C’?)O _1 P(cc) =0
B "~ 3

2.6.2. tAblazat. A Monty Hall jaték elemi eseméhgeirendelt valosziiségek
[ A tablazatban szergplalosziriségeket a(il) - (i 4)kt’)vetelmények alapjan kaptuk.
Az (iz) feltétel alapjan az eélsoszlopban csupa 0 valdsiseg all:P(x a) =0, ahol

x e {ab,c}.
Z (i ) feltétel alapjan azsatloban csupa 0 valosiiseg allilP(x x) =0, aholk € {a, b, c}.

3
Az Ei4) feltétel alapjan az elssor két utolso valosziisége egyeiit P(a, b) =P(a, ¢).
z (il)feltétel alapjan
P({ajatékosaz"a" ajtét valasztjg ) = P({ajatékosa "b" ajtot valasztjg) =
=P({ajatekosa "c" ajtétvalasztjg) = —

1
3



A valbsziniség additivitasi axibmaja alapjan

P({ajatekosaz"a" ajtot valasztjg) =P(a a) +P(a b) +P(ac) =2-P(ab) = %
ezérti az el$ sor két utolsé valdszisége. A masodik és harmadik sorban van két-kéa null

6
valbsziriség és az bssze% kell, hogy legyen. Ezért mindkét hianyzo valéﬁz’ég%.

(i) Adjuk meg a Monty Hall jatékban a jatékos nyerési esélyét, ha a jatékos nem
valtoztatja meg eredeti dontését

Feltételezve, hogy a jatékosexedeti dontését nem valtoztatja megakkor vajon meg tudjuk-e
adni a jatékos nyerési eseményét és ezzel a viaillésgjét is ag2 = {a, b, c} x {a, b, ¢}
eseménytérben?
Az aggodalom jogos, mert az esemeénytérben csakleomel§ dontése és a jatékvegatontése
lathato és nincs beépitve a jatékos masodik darzse példa elegansan mutatja azt, hogyan
kell az eseménytér kimeneteleit minél kevesebb lsdémegszerkeszteni ugy, hogy mégis a
felvetett problémakra egyértelien valaszolni tudjunk.
A jatékos akkonem valtoztatja megeredeti dontéset,

* ha az el§ valasztasa aa ajto volt, akkor a jatékvezétontése utan is azajtot valasztja

* ha az el§ valasztasa b ajto volt, akkor a jatékvezetontése utan istaajtot valasztja

» ha az el§ valasztasa aaijtd volt, akkor a jatékvezetlontése utan is@ajtot valasztja
A feltételezések szerint az autéeeajté mogott van. Ezért ha a jatékos nem valtakiatésén,
akkor ugy nyerhet, ha induldskoraajtot valasztotta. Ugyanis, ha &ie aza ajtot valasztja a
jatékos és marad ennél a dontésénél, akkor megayeanitot aa ajtd kinyitasa utan. Minden
mas esetben veszit a jatékos, ha marad az eréthtrtasanal. Ezért a nyerés eseménye &z els
| sorban led két nem nulla valosziisédi kimenetel.

A jatékos A jatékvezed valasztasa
nyeresi
eseménye, ha a
jatékos marad
az eredeti
dontéseénél

a (a,a) | (a,b) | (a0)

A jatékos
valasztasa P | (b.a) | (b,b) | (b,c)

C (c,a) | (¢, b) (c, C)

2.6.3. tablazat. A jatékagyerési esemeénye sargaval jeldlye
ha a jatékomarad az eredeti dontésénél

[ A 2.6.2. tblazat val6sziségei alapjan
P(nyeréshaa jatékomnemvaltozta) =P(a, b) +P(a c) = % + % = %

Tehét% a jatékos nyerési esélye, ha nem valtoztatja mespt dontéset.
_(iii) Adjuk meg a Monty Hall jatékban a jatékos nyerési esélyét, ha a jatékos

megvaltoztatja eredeti dontését
Ha a jatékosnegvaltoztatja eredeti dontésétakkor ugy nyerhet, ha indulaskor vagy ajtot




vagy ac ajtét valasztja. Ugyanis, ledsire aza ajtét valasztja a jatékos émegvaltoztatja
dontését, akkor nem nyerheti meg az autot, amedyagth mogott van.
Ha a jatékos else ab ajtot valasztja, akkor a jatékvezétac ajtot kell, hogy kinyissa, mert az
mOogott nincs az autd. Mivel a jatékos megvaltoatdtntéset, ezért az ajtot kell, hogy
valassza, mert@ajtot mar kinyitotta a jatekvezetEkkor tehat nyer a jatekos.
Hasonlé gondolat menettel, ha a jatékoérelsc ajtot valasztja, akkor a jatékvezétab ajtot
kell, hogy kinyissa, mert az mogott nincs az aMtivel a jatékos megvaltoztatja dontését, ezért
aza ajtot kell, hogy valassza, merbajtét mar kinyitotta a jatékvezetEkkor tehat szintén
nyer a jatékos.
Ezért a nyerés eseménye az eseménytér masodiknéadilasoraban szerépkét nem nulla
| valészirisédi kimenetel.

A jatékos nyerési | A jatékvezeb valasztasa
eseménye, ha a
jatékos
megvaltoztatja a b c
eredeti dontését

a (a,a) | (a,b) | (a0)

A jatékos
valasztasa | P | (b.a) | (b,b) | (b,c)

C (c,a) | (c,b) (c,c)

2.6.4. tablazat. A jatékag/erési esemeénye sargaval jeldlye
ha a jatékomegvaltoztatja az eredeti dontéseét

[A 2.6.2. tablazat valosziségei alapjan
P(nyeréshaa jatékosmegvaltoztatjalontesét=P(b, c) + P(c b) = % + % = %

Tehét% a jatékos nyerési esélye, ha megvaltoztatja erédetesét.
Osszesitve az eddigieket azt kaptuk, hkfgzer akkora a jatékos nyerési esélyba az
eredeti dontését megvaltoztatjaTehat a Monty Hall tipusu jatéknal mindig érdemes
| megvaltoztatni eredeti dontésunket, mert igy kétakkora eséllyel nyerhetink a jatekban.
(iv) Monthy Hall jaték szimulacidja

Most, hogy a Monty Hall jatékban a jatékos nyeessilyeit a kilonbdzstratégiak mellett
meghataroztuk, irjunkzimulacios programotavaltoztatasés amaradasstratégiaira.
Haszndljuk aajto := rand(1..3) véletlenszam generatort az 1, 2 és 3 szamokra, anelgjtd
| kozul véletlenszdien kivalasztja valamelyiket, amelyik moge az ategitk.

Készitlink két darald = 200 elen listat. Az egyik lista aautoneui, mely tartalmazza annak az
ajténak a sorszamat, amely mogeé az autot rejtedt@hasik gjatekosnewi lista, mely
| tartalmazza a jatékos élsppjét az ajtdé sorszamara.

restart:

randomize ) :
ajto:=rand(1..3) :

N := 200 :

auto:= [sed ajte ), k=1..N) J;
jatékos:= [sed ajtd ), k=1..N) I;
auto:=11,3,2,2,1,1,3,3,3,1,3,3,1,3,2,3,1,3,3,2,1,3,3,2,2,2,1, 1, 3,

VVVYVYV




3,1,2,3,2,1,3,1,2,3,2,3,3,2,1,3,1,1,2,1,3,1,1,2,3,3%,1,1,1, 2, 1,
1,2,2,1,1,1,2,3,1,1,1,1,3,3,3,1,3,1,2,3,1,3,2,2,1,3,3,2,3, 2, 1,
1,3,2,3,2,2,2,1,1,3,1,1,3,2,3,2,2,2,3,3,2,2,1,1,2,3,3,3,3,1, 3,
3,1,1,1,3,3,2,1,1,1,1,2,3,1,1,3,2,2,2,2,3,1,1,1,3,2,1,2, 2, 3, 3,
2,1,3,2,1,3,3,1,2,1,1,2,2,1,2,2,1,3,3,1,2,2,1,3,1,1,3,2,1, 2, 3,
2,1,3,1

jatékos=11,2,2,1,2,3,2,2,1,3,1,2,3,1,3,2,3,1,3,2,1,1,2,23,3,2,2,2, (1.6.7)
2,1,2,2,2,3,3,2,3,3,2,3,3,1,2,2,3,3,3,2,3,2,1,3,1,2,3,2, 2, 2, 2,
2,3,1,2,3,1,3,2,2,3,1,2,3,1,2,2,3,2,3,1,2,2,3,3,3,2,2,1, 1, 1, 3,
1,1,2,1,1,3,3,3,2,2,3,3,1,1,3,2, 2,1, 2,3, 1, 2,
2,3,2,2,1,3,3,3,2,3,1,2,3,3,1,2,1,3,3,3, 1, 3,
1,1,1,3,3,1,1,3,3,2,1,2,2,2,3,3,3,1,3,1,1, 2
1,3,3,2,2

1,1,3,3,3,3,3
2,2,8,1,2,1,1,
1,2,2,3,2,2,3

N W IN
W kN

1. Stratégia.Ha a jatékosnarad az eredeti dontésénél
A jatékos ilyen stratégia mellett akkoyer, ha azt az ajtét valasztja &ls, amelyik mogott az
auto van. Hiszen a jatékos nem valtoztat az ereddetesén és igy a masodik dontés utan
| megnyeri az autot.

> nyeréseki= NULL :
for kfrom 1toN do
if auto[ K| =jatéko$ K then
nyerésekl= nyerésekll else nyerésekl= nyerésekl0
endif:
enddo:
nyerésekl= [nyerésekl
nyeréseki=[1,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,0,0,0Q,0, 1,0, (1.6.8)
o000010,000000010101001001,000,0,0,0,0,
1,0,0,0,1,0,1,0,1,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,
o11000,0000010100012011010000,11,1,0,
00100111000100110000001000,011,0,0,
00011010,10,1,12,0,1,1,0,0,0,12,1,0,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,Q

Lathato, hogy az elméleti meggondolasok megjeleatpiogram irdsa soran is, de a program
szervezése jobban kozelit a jatékhoz, mint az elimdleggondolas. Itt ugyanis véletlensiesr
tudjuk valtogatni aautd helyzetét mig az elmélet soran fixen feltételeztik, hogyazjtd
mogott van. A program ellérzi, hogy a két lista megfelekelemei rendre egyesit-e! Ha ez
teljesul, akkor ayeréseklista végéhez hozzatesz egy 1 szamot, egyébkgrt sgamot tesz
| hozza. Jelezve a nyerés és veszites tenyét!

| 2. Stratégia.A jatékosmegvaltoztatjaeredeti dontéseét

A jatékos ilyen stratégia mellett akkagszit ha azt az ajtot valasztja éle, amelyik mogott az
auto van. Hiszen a jatékos megvaltoztatja az erddetéset és igy a masodik dontés utan egy
kecskét tartalmazo ajtéra mutat. Hadetsa két kecskét tartalmazo ajto kozul valamelyikre
mutat, akkor a mésodik déntése utdn az autét maaizd ajtot valasztja, mert egyrészt
megvaltoztatja dontését és masrészt a jatekvaddkdzben kinyitotta azt az ajtot, amelyik

| mMOgott a masik kecske van.

I~ I




> nyerések2= NULL :
for kfrom 1toN do
if auto[ K] =jatéko$ K then
nyerések2= nyerések0 else
nyerések2= nyerések2l
endif:
enddo:
nyerések2= [nyerések
nyerések2=[0,1,0,1,1,1,1,1,1
1,1,1,1,0,1,1,1, 1,

1,1,1,10,1,0,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,1,1
0111010,1,0,1210,1,12,2,2,1,1,1,2,2,1,1,0,1,0,1,1,1, 1, 1,
1,0,0,1,1,12,12111130,1,0,1,1,10,1,0,0,1,0,1,0,1,1,0,0,0, 1,
1,1,0,1,1,0,0,0,12,1,1,0,1,1,0,0,12,1,2,1,1,1,0,1,0,0,1,0,0, 1, 1,
1,1,1,0,0,10,1,0,1,0,0,1,0,0,1,1,1,0,0,1,0,0,1,12,1,1,1,1,1,1,
1,1,1,1,1, 1
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| forditva. Osszeadva a két listat egy csup#l1aho listat kapunk!

(A program hatasaranyeréseklistaban ott lesz 1 erték, ahola#olista megfeled eleme nem
egyezik meg #tékodista megfelel elemével. Osszehasonlitvayeréslésnyerésdistakat azt
vehetjuk észre, hogy azon pozicidkban, ahol azkdggtaban 1 all, ott a masiknal O szerepel és

E nyerésekt- nyerések2
4,1,1,1,1,1,1,1,1,

(1.6.10)

| majd mindketd lista elemeit kirajzoljuk.

[ Nem tudjuk viszont, hogy milyen gyakran van 1 ayilegistaban és a masik listaban. Ezért a
kovetked programmal az 1 értékek relativ gyakorisag értédgyujtjik mindkét nyerési listara,

> gyakl:= 0:rgyl:= NULL:
gyak2:= 0:rgy2:= NULL:
for kfrom 1toNdo
if nyerésekfl k= 1thengyakl:= gyakl+ lendif:

akl

rgyl == rgyl, [k gyT :

if nyerésekp k= 1thengyak2:= gyak2+ lendif:
ak2

rgy2 := rgy2, [k, _gyk :

od:
rgyl:= [rgyl]:rgy2:= [rgy2]:

pIot( [rgyl % rgy2, % ] 1.N, 0..1,style= [ point line, point line], color = [ blue blue red,

red], thickness= 3,axis= [ gridlines= [ 10,color = black] ], tickmarks= [N, 3], legend




=["nem valtoztat™1/3", "valtoztat", "2/3"])
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¢ nem véltoztat == 1/3 =+ véltoztat = 2/3

[ A kék szirti pontok anaradasstratégiaja mellett a relativ gyakorisagok, amelgddék szin
P 1 P
V|zszmtes§ valdsziniséghez tartanak.
A piros szini pontok avaltoztatasstratégiaja mellett a relativ gyakorisagok, amelygiros
szini V|zszmtes§ valGsziriséghez tartanak.

Tehéat a Maple programmal szimulaciokat végezverodyeelativ gyakorisag értékeket kaptunk,
amelyek alatamasztjak az elméleti meggondolasokat.

Lathato, hogy azimulaciés programrészeleés azlmeéleti meggondolasokiegészitik egymast.

Egyik megeésiti a masiknal kapott eredményeket. Kékdllersrizhetik elméleti szamitasaikat

| Maple programmal, ha a programot megfidel irjak meg.

2.6.3 PELDA. Mendel kisérlete az 6rokités vizsgalata

Gregor Mendel (1822-188%prsokkal végzett alre j0l megtervezett keresztez&isérleteket
Mendel idejében az 6roklésre a keveredeés elméleayellemz, melyszerint az utdéd 6rokli
mindkét szl tulajdonsagait keverten, biztositva ezzel éxiklg sokféleségét. A fajok
fennmaradasara pedig Darwin szelekcids elméleteavmleghatarozé. Ezzel ellentétben Mendel
megfigyelte a kolostorban, hogy a z6ldborsdk viraggy teljesen fehér vagy teljesen lila $izin
soha sem foltos vagy rézsadrziKereste azt az informaciokité anyagot (amit magémek
nevezink), amely felé$ a viragszin tulajdonsaganak érokitéséért a saurol az utddokra.

Ezért a borsok egy részénél eltavolitotta a virbgbk porzo (vagy férfi) nemi szervet és igy
anyai (bibés, magterd) szubket hozott létre. Hasonldéan a borsok masik részétalolitotta a
viragokbdl a bibét (vagydi) nemi szervet és iggpai (porzds, megtermékengjtszibket

hozott Iétre. (l&sd 2.6.5. &bra) Az igy kapottl 8kkel iranyitott keresztezési kisérleteket tudott
végezni, megakadalyozva ezzelédetlenszefi beporzasolat. Addig végzett iranyitott
keresztezést, amig létrehozta a tifildaviragl ndvényeket (amelyek csak lila-viragu utéatok
hoztak Iétre) és a tisztehér viragu novényeket (amelyek csak fehér-viragu ukatiboztak
létre). Az ilyen egyedeket mai szOhasznalattakftiszarmazéksord” (vagy homozigota)
egyedeknek nevezink.
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2.6.5. Abra. Zarvaterénndévények viragjanak felépitése
A kétféle homozigota egyedek vegyes (fehér viragigh lila viraguak) keresztezésével
létrehozta az etsvagyis F1 (filius, gyermeki) hibrid generaciot.ukan az F1 egyedek egymas
kozotti keresztezesével letrehozta a masodik (B2jdhgeneraciot.

2.6.6. Abra. Mendel kisérlete a tiszta viragzatikehozasara, majd a keresstbeporzasra

Mendel meglefpdve tapasztalta, hogy az F1 utdédok mindegyikeviiagu lett. Nagyszamu F2
utodot vizsgalt és statisztikai szempontbol azt&apogy 3:1 aranyban lila:fehér viraguak lettek.
Vizsgalta, hogy az utédokban hogyan jelenik megldok (P=parents) orokitanyaga. Kétféle
Orokits anyagot, mai szohasznalattal gént feltételezettezrilk ezeket L=lila és f=fehér sizin
virag 6rokit anyagnak, génnek. A megfigyelései alapjan feketel hogy minden utéd egy gént
0rokol apai agon és egy gént anyai agon. Igy agdrkracio génallomanya a kovetiegen

néz ki az unPunnett négyzetlapjan.
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2.6.7. Tablazat. Homozig6ta egyedek keresztezégsvejott F1 egyedek génallomanya

A 2.6.7 tablazat azt mutatja, hogy az anya gérietigzta fehér viragzatu és az apa génje (L,L)
tiszta lila virdgzatu. Mindegyik esetben az orékite,f) part hoz létre az F1 generacioban.
Azonban az L lila gédominansaz f fehérecesszivgénnel szemben. Ezért mindegyik egyed
lila viragzatu lett. Az L béit azért irtuk nagybével, mert a gén dominans, mig az f gén
recessziv, ezéét kis betivel irtuk.

| Folytatva ezt a leirast az F2 generaciora a kozétRennett négyzetet kapjuk.

Apai gének )

Az F2 generécié
génalloméanya

L f

L L,L L,
Anyai gének ©) L L
; f (f,L) (f,)

2.6.8. Tablazat. Heterozigota egyedek kereszteeeh#kejott F2 egyedek génallomanya

=A 2.6.8 tablazat szerint az apa is €s az anya egkéd, ezért mindegyik rendelkezik egy L és
egy f génnel. Ezért az F2 generacio egyedei abiakaionbinacioban 6roklik a gén parokat
Q={(L L), (Lf), (fL), (ff)}
amely egyben kisérlet eseménytereMivel az L gén dominans, ezért az
A={aborséviragjalila} = {(L, L), (L, f), (f,L)}
esemeény valosziiségeP (A) = —||€||— = % A szamitas soran feltételeztik, hogy mindegyik
"kimenetel" egyforman valos4inA lila virdAgu esemény tagadasa a
B = {aborséviragjafehér = { (f,f) }

esemény és ennek valédmage
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viragu egyedek aranya az F2 generacidbah : P(B) = % :

P(B) . Ez azt jelenti, hogy a lila virdgu és fehér

% =3:1, amely "jol" egyezik a

Mendel &ltal tapaszta gi =~ 3.147 arannyal.

Mendel feltételezte, hogy a borsok viragjanak sainérokolt két gét fligg €s nem attol, hogy
melyik gént melyik sziitél 6rokolte. Ezért azL, f) és azf, L) egyedek egyformak oroklési
szempontbdl. Tehat Mendel joggal gondolhatta valrtahogy az) négy eleni eseménytér
helyett az2, = {LL, Lf, ff } harom elerh eseménytérrel kellene dolgoznia. Alkalmaztuk itt a
genetika jelolés rendszerét, mely szerint az @étek bdtit egyméasutan irjuk és nem teszink
kozéjuk vessit, valamint a sorrend te@eges. Viszont ilyen esemeénytér mellett, ha egyenl

esélyeket adunk a 3 kimenetelnek, akkor a lilseégif viragok arényag— lenne, ellentétben a

kisérlethez jobban igazod% helyett. Mendel ezen gondolata azért vezetetisheoadmeényre,

mert az elemi események kimenetelefgzsemenytérben nem egyforman valo$zky hanem

P({LL}) =P({ff})=% ésP({Lf})=%.

Ahonnan az L gén dominanciaja miatt
P({aborséviragjalila}) =P({LL, Lf}) =P({LL}) + P({Lf}) =% + % :%
_1
4
_[Lugyanazt kapjuk, mint & eseménytérben. (Vesd 6ssze az 1.5.9. példanalati@jénlassal')

P({aborsoviragjafehén) =P({ ff})

V¥ 2.7.Példak folytonos valdszikiségi mesk alkalmazasara és ezek Maple
szimulacidja

Folytonos eseménytér mellett médosulnak azok aéetk, amelyeket a 2.6. pontban
| megfogalmaztunk az események valoggégének kiszamitasa érdekében.

1.1épés. [ A folytonosQ eseménytér kivalasztasandsQ ) mértékének szamitasa

2. 1épés. | A feladatban szereE esemény meghatarozasa az eseménytéren belll

3. 1épés. [ AzE eseményn( E) mértékének szamitasa

m(E)

m(Q)

2.7.1. PELDA. Véletlen haromszogek teriilete

Véletlenszeiien valasztunk eg8(Cx Cy) pontot a( 0, Q, (1, 0), (1, 1) és( 0, 3 csucspontu
egyséegneégyzet belsejében, vagyis €x < 1, 0 < Cy < 1. Tekintsuk aA(0, 0), B(1, 0) és
C(Cx Cy) csucspontok altal meghatarozBC, haromszog terlletét.

() Adja meg a kisérlet eseményterét!

4.lépés. [AP(E)= hanyadossal szamoljuk Bzsemény valdsziiségét.

(i) Mekkora a valdszitisége aE = {T < % } eseménynek?




(0,1) (1.1)

C(Cx.Cy)
véletlenszeriien valasztott
pont
b
A(0,0) B(1.0)

2.7.1. abra. A C véletlenszen valasztott pont és ABC, haromszog T terilete

MEGOLDAS

Irjunk szimulacids progranot a C pont véletlenszievalasztasara és abrazoljuk az ABC
haromszogeket az egységnégyzetben. Ehhez genazhlaiC ponCx ésCy koordinatait a

[0, 1] intervallumban. FolytonoSx ésCy generalasa érdekében tudni kell az eloszlasat. Az
eloszlasok mindegyike egyenletes a [0,1] intervaban, amelyet Statisticscsomag
Distribution( Uniform 0, 1) ) eljardsaval képezhetiink. Az egyenletesség aztjehogy a [0,1]
intervallumbarmely [a, b] részintervallumaba az intervallufh — a) hosszaval aranyosan
esnek pontok. Ez a valasztas megfelel a feladaegiiben szerepl'véletlenszeaien
valasztunk" kifejezésnek. Képezzink mindkét koaathnaN = 200 véletlen szamot@ample

| eljarassal és tegyik azokatXagsy vektorokbal

restart

with( Statisticg : with( plots) :

Cx := Distribution( Uniform(0, 1) ) :

Cy := Distribution( Uniform(0, 1) ) :

N := 200 :randomiz¢ ) :

X, Y := Samplé CxN), Samplé¢ CyN)

1.. 200 Vectog,, 1..200 Vectoy,,

V V.V V V

Data Type: flo Data Type: flo
X, Y:= ype: flogd , ype: flogf (1.7.1)

Storage: rectangular| | Storage: rectangular

Order: Fortran_order| | Order: Fortran_order

A Maple nem mutatja az X és Y vektorokband&rtékeket, mert tdl nagy helyet foglalnak.
Csak helykitdlével jelzi, hogy mennyi érték van a vektorban. Medredjik viszont az értékeket
egy kulon ablakban, ha duplan klikkeliink a helyké@bjektumon.

A haromszogeket plotscsomagpolygonploteljarasaval rajzoljuk fel sorozatban a négyzettel




egyutt, majd alisplayeljaras megjeleniti a képeket animacidvainsequence true opcionak
| kbszbnheten.

E negyzet= plot([[0,0], [1,0],[1, 1], [0, 1]], color = black) :

> kepek:= sed display[ negyzgolygonplof [ [0, 0], [1,0], [X[k], Y[K]]],color=grey)]), k
=1.20:

> display( kepeknsequence trug view= [0..1, 0..1], scaling= constrained
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A haromszog T terlletének képle?éap'rr?ﬂg Azalap=1 minden esetben és a

magassag Cy a véletlen pong-koordinataja. Ezért a haromszdg teruréte%. Szamitsuk ki

| mind a 200 haromszog teruletét és rajzoljuk feréletek relativ gyakorisag hisztogramjat!

set{%,kzl.N”:

Histogram( terlletek

> terlletek:=




Lathatd, hogy a T tertletek csak a geneZglkoordinatatol fliggenek és nincs ra hata€sal
értéke. Ezért a véletlen terlletek leirdsahoz eldgealamilyen egy dimenzids halmaz és nincs
szukseég két dimenzidra. Az eseménytér tartalmaxzdetien kisérlet 6sszes lehetséges
kimenetelét. A véletlen kisérlet kimenetel€yavéletlen szam, amelynek lehetséges értékei a
[0, 1] intervallumba esnek. Tehatezemeénytétehet a 0, 1 intervallum, amelynek mértéke a
| hossza és an(Q) = 1.

Az (i) rész megolddsahoz meg kell adnfez [0, 1] intervallumban azt a& halmazt, amelyre a
T tertlet kisebb% -nél

E:{Cye [0, 1]‘1_:% = %}Z[O%]

Nyilvanvald, hogy a keresditesemeény z{i O%] intervallum, melynek hossza( E) = %

Ezért az E esemény valosi$ege a két mértek aranya




v

2.7.2. 4bra. A 2.7.1. példa eseménytere €s bekeamsett E esemény

Ellenérizzik a korabban kiszamolt véletlen tertletekogyha relativ gyakorisagok Vdéb%ﬁ

| korul ingadoznak-e!

> relativ_gyakorisagok= NULL : gyak:= O :
for kfrom 1to Ndo

if teriletef K < % thengyak:= gyak+ lendif:

relativ_gyakorisdgok= relativ_gyakorisélqungak :
enddo
relativ_gyakorisagok= [ relativ_gyakorisagok:
> Statistic$ LineCharlt(relativ_gyakorisdgokhickness= 3,axis= [ gridlines= [ 10,color
= black] ], tickmarks= [N, 3], legend=["A haromszdg teruletek relativ gyakorisagai"
view=[1.N,0..1])
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Lathatd, hogy 200 véletlen tertilet relativ gyakagai ingadoznak a% erték koral.

Az eléz6 feladatot kissé mabdositva olyan eseménytérheatjutik, amelyhez sziikséges 2
| dimenzids eseményteret hasznalni.




2.7.2. PELDA. Véletlen pont tavolsaga az egységnégy hozza legkozelebb éldalatol
Az A0, 0),B(1,0),C(1,1) ésDO 0, 3 csucspontu egységnégyzet belsejében véletldreszef
valasztunk eg®(x y) pontot. Jeldlje aQ pont tavolsagat a&BCDnégyzet hozza
legkdzelebb esoldalatol! (lasd 2.7.3 abrat)

(i) Adja meg aZ) esemeényteret!

(i) Mekkora a valésziisége akE = {d < % } eseménynek?

D(0,1) C(1,1)
\\ /I
\\ ,/

\\ //

1.

Y 4
\\ ,/
~ e
~ 7
\\ ,/

” \\ /,
x
O V.
7 ~
I, \\
R l. N

Il \\

4 ~
//, W Q(le) \\\
Y 4 Y

rd A Y
I, \\
= )
A(0,0) B(1,0)

2.7.3. abra. Az egységnégyzet belsejébed @x,y) pontd tavolsaga
a négyzet legkozelebbi oldalatol

Megoldas

A 2.7.3. abran berajzoltunk az egységnégyzetbe&Xgyy) pontot, amely olyan helyzethogy
azABoldalhoz van legkdzelebb. Ez a tavolgagy. A négyzeAD, DC, CB tobbi oldalaitdl mért
tavolsagok rendme (1 —y) és( 1— x). Ezek koézil a legrévidebbdaavolsag, melynek képletet
azx ésy véletlen szamokkal

(2.7.1 d=min(x,y,1—x, 1—Y).

Az eléz6 feladathoz képest a kiilonbség szemibedibvezetesen a kisérlet kimeneteld arték,
fugg mindkét generalt véletlen szamtol

| Generaljunk most il =200 véletlen szamot egyenletes eloszlasga&say koordinatakra.

restart:

with( Statistic$ : with( plots) :

x := Distribution( Uniform(0, 1)) :
y := Distribution( Uniform(0, 1)) :
N := 200 :randomize ) :

X, Y := Samplé xN), Samplé¢ yN)

VVVYVYV




1..200 Vectgr, | [ 1..200 Vector,

Data Type: flo Data Type: flo
X Y= yp % , yp % 1.7.2)
Storage: rectangular Storage: rectangular

Order: Fortran_order| | Order: Fortran_order

Az el6z6 példahoz hasonléan, most a négyzet belsejébetszrkeberajzolni a minimumot ado
tavolsagot a 4 tavolsag kozil. Ehhez meg kell \dlrtighogy a négyzet atléival négy részre
osztott haromszdgek melyikébe esik a Q pont. @2d’.3. abran az 1. 11 lll. és IV. romai
szamokkal jel6lt szektorokat!) Ennek megfééai a program 4 feltételds... then ... endif
| utasitast tartalmaz.

> negyzet= plot([[0,0],[1,0],[1,1],[0,1],[0,0]], color = black thickness= 3) :
kepek:= NULL:
for kfrom 1toNdo
d:=min(X[k], Y[k, 1—X[Kk],1—Y[K])
> if (Y[ k] <X[k])and (Y[ k] <1—X[k])thenvonal:= plot([[X[ k], Y[k]], [X[k],0]],
thickness= 3) endif:
> if (Y[ Kkl >X[k])and (Y[ k] <1— X[k])thenvonal:= plot([ [ X[ k], Y[ K], [0,Y[kl]],
thickness= 3) endif:
> if (Y[ Kkl >X[k])and (Y[ k] >1— X[k]) thenvonal:= plot([ [ X[ k], Y[ K], [ X[K], 1]],
thickness= 3) endif:
> if (Y[ k] <X[k])and (Y[ k] >1—X[k])thenvonal:= plot([ [ X[k, Y[ K], [1LY[K ]I,
thickness= 3) endif:
kepek:= kepekdisplay( [ negyzetonall) :
enddao:
display( kepekinsequence true, view= [0..1, 0..1, scaling= constrained
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A tavolsagot @ =min(x, y, 1 — x, 1 — y)képlettel szamoljuk mind a 200 esetben. Rajzolgllaf
| d tAvolsadgok gyakorisag hisztogramjat!

> tavolsagok= [seq min(X[k],Y[K,1—X[k],1—Y[K),k=1.N)]:
Histogram( tavolsagqkaption= A tavolsagok gyakorisadga

A tavolsagok gyakorisaga




Ad=min(x,y, 1 —x 1—y) képlet és a hisztogram alapjan lathatd, hogy @ < % teljesul a

tavolsagokra. A hisztogram most nem mutat egyesielteszlast. Azt sejtjik a diagram alapjan,
hogyd értéke gyakrabban vesz 0-hoz kozeli értékekett %rin hez kdzelebbieket.

Az esemeénytér kitaldlasahoz elegémad tavolsag (2.7.1) képletében szetepés
y véletlenszamok szerepét megvizsgalni. Mivel nsasmilyen korlatozasésy ertékére a 0,
1] intervallumban, ezért az eseménytér ehhez a fitlaz@z
=[0,1]x[0,1]={(xy) |0<x<1,0<y<1}
| egységnégyzet, melynek mértéke a terillete ¥ 827 = 1.
A példa(ii) reszének megvalaszolasaha&tsbb szamoljuk ki az

Ez{(x,y)’ min(x,y,1—x,1—-y) < %}

|_esemeény relativ gyakorisagait a generalt 200 pponigjd rajzoljuk fel vonalas diagrammal.

E relativ_gyakorisdgok= NULL : gyak:= 0:
for kfrom 1to Ndo

if tavolsagok k< % thengyak:= gyak+ 1endif:

relativ_gyakorisdgok= relativ_gyakorisagok~=—— gi ak

enddo
relativ_gyakorisagok= [ relativ_gyakorisagok:
> Statistic$ LineChart(relativ_gyakorisadgokhickness= 3,axis= [ gridlines= [ 10,color
= black] ], tickmarks= [N, 6], legend

=["A pontok tavolsaganak relativ gyakorisagai a |lemgibi oldaltol mérve], view
=[1.N,0.1])
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A relativ gyakorisagok ingadoznak és egyre kdzelabfilnek g =0.75 korili értékhez.
Nézzik, hogyan lehet felrajzolni Bhalmazt az egységnégyzetben!
A 2.7.3. abran lev 1. tartomanybad =y, a Il. tartomanybad =x, a lll. tartomanybad=1—y
és vegul a IV. tartomanybalh= 1 — x. Szakaszonként értelmezett fliggveny segitségeval e
d(x y) kétvaltozos fliggvenyt meg tudjuk adni a Mapilecewiseeljarasaval. Rajzoljuk fel( x,
| y) 3D-s grafikonjat!




= (X, y) —piecewis¢( < x)and (y<1—x),y,(y=x)and(y<1—x),X% (y
Zx)and(yZl—x),l—y(y<x)and(y>1—x), x, ) “d(x,y) =d(x,
y)
> plot3d( d( xy),x=0..1,y=0..1,scaling= constrainegaxes= boxed orientation= [ 66,
65])

y y<xandy<1-—x

x<yandy<1-x
dxy)=11—y x<yandl—-x<y
1-x y<xandl-—-x<y

0 otherwise

(A "piramis" azt mutatja, hogy a piramis (vagy guadgplapjanak belsejében hogyan valtozik a
tavolsag az oldalaktol és ez megegyezik magassaggal. A négyzet hatarvonalan ez a tavolsag

0 a legkisebb értékés legnagyobb a négyzet kbzeppontjaban, %hdHa ad(xy) =—
| szintvonalat felrajzoljuk, akkor a megoldashoz Kékb kertlink!

> display([contourpl({t d xy),x:O..l,y:O..l,contours:[%], numpoints= 5000,

thickness- 3), negyze]t caption=Az d= 1/4 magassagu szintvonal ra)za
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Az d= 1/4 magassagu szintvonal rajza

Az olvaso valosziinmar kitalalta kozben a valaszt. Hiszen azok ashadétok, amelyekz -nél

kozelebb vannak valamelyik oldalhoz, azok az egyéggzet oldalaival parhuzamosan huzott és
1
4
| tartomany. Ezt mutatja a 2.7.4. abra.

téle —tavolsagra led bels négyzet és a kidleégyzet oldalai kozétt elhelyezkiethyiariszef™




D(0,1) C(1,1)

3/4 —

1/4 -

|
A(0,0)  1/a 3/4 B(1,0)

| 2.7.4. abra. A négyzet oldalaihoz 1/4-nél kdzelesibpontok E halmazat szurkével rajzoltuk

 Most mar csak aE tartomany teruletét vagyis ax E) mértéket kell kiszamolni. Ezt megkapjuk,
ha kivonjuk az egységnégyzet 1 terulétabbel$ negyzet teriletét. A bélmnégyzet

oldalhossza
gog L _1_1
4 4 2
, P N A T
Tehat a keresett tertile( E) =1 > 5 1 i1
Ennélfogva az E esemény valéd@éage
3
m( E) 4 3
P(E) = = ==,
m(Q) 1 4

_Ez a val6szitiség egyezik a szimulacional kapott relativ gyalémyik "hatarértékével" is!

¥ 2.8. valosziniségi mesk konstrukcidja. Geometriai, Poisson, egyenletes és
exponencialis eloszlasok

A valbsziriségi me#k kostrukcidjahoz meg kell adni azeményteretaz események-
algebrajat és az eseményshldsziniségeit Az esemeénytérnél figyelembe kell venni a véletlen
kisérlet lehetséges kimeneteleit. Az eseményalgebrajat a feladatban szekepkemények
segitségével kell meghatarozni agy, hogy a valdisgéigi szamitasok egys#ek legyenek. Meg

| kell vizsgalni, hogy a kapott valészisegi me# klasszikus meze!

2.8.1. PELDA. Pénzérme feldobas valosaiségi mesje

(A legegyszeibb véletlen kisérlet, a pénzfeldobas kisérleteyns kimeneteleit megadja az
Q ={0, 1} halmaz. A fej dobast jeldlje 1 és az irast a Oedemények-algebraja az
S={Q sszesészhalmazh=2°=({ @, {0}, {1}, {0, 1}}

hatvanyhalmaz. Ha a fej dobas valésigbgep =P({1}) (0 < p < 1), akkor az ir4s dobas
valosziriségeP({0}) =1 — p=qkell, hogy legyen a komplementer esemény 2.5téleté




alapjan. Az axiomak egyértetimn meghatarozzak a tébbi esemény valdiséigét, mert

P( @)=0,P({0, 1}) =
Ez a val6szitiségi me# pontosan akkddasszikus ha a {fej} és {iras} elemi események
egyformanp=q= % valosziriek. Ez jelzi azt, hogy a pénzérme szabalyos. Tetadialyos
pénzérme esetén klasszikus valoézégi medt kapunk. Nem szabalyos érme valo§syi
| medje nem klasszikus.

2.8.2. Szabalyos kocka egyszeri feldobaséanak klai&ss valosziniségi mesje

_A kockadobas eseménytere @z= {1, 2, 3, 4, 5, 6. Ha feltessziik, hogy a kocka szabalyos,
akkor ez azzal egyenérigkhogy mindegyik oldalara ugyanolyan valéssiéggel esik

P({1}) =P({2}) =P({3}) =P({4}) =P({3}) =P({6}) =

Tehat a valosziiségi me# klasszikus Az események-algebrajat, mint az 1.8.8. példanal
lattuk a keresett esemény valos@iégehez célszergazitani. Ha minden elemi eseményt mérni

szeretnénk, akkar-algebranak a legnagyobb elemsza®s 2° hatvanyhalmazt kell valasztani,

melynek 2 =64 eleme van. Ha a paros dobas
parosdobas= {2, 4, 6}
eseményeének valostisegét keressik, akkor a
P( parosdobas = kedved esetelszama _ #{2,4,6 _3_1
Osszessetelszama  #{1,2,3,4,5,6 6 2

formulaval szamolhatunk, ahol a '# (andras keresgy hashmark) jel arra utal, hogy a mdgotte
| szerepb halmaz elemeinek szamat kell venni.

2.8.3. Ismételt pénzfeldobas véges sokszor. Szorpatz.

_Dobjuk fel a pénzérmét egymastol fuggetlemiszer (amn =2, 3, 4,... lehet). Egyszeri
feldobasnal a 2.8.1. pontban megad6ét S, P) valosziriségi me#t kapjuk:
={0,1},S=2% P(1) =p,P(0) =1—p=q.
Az n feldobas eseménytere @z {0, 1} halmaz Descartes-szorzataszer 6nmagaval
Qn=QxQx...xQ={ (03 ., ’m Ovagyl}

P . . n.. p:
és az esemény& c-algebraja af) 6sszes részhalmazainak halmaza.

A P" valoszitiségi mértéket definialjuk az eleml eseményekre a
n—n

P{o})=p®@1-p °

képlettel, ahob = (o) @, ..,o)n) egyn-elenti 0 és 1 szamokbdl all6 vektorés= Zo)i azw
i=1

vektorban szerepll szamok 6sszege. Az igy kap®', S, P") valészitiségi mes az
n-szeres fuggetlen pénzfeldobas kisérletének valdszgh megje. BarmelyA € S’ esemény
valbsziriségét a

n—n

n
= > p%1-p °

€A
| az (A.3.3) additivitasi tulajdonsagnak megfétsl értelmezzik.
Nézzuk, hogyan lehet=2 esetén a konstrukciét megadni. EkKkor az eseréényt

0’=((0,0), (0,1, (1,0), (1,1))



az 0sszes rendezett O és 1 értékeket tartalmaak paimaza. AF halmaz megadasat az

olvasora bizzuk, megjegyezve, hogyezsszes részhalmazainak halmaza, merﬁele
eleme van. Az elemi események valogzéyeit az alabbi képletek adjak meg

P({(0,00}) =¢%, P({(0,1)}) =q-p, P({(1,0)}) =p-q, P({(1,1)}) =p.
Az 6sszes elemi esemeény valéssiggenek 6sszege 1, mert

+qp+pa+p’=(p+a)’=(p+1-p?’=1.
. 2 . . et 20 2
Ezzel igazoltuk, hog?z(Q ) =1 az eseménytér valos#gege 1. TehitQ Sz, PZ) egy

valbsziriségi med. Lathatd itt is, hogy a kapott migzakkor klasszikus, ha=q = % vagyis

| szabalyos érme esetén.

2.8.4. Pénzfeldobas végtelen sokszor (1.5.5. példiytatdsa). Geometriai eloszlas.

Tekintsiik a pénz ismételt feldobasanak kisérlatéelyet addig folytatunk flggetlendl
egymastol, amig fej kimenetelt nem kapunk. Az esgrédé megszamlalhatéan végtelen lesz
Q={F,IF IF, IIF,..}.

Milyen valosziriségeket rendeljink az egyes elemi eseményekhegyisaeri alkalommal a fej
dobas valbsziiségep =P(F) és az irds dobas valosiségeP (1) =g =1 — p. A dobasok
flggetlenség miatt (lasd az 5. fejezetben) a szorzat esemaélidgziriisége egyella tényeék
valésziriségeinek szorzatava( IF) =P(1)-P(F) =q-p. Hasonlb6an kapjuk a
P(IIF) =P(1)-P(1)-P(F) =¢’p

valosziriséget. Altalabarin — 1) iras dobéas és az ik dobéasra fej esemény valosizségére

P(Il.IF) =q" " Lp. (n=1,2,3,.)
Mutassuk meg, hogy az igy értelmezett elemi eseaiday azQ eseménytér valdsZiaége 1
lesz

P(Q) =P(F+IF +IIF +...) =P(F) + P(IF) + P(lIF) +..=p+p-q+ p-o°+..= Zp
n=1
_qn -1
A kapott végtelen dsszeg egpértani sor, melynek altalanos alakjara és 6sszegképletére
emlékeztetiink

a+a-q+a~q2+...:1L_q,ha—1<q<1.

Mivel a=p a sor el§ tagja és kvociense € q < 1, ezért 6sszege
-l _P p :£:1.

2P sy T

Tehat a végtelen eseménytér elemi eseményeiheentgelon rendelt valdészinégi értékek
olyanok, hogy a teljes eseménytér valoszége 1. Ezért gQ, S P) harmas a fenfi
eseményteérrel, valamint &= 2° hatvanyhalmazzal és az elemi eseményeken defhialt

valosziriségi mértékkel egy valoszisegi me#t alkot. Ké$bbiekben ezt valdszisegi mest a
| geometriai eloszlasnodelljének nevezziik.

Az alabbi grafikorszabalyos érmesetén mutatja, hogyan cstkken az esélye anngk,aho
| pénzérman-edik feldobasara kapjurlészor fej értéket!

> set{ ?1n n=1 ..9] ; Statistic$ ColumnGraplt [ %], offset= 0.9,width= 0.2,distance= 0.8,

caption= Fej dobas el elsfordulasanak valésziisége szabalyos érme esgtén
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Fej dobas elsd el sfordulasanak val 6sziniisége szabalyos érme esetén

2.8.5. Poisson-valosziiségi mes. Nem klasszikus valoszifiségi mes.

Poisson - eloszlasu modelleket sikeresen lehelnadkani egyarakozasi soba érkeak
szamanak vizsgalatara, adott hosszusagu fuggdtemarvallumokat vizsgalva. llyen varakozo
sor alakulhat ki példaul a szamitégépes feladais#olgalasanal is, mint példaul az internetes
kérések vagy a nyomtatasi sorok sth.(Ax S, P) valdsziriségi me# ebben az esetben diszkrét
és végtelen, amelyr® = {0, 1, 2, 3, 4,.} a varakozo sorba érkékzszama az adottdtartam
alatt. Az események-algebraja 6sszes részhalmazanak halmaza. Az elemi események
valbsziriségét a

(0]

P(w) = 7“—' et ©=0,1,2 3.
(OL

képlettel adjuk meg, ahal'=1-2-3-...-o (ejtsd omega faktorialis) a természetes szamok
szorzata 1é w-ig. A modell paramétere’a> 0, amelyet Ugy valasztunk meg, hogy a
| valoszirisegek jol illeszkedjenek a megfigyelt adatokhoz.

Annak bizonyitasa, hogy & eseménytér valdészisége 1 azxe‘Uggvény Taylor-sorfejtésén
mulik

2 n
P(Q) =P(0) +P(L) +..t P(n) +..=€ " +h-e™+ %-e"‘+...+ %-eh...:
2 n . '
—eM|14H0+ % ot % +..|=zetd=1,

A kapott valészifiségi me# nemcsak azért nem klasszikus tipusu, mert az eggénéem

| veges, hanem azért is, mert az elemi eseményeleggiorman valoszirek.

A Maple Statisticscsomagja tartalmazza a Poisson-elosBagson néven. Hozzunk |étre egy
| X Poisson-eloszlasu valtozot.

> restart: with( Statistics :
X := Distribution( PoissoifA) )
X:=module( ) (1.8.1)
option Distribution Discrete
export ConditionsParentNamgParametersCDF, CharacteristicFunctionCGF,
Kurtosis Mean MGF, ProbabilityFunction SkewnesSupportVariance




VariationCoefficientCDFNumericQuantileNumericRandomSampleMethod
RandomSampleSetiRandomVariateMaximumLikelihoodEstimate

end module

[ Az X nevi Maple valtozé egynodul A modulhoz tartoznak eljarasok, amelyek az efzsz|
tulajdonsagait adjak meg. IgyParameter®ljaras megmondja az eloszlaparaméterének
nevét. AConditionseljaras megadjaja> 0 feltételt, amit a paramététtudni kell. A

k

ProbabilityFunctior K eljaras megadja &2X =k} esemeény( { X=Kk})valosziriségére 3]7:_1

e képletet.
> X:-ParametersX:-Conditions X:-ProbabilityFunctiori K
0 k<O
[A], [O<M], 1 ke™ (1.8.2)
v otherwise

_Szémoljuk ki és rajzoljuk fel aPoisson eloszlasX valtoz6P( X =k) valdsziriségeit
| k=0, 1,.., 10 értékekre, ha a paraméted .

(> X = Distribution( Poissorn3) ) :
> valbszidiségek= [sed evalf XProbabilityFunctiorf K), k=0..10) ];
ColumnGraph valoszifségekoffset=-0.4,gridlines=true)
valésziriségek= [ 0.04978706837, 0.1493612051, 0.2240418077, 0.2240418
0.1680313557,0.1008188134, 0.05040940672, 0.0216@5031008101511796,
0.002700503932, 0.0008101511796

0.20;

[ Ha 0sszevetjuk ezt az abrat a 2.3.4. pontban Ruotlealfa részek kisugarzasara kapott
empirikus eloszlasaval, akkor a hasonlésag szemsb&xert felvebdik a kérdés, hogy vajon a




radidaktiv sugarzasnél a részecskék szama Poisssridst modellt kdvet-e valamilyen
| A-paraméterrel? A valaszra varni kell a statisztikartek vizsgalataig.

2.8.6. Folytonos egyenletes eloszlas valodidaégi mesje. Siriiségfliggvény és
eloszlasfuggveny.

LegyenQ =[a, b] egy folytonos eseménytér! Vizsgalni szeretnénigyhmilyen esetben lesz az
intervallum "klasszikus" valosziiségi me# eseménytere. Ha mind&re [a, b] kimenetel
valészinisége ugyanakkoraakkor ezek valésziisége csak 0 lehet, azag{x}) =0. Ha

ugyanisP({x}) =p > Opozitiv valoszifisédi lenne mindex € [a, b] esetén, akkor az (A.3.3)
c-additivitasi feltétel miatt

(n 1)(”}) ZP ({%})=p+p+..==

Tehat sériulne az (A.3.1) axioma.
Az (Q, S P) folytonos egyenletes eloszlasu valodzsitgi mest Ggy célszer definialni, hogy
tetsdleges(c, d] < [a, b] intervallum valészitisége

d d
P(lc d)) = mladl . (=0 =J ; dx=Jf(x)dx.

m([ab]) (b—a) ] b-a .
Itt azf (x) = ﬁ, hax € [a, b] fliggvényt a7 a, b] intervallumon egyenletes eloszlas
siriség fuggvényénekevezzik. Lathato, hogy a tel@s= [a, b] intervallum valdszitisége 1
_(b—a) _
P([a b=y~ =1

X
igy az ebbb emlitetP( {x}) :J f (t) dt =0 feltétel is teljestl minder € [a, b] esetén.

X

[ Az [a, X] intervallum valoszitiségére kapunk edy(x) figgvényt, amelyet az egyenletes

eloszlaseloszlasfiggvéngnek nevezink és képlete
X

F(x)zP([ax])zJ —
a

A differencial-és integralszamitas alaptétele jidemeg az alabbi derivalasi formuldban

Fr(X) =4 F() = 2= =1 (),

dx
| Tehat az eloszlasfuggveny derivaltjaiaisegfiggveny.

A folytonos egyenletes eloszl&@sStatisticscsomagbaistribution( Uniform( g b) ) néven
| beépitett modul. Hivjuk meg specialisan 0 és =1 paraméterekkel.

t=X
dtz[ 1 -t] =X=8 haa<x<b.
b— -=q D—a

> restart: with( Statistic$ :
U := Distribution( Uniform(0, 1))
U := module( ) (1.8.3)
option Distribution Continuous
export Conditions ParentNamgParametersCDF, InverseSurvivalFunctigMean
Median MGF, Mode PDF, Quantile SupportVariance RandomSample
RandomSampleSetipandomVariateMaximumLikelihoodEstimate




|_end module

_Kaptunk adJ véaltozoban egynodul— t, amely tartalmazza a felsorolt iesljarasokat. igy
tobbek kozott #DF(U, x) eljaras megadja a2 egyenletes eloszl&ér iisegfliggvéngnek
| (angolulProbability DensityFunction) értékét ax helyen.

> f:= x—>PDF(U,x) :
T(x)'=f(x); plot(f(x), x=-0.5..1.5thickness= 3, scaling= constrainedcaption
=A[0,1] intervallumon egyenletes eloszl@siség fuggvénye

0 Xx<0
f(x) =11 x<1

0 otherwise

0.8
0.6
0.4
0.2

05 0 05 1 15

A[0,1] intervallumon egyenletes el oszlés sirdiség fuggvénye

(A CDF(U, x) eljaras megadja ald egyenletes eloszl&boszlasfliggvéngnek (angolul
| Cummulativéistribution Function) értékét ax helyen.

(> F = X—CDF(U, X) 'F'(X) =F(X);
plot(F(x), x=-0.5..1.5thickness 3, scaling= constrainegcaption
=A[0,1] intervallumon egyenletes eloszlas elosl@gvénye

0 x<0
F(X) =1 X x<1

1 otherwise




0.8
0.6
0.4
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A[0,1] intervallumon egyenletes el oszl s eloszlas fliggvénye

A [0,1] intervallumonJ egyenletes eloszlasnavéletlen értéket generalneSamplé Un)
| hivassal lehet.

> Sample¢ U10)

[0.814723686393179.905791937075619.126986816293506.913375856139019 (1.8.4)
0.632359246225410.0975404049994095.278498218867048.546881519204984
0.957506835434298.964888535199277

_VégUI azSo-algebra az egyenletes eloszlashd® ga, b])-vel jeldlt [a, b] intervallum Borel-
halmazainak rendszere, amely az 6s$zed] < [a, b] részintervallumok altal generalt
legs#ikebbo-algebra. (Lasd a 2.9. pontot!) TetkgesB € %([a, b]) Borel-halmaz
valbsziriségét a

P(B) :J f(x) dx:J L =B
B

b—a b—a
| (Lebesgue) integrallal szamolhatjuk ki.

2.8.7. PELDA. Céltablara lovés kisérletének nem kémzikus valdszifiségi mesje

A darts jatékban egy kor alaku tablara hegyes kgildobunk és a részekre osztott tablan
eltalalt résznek megfelebontszam jar a jatékosnak. Egy tartomany belsejéél nehezebb
eltalalni, minél kisebb a tertilete. Ezért a talgkbsziisége aranyos a tartomany tertiletéve
Az egyszeiibb targyalas erdekében tegyuk fel, hogy a céltagja sugaru kor lemez, amelye

~ o

n =5 koncentrikus korrel osztunk fel tgy, hogy a sag&ozottiépték mindegyikeh = % A

legkilss korgyiira tartomany eltalalasa esetén a jatékos 1 pontoékdyefelé haladva 2, 3, 4 ¢
5 pont jar. (lasd a 2.8.1. abréat)

v

S

FELADAT. Adjuk meg aZ pontszam elérésének valos@agét =1, 2, 3, 4, 5 esetén!




2.8.1. abra. A céltabla és a pontszamok

Megoldas
Feltétel szerint a& = {atalalati pontoter} esemény valosziiségére
azi — ik tartomanyterilete .
P = iz - iI=1,2,3,4,5
(A) a céltablatertlete ¢ )
terlletek aranyat kell alkalmazni. Latszélag a saidgiségek szamitasa a folytonos

valbsziriségi me#d szamitasi szabalya alapjan torténik, azonbanern@syek csak diszkreét
értékeket vehetnek fel.

igy (4 )2
rZTC— —rl 5
P(A) = .5 -1 (4)y =2
Altalanosan 2 o 2 (5) 25
6—i N\ (5-i | |
P(A)= ( 5 r) 7:2%( 5 r) T _ (6—I)25—2(5—|)2

mindeni =1, 2, 3, 4, 5 esetén. Tehat a valésizgigek fliggetlenek a tabiaugaratél és
ertekédl is.
| Nézzik a taldlatok valésdiségeinek Maple szamitasait!

> restart:

talalatok:=

.2 .2
se({ (6—1) _2(5_') ,i=1..5]
5

evalf( % 4);
Statistic§ ColumnGraptitalalatok offset=0.6,caption
= A pontszadmok elérésének valogzéye)
taldlatok:= [i r 1.3 i}
25" 25" 5" 25" 25
[0.3600000000, 0.2800000000, 0.2000000000, 0.12000000BE0000000D




0.3

0.2

0.1

A pontszamok el érésének val 6szindiségei

_Léthaté, hogy a valdsZiségek sorozata szigorian monoton csdékamely egyezik a
tapasztalattal. Tehat legnehezebb eltalaini aldélt&zepét, melynek valosisege 0.04 :2%
Ezért, ha egyenletes eloszlassal dobaljuk a nyjlteytablara, akkor atlagosan minden 25
dobéashal 1 talél a kbzepébe.

| Mutassuk meg, hogy az 5 val6sieg 6sszege 1.

5 5
> > ‘talalatok = ) talalatok
i=1 i=1

5
 talélatok = 1 (1.8.5)
i=1

Ez azt jelenti, hogy kaptunk egy diszk(€?, S P) valészirtiségi me#t, ahol az eseménytér
Q={1,2,3,4,3

a dobhaté pontszamok. Aesemények-algebraja a2 6sszes részhalmazainak halmaza

S=2 Az elemi esemeények a fent megaakptt{i ]: {atalalati pontotér} események. Az elemi

események valészinégeit szamoltuk ki az@éekben és megmutattuk, hoByQ) = 1.

A kapott valészifiségi me# egy Ujabb példaem klasszikus valdszitiségi me#re. Ugyanis itt
| az egyes elemi események kimenetaden egyforman valdszidek.

:Rajzoljuk fel a céltabla koncentrikus koreit Majlen!

> restart
> with( plots) :
> ni=>5:
> korok := NULL:

for kfrom 1tondo

korok := korok plot( [ kcog(t), k-sin(t),t=0.2x]) :
enddo:
display( [ korok], tickmarks= [ 2- n, 2- n], thickness= 3, axes= none scaling= constrained




2.8.8. Valbsziiiségi me#d exponencialis-eloszlashoz. Exponencialis elosz&éallitasa
egyenletessel.

_Exponenciélis - eloszlasu modell alkalmazhaté\eggkozasi soban az egymas utan érkéz
kozott eltelt idtartam hosszanak vizsgalatara. Ebben az esethlgd, & P) valdszitiiségi
mez folytonos és az eseményt&r=[0,% ) az egymas utan a varakozasi sorba éik&bdzott
eltelt lehetségesl6tartam. Az eseménytérben elhelyezkegtsdleges|a, b] intervallum
valésziriségét az

b
P([a,b])=J A-e M dx (0<a<b<w)
a
integrallal értelmezzik. Itt &2 x) =k-e_7”'Xnggvényt az exponencialis eloszlésiiség

flggvényének nevezzik @s> 0 a paramétere. Ekkor[a @) teljes eseménytér valosigege
valdban 1 lesz
@ X=t
P(Q) =P([0,%)) =j l-e’”'xdx=t|i_[nw[ _e_kx]XZOZt”_r,noo( _e—x-t+ 1) =1,
0
mertA > 0. Azintegral additivitasa miatt a valészitiség is additiv. Ugyanis, Ha, b ] és[c, d]
intervallumok részei & 6) félegyenesnek és metszetik trasb]N [c, d] =@, akkor

b d
P([a b]U [c, d]) :j k-e_“dx:J k-e_“dxntj re ™ dx=P([a bl) +P([c
[a b]U[c d] a c
d]).
Az S=¥([0,%)) c-algebra ebben az esetben az 6spagds] C [0,x) részintervallum altal
generalt Borel-féle-algebra. TetslegesB € #([0,~)) Borel-halmaz valésziiségét a

P(B) =J f(X) dx:J A-e M dx
B B
(Lebesgue) integrallal szamolhatjuk ki. Ekkor aegralc-additiv tulajdonsaga miatt teljesil az




[ (A.3.3) axioma.
A [0, x] intervallum valészifiségére kapunk edy(x) figgvényt, amelyet az exponencialis
eloszlaseloszlasfiggvengnek nevezink

X
t=
FOx) =P([0,x]) = he™ dt=[-e™]_g=1—e™, hax> 0.
0
A differencial-és integralszamitas alaptétele jidemeg az alabbi derivalasi formuldban
gy = 4 —%.aMXo
F (x)—dx F(x)=A\-e f(x).

| Tehat az eloszlasfiiggvény derivaltjaiaisegfiggveny.

Vigyazat! Az exponencialis eloszlas Maple-be bestpkeépletesltér a fentiekél. Ugyanis &
paraméter helyett a%: paramétert kell aExponential L) eljarasba beirni.

;> restart: with( Statistic$ :

> E := Distribution( Exponentig{2.) )

E := module( ) (1.8.6)
option Distribution Continuous
export ConditionsParentNamgParametersCharacteristicFunctionCDF, CGF, Mean
Median MGF, Mode PDF, Quantile SupportVariance CDFNumeri¢QuantileNumerigc
RandomSampl&andomSampleSeflpandomVariateMaximumLikelihoodEstimate

| end module
B fy :== unapply( PDR Ex), x) :fy'(x) =fy(x);
plot( eval f(x), A =0.5),x=0..2.5thickness= 3,caption
= Az exponencidlis eloszlagrgség fuggvenyé=1/2 meIIett)
0 x<0

—_— otherwise
A
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Az exponencidlis eloszls siriség fliggvénye A=1/2 mellett

2.8.9. Exponencialis eloszlas generalasa egyenlatkszlasbol

Eddig folytonos esetben mindégyenletes eloszlasértékeket generaltunk. Kérdés, hogyan
adhatunk meg egyenletes eloszlas felhasznalésgvahencialis eloszI&8

Ahhoz, hogy megkilénboztessikeggyenletes eloszlags azxponencialis eloszldsahhoz
jeloléseket kell bevezetni.

JeldljeU a[ 0, 1] intervallumon egyenletes eloszlast és ennek valisegi mesjét az

(Ql, Sy Pl). Erre az a jellenig hogyQ, = [0, 1] és az eloszlasfuggvénye
F,(X) =P;(0 < U < x) =x, minden 0< x < 1 eseten.

JeloljeE aA > 0 paramétdr exponencidlis eloszlast és ennek valdssaigi medjét az
(Qz, S, Pz). Erre az a jelleriy hogyQ, = [0,%) és az eloszlasfiiggvénye
F,(X) =P,(0 < E <x) =1-& " tets#leges< > 0 esetén.

Mutassuk meg, hogy az

1
E=--="In(U
kn()

transzformacios képlettel értelmezetloszlas\.-paramétdr exponencialis eloszlasu,
amennyibeJ egyenletes eloszlas( a (Q,ittervallumban.
NézzUkE értékei milyen hatarok kdzé esnek. MivekOU < 1, ezért- o< In(U) < 0. Tehat

0<-L.n)=E
»

Nézzik meg mi lesg eloszlasfliggvénye tetdiegesx > 0 esetén
PﬂOSESm=P{0S-%4MU)sq=Pﬂé“%ngﬂ:1—PJOSUSe*0.

Mivel U egyenletes eloszlas( a Q,iitervallumon, ezért a jobb oldal
1-Po<u<e™)=1-e?=F,x)
az exponencialis eloszlas eloszlasfliggvénye.
| Prébaljuk ki a transzforméciat= 2 paraméterrel!

[> restart:



> with( Statistic$ :
> U := RandomVariable Unifor®, 1))

> A= 2;E:=—i-ln(U)
A

E:= % In(_R) (1.8.7)

|:A kapottE eloszlas eloszlasfiiggvényébtatisticscsomadCDF eljarasa meg tudja hatarozni!

> CDF(E x)
> plot(CDF(E x), x=0..5,thickness 3, caption
= Exponencialis eloszlas, amelyet egyenletes eldsdl&aptunk
0 x<0

e?*+1 0<x

0.8
0.6
0.4
0.2

Exponencidlis eloszlas, amelyet egyenletes el oszlasbdl kaptunk

|:Az E eloszlas @riiségfliggvényét az helyen aStatisticscsomad®DF( E, x) eljarasa adja meg.

> PDF(E x)
> suruseg= plot(PDF(E x), x=0..3,thickness= 3, caption
= Exponencialis eloszlas, amelyet egyenletes eldsdl&aptunk : suruseg

0 Xx<0

2e¢2* 0<x




1.8
14

0.6

Exponencidlis eloszlas, amelyet egyenletes eloszlashdl kaptunk

_Generéljunk 100 eletnmintat aaJ egyenletes eloszlasra, majd a minta minden elemére
alkalmazzuk agE: u— - % -In(u) transzformaciot. A kapott véletlen szamok gyalkdayis

| hisztogramjat rajzoljuk fel és tegyuk egybe a fefitiiségfiiggvénnyel!

> randomize ) : mintal := Samplé¢ 100 :
mintak:= map( - % -In, mintaU) :

plots] display( [Histogram( mintak, suruseg)




1.8

Exponencidlis eloszlas, amelyet egyenletes eloszlashdl kaptunk

[ A transzformalt minta adatok hisztogramjara az eeneialis eloszladisiségfliggvénye jol
illeszkedik. Tehat egy 0,]lintervallumon egyenleté$eloszlasra ag =- 1 In(U)

transzforméciét alkalmazva- paramétdr E exponencialis eloszlashoz jutunk. Ez a modszer azt
sugallja, hogy ha egy szamitégépes programba fdépitéletlenszamok egyenletes
generalasat akkor ezek megfelélfiggvényei segitségével mas eloszlasu adatsort is

| megkaphatunk.

2.8.10. PELDA.
Hogyan kapunk exponencialis eloszlast geometriaiadzlasbol? Varakozas egy esemény
bekovetkezeésére.

A geometriai eloszlas és az exponencialis elosdiagekintetben hasonlitanak egymasra.
Az X geometriai eloszlasra

lim P(X=k) =inLnoop-(1—p)k=O (0<p<1)

szigorian monoton csokkenve. HasonlbéaM exponencialis eloszlal (X) :x-e_%xs’jrﬁség
fuggvényére

im f,(x) = Jim A-e**=0 (1>0)




és itt is a nulldhoz tartds szigorian monoton osiikk

Ha azX geometriai eloszlas( X) = % varhat6 értéke és az&xponencidlis eloszl&q Y) = %

varhato értéke egyeflakkorX eloszlasa é¥ dirtiségfiggvenye jol kozelitik egymast. Az
E(Y) =E(X) akkor teljesil, hg =A. Mivel Maple-ben az exponencialis eloszZlgsaramétere

helyett a paraméte}lt reciprokéat kell megadni, ezért Maple-beha% egyenbseéget kell

| hasznalni.

> restart: with( Statistic$ :
p := 0.2; X := Distribution( Geometri¢ p) : fX := k— ProbabilityFunctiori Xk) :
X'(k) =fX(k) ;

1

A= E; Y := Distribution( ExponentiglL) ) : fY := k—PDF(Y, x) :
Y' (x) =fY(X);
p:=0.2
0 k<O
fX(k) =
0.20.8 otherwise

A :=5.000000000

0 x<0

fY(x) = (1.8.8)

0.2000000000 &-2000000008 4o nise

> plot([ fX(floor(x)), fY(x) ], x=0..20)
0.20;
0.18;
0.16
0.14
0.12]
0.10;
0.08,
0.06
0.04
0.02]

0 5 10 15 20

>

[ Lathato. hogy az exponencidlis eloszladiség fliggvénye és a geometriai eloszlas jol
illeszkednek egymashoz. Diszkrét eloszlasbol haté@aettel tudunk folytonos eloszlast
| gyartani. Nézzlk a konstrukciét!




Dobjunk fel egy pénz érmét2-1, 3-1,... iddpontokban és Iegyén(r) avarakozasi idé, ameddig
az el$ fej érték be nem kdvetkezik. Vagyis azoelgj esemény bekovetkezésére varunk. Ekkor

1 x0 eloszlasgeometriai

T
P(X"> k1) =(1-p)¥
mert
P(X"> k1) =p-(*+ " +...) =p-d“ (1 +q+?+..) =p-d* %_q =d
aholp a fej dobas valoszisége minden dobasnalgs 1 — p. (Id. 2.8.4. pontot). Mivel a
(0
X

varhaté értéE[
T

] :i, ezérE(x?) =T
p p

Rogzitsink egy > 0 iddt tetsBlegesen és tartsarértéke nulldhoz N\ 0 csokkelleg. Ha azt

szeretnénk, hogy értéke allandé maradjon ezen hataratmenet melldtor a

kisérletszamnakvégtelenhez kell tartanifa 0,idétartam alatt, hiszen a kl’sérletszértnla
T

hanyados als6 egész része. Annak érdekében, hagyekazaljuk a kisérletszam végtelenhez
(1)

tartasatd Q] idéintervallumon valasszu = p(ﬂ értékét a— =, egyenbségnek

T

g

P(x? > 1) = (1—p“))[;j:(1—x.«;)[;j: (1— (k.t).%) e (V> 0)

megfeleben, aholh > 0 alland6. Ekkor

ha 1—0. Tehatx” tart "eloszlasban" edy- paramétdr exponencialis eloszlashoz. (a definiciét
| lasd 13. fejezetben)

2.9.* Miért szuikséges a-algebra? A Vitali-féle V halmaz.

[ Mi indokolja ac-algebra fogalmanak bevezetését a valdsZigelméletbe? Ez a kérdésiels
megfontolasra azémem megle@, mert a valésziiségi mes (Q, S, P) rendezett harmasaban

szerepd Sminden esetben lehetne@zseménytér dsszes részhalmazabal allo hewe?’

Véges vagy megszamlalhatéan végtéeeseménytérre ef%atvényhalmaz valéban megféel
valasztas a3 eseményalgebrahoz. Kiderult azonban, hogy a \saésok barmely

Q =[a, b] részintervallumara az 6sszes részhalmazok halmeréarértelmezhétolyan

P valésziniségi mértek amely "hasznalhato" lenne. Ilyen komplikéalt résniaz konstrukciod
erdekében & 0,]lintervallumban egymastdl racionalis tavolsagra leontokat egy osztalyba
sorolunk és mindegyik osztalybol kivalasztunk eggrsot. Ez a konstrukcio megfdieh
bonyolult halmazt eredményez ahhoz, hogy kappark mérhet halmazt

2.9.1. DEFINICIO. Egy ekvivalencia relacio a valészamok halmazan
Azt mondjuk, hogy ax, y € R valés szamok kozoétt fenall az~ y (ejtsdx hullamvonaly)
relacié (vagy kapcsolat), ha az— y =r kulonbség racionalis szamvagyisr € Q.

2.9.2. TETEL. Azx ~ yrelacio ekvivalencia relacié
Mutassuk meg, hogy a 2.9.1. relacié rendelkezialakabi 3 nevezetes tulajdonsaggal
() x ~ x, azazreflexiv




I_ (i) hax ~y, akkory ~ x, azazszimmetrikus
(iii) hax ~ y ésy ~ z akkorx ~ z azazranzitiv

BIZONYITAS
Mivel x —x =0 és a 0 racionalis szam, ezérkaz x reflexiv (i) tulajdonsag teljesul tetéleges
valosx szamra.
Ha azx — y =r kulénbség racionalis, akkor gz- x =-r is racionalis szam. Ez igazolja @z
szimmetria tulajdonsagot.
A tranzitiv (iii) tulajdonsag feltételei alapjan az-y=r, €s az — z=r, kilonbsegek racionalis
szamok. Meg kell mutatni, hogy ekkoraz z=r kilonbség is racionalis. Ez kovetkezik abbal,
hogy

X=2=(X=Yy)+(Yy—=2)=r +r1,=r
két racionalis szam 0sszege is raciona#s.
Altaldban azi) — (iii ) tulajdonsagokkal rendelkéxzalamely relacioekvivalenciaelacitnak
nevezzik. Minden ekvivalencia relacio az alaphalegmsztalyozastadja, amely olyan mint
a teljes eseményrendszer. Tehat a valos szamolabaindiszjunkt osztalyokra bontja fel a fenti
relacio. Az egy osztalyba sorolt valds szamok eggalrelacioban vannak, azaz kdzéttik a
kulonbség racionalis szam.

igy példaul a{\/? J2 —1,J2 + % \/7—% } szamok ugyanahhoz az osztalyhoz

tartoznak. Az osztalyozas soran az 0sszes racsosEdn®) :{%‘ p,gE Z,q# O} egyetlen

osztélyt alkot. Két killdnbdzosztalynak nincs kozos eleme, tovabba az 6sszé&ssanioja
kiadja a teljes valos szam@khalmazat.

2.9.3. Vitali-féle V halmaz konstrukcioja és alaptiajdonsagai
A [0,1] intervallumba e$valés szamok alabbi részhalmazat Giuseppe Vit8ii%-1932) olasz
matematikus konstrualta a 2.9.1. relacié segits#gév
Tekintstk a[ 0, ]intervallum osztalyozasat diszjunkt részhalmazoknaelyet a 2.9.1.
ekvivalencia relacié indukal. Vegylnk ki mindegyikztalybolpontosan egyszamot és ezek
O0sszességébképezzik a Vitali-félé/ halmazt.

(a) AV halmaz létezését garantélja a halmazelmélgtivalasztasaxiomaja

(b) A Vitali halmaz g 0, lintervallum részhalmaz¥: < [0, 1].

(c) AV halmaz barmely két ésv nem azonos elemének kulonbsége irracionalis szam:

u—v e Q*=R\Q. Ugyanis, hgu — v) racionalis szam lenne, akkor ugyanahhoz az oswaly
tartozna. Amely ellentmondana annak, hegypinden osztalybdl pontosan egy elemet tartalmaz.
(d) Megmutathatd, hogy a V halmaz szamossaga nem-dmtihato.

(e) Mivel nincs utasitas arra, hogy az egy osztalgb@16 elemek kozil melyiket valasszuk ki,
ezért végtelen sok Vitali-féle halmazt konstrualimkta[ O, I intervallumban. Példaulfa 0] 1
intervallumhoz tartozé dsszes racionalis szam E)l—;l.i 2131 u hh

% 5 ,3,3,4,4,5,...} gyanahhoz az

osztélyhoz tartozik. Ezért ezek kdzul barmelyikdahat a Vitali-halmazhoz, de csak egy,
peldaul lehet ez a 0. EKkor mas racionalis szamnadr lehet elemé-nek. Ha példaul az;— -t

| valasztottuk & halmazba, akkor mas racionalis szam mar nem tatdz hez.

2.9.4. DEFINICIO. A Vitali halmaz eltoltjai a [ -1, 1] intervallumba esb racionalis
szamokkal

Tekintstk a[ -1, 1] intervallumba e 6sszes racionalis szamok halmazat, vag@i$al -1, 1]
halmazt. Ez a halmaz megszamlalhatéan végtelert, sada lehet szedni elemeit. Példaul
novekw nevedk szerint az alabbi médon




_ _ _ 1 1 1 1 _ 2 _ 2 1
qO—O,ql—l,qz——l,q3—E,q4——5,q5—E,q6——§,q7—§,q8——§,q9—z,...

TehatQN [-1, 1] = {dy Gy, Op---} =Q Jeldli a[ -1, 1] intervallumba es 6sszes racionalis

szamot.
JeldljeV, =V + qk={v + qki VE V} a Vitali-féleV halmaz eltoltjat ¢ -1, 1] intervallumba &%

valamelyg, € Q, racionalis szammal, ahk 0, 1, 2, 3,... lehet.
A halmazok kozott ott van a Vitali-félé=V, halmaz is.

2.9.5. ALLITAS. A Vitali-halmaz eltoltjainak tulajd onséagai
Az alabbi allitasok teljeslilnek a Vitali-féle halmé eltoltjaira

(i) a kilonbo3 eltoltak metszete lre¥; N Vj =@, hak # | ;
(ii) az 6sszes eltolt unidjara teljesiiinek a

[0,1] € A= kL—JoVk < [ -1, 2] tartalmazasok;

(iif) nem értelmezhétaz eltoltV, halmazokm( \/) hosszusag mértéke
k=0,1,2,... esetén.

BIZONYITAS.
Az (i) tulajdonsag bizonyitasahoz tegyuk fel, hagg V,.N Vi Ekkor az eltoltak 2.9.4.

definiciéja szerint van olyanésu elem a Vitali-félev halmazban, melyekre

X=U+Qq-=V+ g
teljesul. De ekkor ag — v = 0 — O kllbnbség racionalis szam lenne, amely a 2.9)3. (c
tulajdonsag miatt lehetetlen. Ezzel igazoltuk, hogyn lehet kdzos eleme két kulonbdgz és\/j
Vitali eltolt halmaznakK # j).

Az (ii) tartalmazasi tulajdonsagok koézilaz kQOOVk c [ -1, 2] tartalmazas kdnnyen igazolhato.

UgyanisV, tetsBlegesx elemex =v + g, alakl, ahoV € V tetsdleges ésg), € [ -1, 1] rogzitett.

A
0<v<1lés-1<q, <1,

egyenbtlenségeket 6sszeadva
-1<x=v+q, <2

Tehat mindegyik Vitali eltolt halmaz[a- 1, 2] intervallumban van, ennélfogva ez igaz az
unidjukra is.

Mutassuk most meg[a 0] & A= kL_J 0Vk tartalmazast. Legyentetsdleges eleme a 0,]1
intervallumnak. Ekkor vagy € V=V, teljesll és igx € Ais kovetkezik. Vagy ha

X & V=V, akkor van olyawv €V, amelyrex ~ v. Hiszen a 2.9.1. relaci6 osztalyozgs a 0,

1] intervallumon, ezén hozzatartozik valamelyik osztalyhoz. Ez azt jaldmigyr =x —v
egy racionalis szam és mivels ésvis a[ 0, 1 intervallumban van, ezérte [ -1, 1]. A
0y, Oy Og... SOrozat tartalmazzala 1, 1] intervallumba e 6sszes racionalis szamot, ezért

megegyezik valamelyig, (k > 1) racionalis szammat:= g, Ennélfogva
X=vV+q eV,

és ezert teljestl aze A= 'Uovi tartalmazas is. Ezzel igazoltuk, hogy az 6sszeali\éltolt
1=

halmaz uniéja lefedi a teljds 0] ihtervallumot.
Az (iii) igazolasahoz tegyik fel az allitdssal ellentétheqy a Vitali-féleV halmaznak van




hosszUsag mértéke, amelyet jeldljinV). A hosszusag egyrészt nem-negativ szam lehet,
masrészt miveV végtelen sok pontbdl all, ezért elképzethétogy a hosszuséga lehet végtelen:
0<m(V) <.

Mivel mindegyikV, =V + g, halmaz &/ halmaz adott racionalis szammal vett eltoltja és a

hosszUsagot nem valtoztatja meg az eltolas, ezéitatak mértéke megegyeakmértékével:
m(V) =m( V) =m(\,) =m(\5) =...

Mint lattuk aV, V,, V.,... halmazok metszetei paronkent uresek, ez?ﬁg@ unio teljes hossza
megegyezik az egyes részek hosszanak 6sszegénadlitivitas)
(2.9.1) m(kﬁoovk) =m(V) +m(Vp) +m(Vp) +..=m(V) +m(V) +m(V) +...= > m(V).

= k=0
A (2.9.1) egyenlet jobb oldalan végtelen sokszgrzéadjuk ugyanazt a nem-negativ szamot
onmagaval. Az egyetdég csak ugy teljesilhet, rr{kL_J ka) =0 vagym(kL_J ka) =, Azonban
a 2.9.5. allitas (ii) tartalmazasi része miatt

m([0,1]) =1 < m(kgovk) <m([-1,2]) =3

Hiszen a [0,1] intervallum hossza 1 és-d, 2] intervallum hossza 3. Tehat a (2.9.1) egyenlet
bal oldala nem lehet se nulla se vegtelen. A kagllethtmondas azt bizonyitja, hogy a Vitali-féle
V halmazra és az eltoltjaira nem értelmeé&tzehosszisag$

2.9.6. HaQ =[ -1, 2] azesemeényter, akkor a:S= 2 hatvanyhalmazon nincs valdszitiségi
mérték.
Tekintsiik a kovetkez(Q, S, P) valosziiségi me#t, melybert2 = [ -1, 2] intervallum, a5
eseményalgebrala 1, 2] eseménytér dsszes részhalmazabdl allé halmBz.$- [0, 1]
valosziriségi mérték legyen az intervallumok hosszabdl saatatotiP( A) = m(( S‘)) = m(3A)
m

mérték, ahoh < Q ésm( A) azA részhalmaz mértéke. He=[a, b] = [ -1, 2] egy
részintervallum, akkor ennek mértéke a hossza

m([a b]) =b—a.
Ha megszamlalhatoan végtelen sgiymasba nem nyt]lc'[aw bk] intervallumrendszert tekintink
a[ -1, 2] intervallumban, akkor ezek unigjanak mértékémészetes modomz intervallumok
0sszhosszaval merjuk

m( U [a b :k;(bk_ %)
A felirt végtelen 6sszeg konvergens, hiszen azefissem lehet nagyobb 3-nal, vagyis-d., 2]
intervallum hosszanal.
Azonban g -1, 2] intervallum 6sszes részhalmazai halmazaban ota\&a8.5. pontban

konstruélt bonyolul& = kg 0Vk részhalmaz is. Lattuk azonban, hogy a fenti tégeértéket nem

lehet ugy kiterjeszteni, hogw( A) mértéke létezzen. Ez azt mutatja, hogy egy intlenvadsszes
részhalmaza olyan gazdag, hogy minden részhalnsszisagat lehetetlen értelmezni. Ezt az
ellentmondast feloldani ugy lehet, ha kizarjukSassemény algebrabdl a Vitali-féle
konstrukciokat! Az épitkezést azonban nem a rasszhalmazok kizarasaval kell kezdeni,
hanem a jo részhalmazok felsorolasaval.




2.9.7. Ac-algebra tulajdonsaggal kizarjuk a Vitali-féle kongrukcidkat az

esemeényalgebrabdl.

Anélkll, hogy a halmazok Lebesgue-szerinti és Bsrefinti mérhdiségébe részletesen

belemennénk a fentiek alapjan megmutatjuk, hogghetlfolytonos

Q=R, (-»,b], [a,»), [a b] eseménytérre megadni a (lef)degnagyoblsc-algebrat és azon

az egyenletes eloszlast meghatam@z@losziriségi mértekét. Az elmélet alapjainak kidolgozoi
| Henri Lebesgue (1875-1941) és Emile Borel (18716)®%%ncia matematikusok voltak.

2.9.7.1. DEFINICIO. Halmazok kiilss Lebesgue-mértéke
TetsdlegesA = R részhalmaz Lebesglélsé mértékealatt az

m* (A) =infZ,
nem-negativ szamot vagyat értjik, ahol

T

Tehat az A halmazt IefédntervalIumrendszerek 0sszhosszanak infimumab (edslatok kozdl
a legnagyobbat) értjik a kdlsnérteken.

I, = an, bn] intervallum A = U I esL( ) =b L —a,az intervallum hossza.

[ A killss mértékkel az a baj, hogy nem rendelkezik a véaditaitasi tulajdonsaggal, hanem
megmutathat6, hogy csak szubadditiv, amagAU B) < m*(A) + m*(B). Ahhoz, hogy additiv
| tulajdonsagot kapjunk a komplementer halmaz&iigrtekésdl is kell tudni valamit.

2.9.7.2. DEFINICIO. Halmazok Lebesgue mértéke
ValamelyA < R részhalmazrol azt mondjuk, hoggbesgue szerint mérhdt, ha tetséleges
B = R halmazra teljesil az

m*(B) =m* (AN B) +m*(A°N B)
egyenbség, ahoh® =R \ A azA komplementer halmaza. Jeldleaz dsszes ilyeA halmazt,
mely a Lebesgue-szerint mérbidialmazok dsszessége.

2.9.7.3. TETEL. A Lebesgue-mértéle-additiv

Megmutathat6, hogy am" : L — [0, ) kiilss mérték az£ halmazonc-additiv.
() oeL

(i) haA € £, akkorA® € L.

(i) ha A, € L mindemn =1, 2, 3,.. esetén égN A =@ (k #1i), akkor

m* (nCJ:lAh) Zm

n=1

Ha azm=m" : L —[0,%) rendelkezik az (iii) tulajdonsaggal, akkor azt mijok, hogym
mérték azL halmazrendszeren és @g, .L', m) egy mértéktér.
Az R valos szamokrol attérni tetdegesQ merhed reszhalmazra kovetkézéppen lehet. Ehhez

tekintstk azl = {Aﬂ Q| A € £} c-algebrat és ezen az eredetn értelmezetin Lebesgue-

mértéketr, (A A), aholA € GC Az igy kapott(Q L, mQ) mértéktér a£2 mérhet

részhalmazra korlatozott, mely Iehet végtelen f@egs vagy egy véges intervallum.
A mértékelmélet pontosan forditott sorrendben taljgyezeket az eredményeket. Tekint egy
tetsdleges nem-ureQ halmazt és a részhalmaz®kendszerét, mely-algebra és

m: & —[0,%) egy mértéks-n. Ekkor aZ Q, &, m) harmas egy mértéktér. A valosizsegi
| mez olyan specialis mértéktér, melyben@halmaz mértéke 1, vagyis(Q) = 1.
2.9.7.4. DEFINICIO. Borel halmazok




A valés szamhalmazok kidisnértekéBl kiindulva a 2.9.7.2. definicidval sikertilt olyan
halmazokat kapni, amelgba Vitali-féle halmazok kivil rekedtek. De vajonlyen halmazok
maradtak belll? Erre ad valaszt a Borel-halmazo#dszere, mely az intervallumok altal
generalis-algebra.
A valés szamok

Z=N{¢ | G egyc-algebra, mely tartalmaz#adsszes intervallumat}
halmazrendszerének elemBidrel-halmazoknak nevezzik.
Korlatozhatjuk az 6sszes intervallumot csak a ityjim b) intervallumokra vagy csak a zart
[a,b], [a, b), (a b]intervallumokra, akkor is a fenf?c-algebrat kapjuk.
Mivel a Lebesgue-mérh&halmazokl rendszere is-algebra és tartalmazza az 6sszes
intervallumot, valamint a Borel-féle-algebra a legsikebb ilyen, ezért teljesil a

pCL

tartalmazas. A tartalmazas szigoru, mert van ohamaz mely Lebesgue-mérheatiszont nem
Borel-halmaz. Megmutathat6 tovabba, hogy barrBety #Borel-halmazhoz van olyan
A € L Lebesgue mérh&halmaz, hogy a két halmaz Lebesgue-mértéke egyyarB) =m( A).
Azt mondhatjuk, hogy a Lebesgue-méthiealmazok rendszere folytonos lezartja a Borel-
halmazok rendszerének ugyanugy mint, ahogyan & eaimok halmaza folytonos lezartja a
raciondlis szamok halmazanak. Aéledi esetben a mérést a Lebesgue-mérték adja, mig az
utdbbinal a valés szamok tavolsaga.

2.10. Peldak események valosdiségeinek szamitasara

[ Ha ismerjuk az eseménytér néhany esemeényének irdiééget, akkor a fiveletekkel kapott
események valosZigégeit meg tudjuk hatarozni a levezetdiveleti szabalyokat hasznalva.
| Ugyanez a szamitas forditva is kivitelezhet

2.10.1. PELDA

Legyenek adottak R( A°)=0.6,P(B) = 0.3 é(A-B) =0.2 valdszitiségek.
Hatarozzuk meg B(A + B)ésP( A™-B°) valészitiségeket!

Megoldas
| Adjuk at valtozoknak a valosZiségeket a Maple tobbszoros értékado utasitasatdiaal
> restart:
P(Ac), P(B), P(AB) := 0.6,0.3,0.2
i P(Ac), P(B), P(AB) :=0.6, 0.3, 0.2 (1.10.1)
Mivel az 6sszeg esemény valdésmagére vonatkozé
P(A+B) =P(A) + P(B) —P(A-B) azonossagban sziikség van(&) esemény
| valoszirisegére, ezért @b a tagadas esemeny valogzigeél szolo tételt kell alkalmazni.
> (P(A)) ==1—=P(A0

i P(A) :=0.4 (12.10.2)
> 0sszeg= P(A+B) =P(A) +P(B) —P(AB); assigri 0sszeg
0sszeg=P(A+B) =0.5 (1.10.3)

A Maple a kifejezések kiértékeléséteties kiértékelési lanaak megfelglen végzi. Vagyis

azokra a valtozo nevekre, amelyekre talél értékadasa kifejezésbe behelyettesiti.
Amennyiben a behelyettesités utan Gjabb valtozéketvalal, akkor ezt a folyamatot addig
veégzi, amig van behelyettesiténgrtek. Mivel az 6sszegben szetep( A), P(B) ésP(AB)

valtozo nevek kaptak érteket korabban, ezért ezedetlyettesiti. Igy kaptuk az 6sszeg esemeény
| valésziriségére ( A+ B) =0.5 értéket!

AP(A"B%) valbszitiséget a tagadas esemény valdssgét és a DeMorgan azonosagot
alkalmazva kapjuk. Ugyanis a DeMorgan - azonosgégrg (A + B)“= A“B". Ahonnan




P(A"B°) =P((A+B)°) =1—P(A+B)
| a tagadas esemeény azonossagat alkalmazva.
> (P(AcBg) :=1—P(A+B)
P(AcBg :=0.5 (2.10.4)

TehatP(A+ B) =0.5 éP( A-B°) =0.5.
Az alabbi Venn-diagram az egyes diszjunkt részédszaniségeit mutatja. A valosziségekkel
| gy szamolhatunk, mintha a tartoméanyok teriiletaden

0.5

A valGsziniségek kitoltési sorrendje a kovetkeA kdzépen allé 3 valosziség kozul a
kozépst tudjuk, mert ez a metszet és valoisége 0.2. MiveP(B) =0.3 adott és eldba
metszetre 0.2 jut, ezért a jobb oldali részbe 0.83=10.2 valoszifiség marad. Miutan
kiszamoltuk, hogy a& esemény valoszisége 0.4 €s eBba metszetre 0.2 jut, ezért a bal oldali
részre marad 0.2 =04 0.2. Végul, ha dsszeadjuk, az 6sszes eddig beatd3ziriség (terilet)
értéket 0.2+ 0.2+ 0.1 = 0.5 értéket kapunk, mely a keregett B sszeg valdsziisége. Marad

| A+ B unién kivilli teriiletre is 0.5 =+ 0.5, amely #( A™B°) valdszitisége.
2.10.2. PELDA
3 2

Legyenek adottakR(A+ B) = T P(A°) = = és aP(A'B) = % valoszitiségek.

Hatarozzuk meg B(A), P(B) ésP( A-B°) valoszitiségeket!

;Megoldés
| Kezdjik most is a megadott valosiségek Maple valtozo nevekhez rendelésevel!
> P(A+B),P(Ac), P(AB) := %, 2 %

P(A+B), P(AQ), P(AB) := (1.10.5)

2 1
13’4

C

~w

A tagadas esemeény azonossaga sze(iaj =1 — P(
| valoszirisegét!
> (P(A)) =1—-P(AcQ

>

), ezért azonnal megkapjek A)

P(A) = = (1.10.6)

Ha felirjuk azA + B 0sszeg esemeény valosiségére az azonossagot, akkor abban csak a
| P(B) valoszitiség lesz az ismeretlen. Ezért az egyefilddifiejezve, megkapjul(B) ertéket!
> (0sszeg= P(A+B) =P(A) +P(B) —P(AB);
isolatg 6sszed?(B))




ecrone 3 2 1
Osszeg= - =5 + P(B)
P(B) :é (1.10.7)

Az isolateeljaras kifejezte, izolalta az egyeni@ta P(B) valtozot. Ezzel még nem kapott ertéket
aP(B) név. Alkalmazzuk aassign % eljarast ahhoz, hogy azsebekben kapott egyetség
| bal oldala vegye fel a jobb oldalon szetegiteket!
> assign %; P(B)
2

5 (1.10.8)

A P(A-B°) valosziriség kiszamitasahoz keresniink kell olyan azonossagbtben az
ismeretlen valosziiség mas ismert valésiiségekkel egyitt szerepel. Nem sokaig kell
keresgélni, mert alkalmazzuk a kovetkézmert halmaz azonossagot

A=A-Q=A-(B+B°) =A-B+AB°
Ebben a jobb oldalon szeréiét esemény egymast kizaté-B) N (A-B°) =@, mert az
A-B < B valamintA-B® = B®. Kolmogorov (A.3.3) axiémaja alapjan az 6sszegsaiiségét
ilyenkor tagonként vehetjilk. EzéttA) =P(AB) + P( AF) egyenletet kapjuk, melyben
_ismeretlen csak a keresBftA-B°) valdsziriiség!
> azonossag= P(A) =P(AB) + P(ABQ

azonossag= :1)) = i + P(ABQ (1.10.9
> isolatg azonossadP(ABQ )
_ 1
I P(ABQ =5 (1.10.10)
, et _1 _ 2 . oy _ 1
Tehat a keresett valésiségek rendrB(A) = 3 P(B) = 3 ésP(A-B°) = 15

[ Az alabbi Venn-diagram az egyes diszjunkt részédszariségeit mutatja. A valésziségekkel
| gy szamolhatunk, mintha a tartomanyok tertletaden

[ A teriiletekkel valé szamolas sorrendje itt elt@élla megoldasi Iépésditde a
végeredményeket az abrarol leolvashatjuk. irjula metszet% tertletét kozépre, amely adott.

Mivel A val6szinisége



1 . PR L S S
3" ezert a baloldal reszbg 412 kertl. MivelA+ B
e 3 L o3 1 1 5
valbszirisége az adott, ezért a jobboldali reszb4e 4 12 - 12 kerdl. Végul az
(A + B) union kivili negyedik tartomanyba az—l% :% kerdl

. . . . cecie o1 5 3+5_ 8 _2
A vélaszt az abra alapjan adhatjuk meg, rBenanszmsegereZ + 12 12 ~ 12 3
adadik. AzA-B° tartomanyt pedig fel kell ismerni, hogy az abraveholdali része. Ezért

valoszirisé ei
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2.11. EIméleti ellenord kérdések

kI Mit értiink egy A esemény gyakorisaga és relatakgyisaga alatt? Mondjon példat!
kW Milyen alapved tulajdonséagait tudja felsorolni a relativ gyakageknak?
KR Hogyan kozelitik a relativ gyakorisagokmesemeény elméleti valosziseget? Mondjon
éldat!
2l Milyen részekre oszthatOk a valosiagelmélet Kolmogorov-axiomai?
Mit értiink valdszifiségi me# alatt? Mondjon példakat!
¢ Milyen valoszitiségi me#t nevezink klasszikusnak? Mondjon példakat!
Milyen szaballyal kapjuk egy klasszikus valos$isiggi medben azA esemeény

valosziriségét? Mondjon példat!
Mit mond ki aP( A°) tagadéas vagy komplementer esemény kiszamitaszidl s
szabaly?
kR  Mit mond ki aP( A+ B) 6sszeg esemény kiszamitasarol szolé szabaly?
PR Mit mond ki aP( A-B) kilonbség esemény kiszamitasarol szol6 szabaly?
PRl Mit mond ki azA = B részesemények valostigégeinek dsszehasonlitasérol szolé
tétel!
Hogyan adhaté meg a geometriai- eloszlas valéséfyi me#je? Milyen kisérlettel
kapunk ilyen meit?
Hogyan adhaté meg edy> 0 paramétdr Poisson- eloszlas valésisegi mesje?
Milyen kisérlettel kapunk ilyen mé#?

2 Jellemezze afa, b] intervallumon folytonos egyenletes eloszlas vdlisegi medjét!
Mondjon példat!

s Adja meg af a, b] intervallumon folytonos egyenletes eloszlagiségfliiggvényét és
eloszlasfliggvényét! Milyen kapcsolat van a két fiéqy kdzott?
Jellemezze & > 0 paramétdr exponencidlis eloszlas valosisiégi mesjét! Mondjon
példat!
Adja meg & > 0 paramétdr exponenciélis eloszlagiiségfiiggvényét és
eloszlasfliggvényét! Milyen kapcsolat van a két iy kozott?
Milyen médon tudunk egy [0,1] intervallumon egyetels eloszlasbol &llitanid > 0

aramétdf exponencialis eloszlast?
¢ Milyen kapcsolat van egy folytonos eloszlésiségfliggvénye és az adatok relativ
akorisadgainak hisztogramja k6z6tt? Mondjon példat

_h Miért szilkséges a@ralgebra alkalmazasa a valos@égelméletben? Mondjon példat!

2.12. Gyakorl6 feladatok

2.12.1.feladd




Kérdezzuk meg didkjainkat, hogy aruljak el melydnhapban szilettek.

() Készitsuink az adatokbdl gyakorisag és relayakgrisag adatokat és abrazoljuk
ezeket!

(i) Adjuk meg aszubjektiv valésziniségi adatokoz az( QS P) valgsziriségi me#t!
N (iii) Levonhato-e valamilyerkdvetkeztetésaz adatok eloszlasara?

2.12.2. feladd

Szennyviz tisztitasi folyamatbdl kikeélinegtisztitott viz analizise soran a mikroszkopyasztalara
helyezett folyadékban léweszélyes sejtek szaméaizsgaljdk. Elvégeztek 100 figgetlen mérést egy
1mmx 1mm= 1mnf-es négyzet alaku teriileten talalhaté veszélyésksszamara. Az alabbi tablazat a
| 100 mérési eredméngbaz egyes karos sejtek szamanak gyakorisagaittjauta

Akarossejtekszama [0 | 1|2 | 3| 4| 5| 6 71819 10 | 11

El6fordulédsi gyakorisagd 1 | 3 | 8 (1417|1914 | 12 | 6 | 2 2 2

(i) Készitsuink az adatokbdl relativ gyakorisag akiat és abrazoljuk!

(i) Adjuk meg azempirikus valsziniségi adatokoz az(Q, S P) valosziriségi
mezt!
| (iii) Levonhat6-e valamilyen kévetkeztetés az alaimszlasara?

2.12.3. feladg

Véletlenszelken valasztunk egy szamot az egymast kiiet2, 3, 4,..., 1000 természetes szamok kozl.
(i) Mekkora a valészifsége, hogy a valasztott szarszthatdé harommar
(ii) Végezzink szimulacids kisérletet 200 véletiEms generalasaval és rajzoljuk fel a
relativ gyakorisagokat!
N (iii) Vessuk 0ssze a valostiseget és a relativ gyakorisdgok valtozasat!

2.12.4. feladd

Véletlenszeien valasztunk egy szamot az egymast kbyét 2, 3, 4,..., 100ptermészetes szam kozul.
(i) Mekkora a valészifisége, hogy a szam oszthéttel?
(i) Mekkora a valészitisége, hogy a szam oszthhommal is és ottel i8

B (iii) Mekkora a valoszitisége, hogy a szam osztheirommal vagy ottel?

2.12.5. feladd

Hany olyan valddi négyjediyszam (a nulla jegy nem lehet eldl) van, melyredngegyei kozott
(a) nincs paros szamjegy?
(b) legalabb egy paros szamjegy szerepel?
(c) Mekkora a valdszirsége, hogy az 6sszes szam kozul kivalasztva enye(d
tulajdonsaggal rendelkezik?
| (d) Készitslink szimulaciot a (c) feladatra!

| Adja meg a ket fliggetlen kocka dobas kisérlete’(r(é,ks P) valbszirtiségi meijét!
Kor alaku céltablara I6vésnél milyen sugart konglems kdroket valasszunk, hogy az esélyek az
| n=5tartomanyba esésnél egyformak legyenek? Adjaaﬂégérlet( QS P) esemény meiét!
Egy véletlen kisérlet eseménytede= {1, 2, 3, 4 és a megfelélvaldsziriségek
.+ -1 _1 _1
PL= 2,p2— 4,p3— 81P4— 8"
(a) Mutassa meg, hogy megadhato olyan kisérlesealyalyos pénzérme feldobasaval,

amely a fenti valoszirségi me#t eredményezi!

(b) Mutassa meg, hogy megadhato olyan kisérleuegy modell segitségével, amely a
fenti valoszitiségi medt eredményezi!

(c) Mutassa meg, hogy megadhaté olyan kisérleb@dsértyat tartalmazo pakli




| segitségével, amely a fenti valosiagi meét eredményezil
Egy Vvéletlen kisérlet abbdl all, hogy két golydtdkiunk egymas utan egy olyan urnabdél, amelyben 3
fekete és 4 piros golyé van.

(a) Adja meg a kisérl€2 esemeényterét!

(b) A kisérletet médositsuk ugy, hogy azetskivett golyot visszatesszik. Mi lesz
ekkor az eseménytér?

(c) Végezzen Maple szimulaciot(airos, piros) kimenetel relativ gyakorisagainak
felrajzolaséara az (a) modell esetén! A (b) modsditén!

(d) Mennyi lesz a valdsziisége a( piros piros) kimenetelnek az (a) modell esetén? A
| (b) modell eseten?

2.12.10. feladd

Tegyuk fel, hogy & (t) = 2-cos( 2n-t) feszlltség elektromos jelBl vesziink a idében véletlenszér
mintékat.
(a) Hatarozza meg\d, = {afesziltségozitiv} és av,={ afesziltségisebhmint(-2) }

esemenyek relativ gyakorisdgainak hosszutavu adeset
(c) Véltozik-e a valasz akkor, ha a mintavétedttidokdzonként vesszik?

2.12.11. feladd

Annak érdekében, hogy a véletlenszamok generalésayire véletlen, generdljunk 7 szamjédglefon
szamokat. Legyen a kisérlet kimenet¢ke 0, ha a telefonszam utolsé szamjegye péaros ésregy
X =1, ha az utols6 szadmjegy paratlan.
(a) Mit varunk el a kisérlet kimeneteldijtha a kapott sorozat valéban "véletlen"?
(b) Teszteljik a véletlenszeseget az elemi esemeények relativ gyakorisagainak
felrajzolasaval!
(c) Teszteljuk a véletlensZexéget az elemi eseményékképezett rendezett parok
| relativ gyakorisagainak felrajzolasaval!

2.12.12. feladd

Egy liftbe 2 utas szall be a foldszinten, akik bélyike ugyanolyan eséllyel szall ki az &lsmasodik,
harmadik vagy negyedik emeleten.

(i) Mekkora a valészifsége, hogy a két utas kulénbBdameleten szall ki?

(i) A fenti eseményre készitslink szimulacios pamgot a relativ gyakorisagok
felrajzolasaval!
| (iii) Hasonlitsuk 6ssze a relativ gyakorisagok phggasat és az elméleti valégm@éget!
2.12.13. felada
Bizonyitsa be, hogy HArészeseménye dzeseménynek C A, akkor

P(A—B) =P(A) —P(B)

2.12.14. feladd

Legyenek adottakR(A) = % P(A+B) = % ésP(AF°) = g valoszitiiségek.
| Hatarozzuk meg B(B) ésP( A-B)valosziriiségeket!

2.12.15. feladd

Legyenek adottakR(B) = % P(A+B) = % ésP( AC-B) = 1i8 valésziriségek.
| Hatarozzuk meg B(A) ésP(A-B) valészitiségeket!

2.12.16. feladd

Legyenek adottakR(A+ B) = % P(AB) = % ésP(B—A) = % valésziriségek.
| Hatarozzuk meg B(A) ésP(B) valészitiiségeket!

2.12.17. feladd

(a) Mennyi a valésziisége, hogy valamely, talalomra kivalasztott, aségpél rovidebb élekkel



rendelke?

téglalap atléja kisebb az egységnél?

(b) Mennyi a valészilisége, hogy valamely, taldlomra kivalasztott, aségpél rovidebb élekkel
rendelked

| téglatest testatloja kisebb az egysegnél?

2.12.18. feladd

Legyenmvégesen additiv halmazfuiggvénySalgebran ém(Q) véges. Mutassuk meg, hogy
az aldbbi allitAsok ekvivalensek
(i) mo-additiv (vagyis, h&c-algebra és(Q) =1, akkormvalésziriségi mérték)

(i) HaazA, = A, ; monoton noveky halmaz soroza- ben, akkom(nL:JlAh) = lim_m(A)

(i) Ha azA, . ; = A, monoton csOkkehhalmaz soroze$-ben, akkor
(0 A = dmm(A).
2.12.19. feladg

Legyen adott a2 eseménytéren ket valosiigegi mértékp, ésP,. Ha a tetsbleges 0 és 1
kozotti szam 0< A < 1, akkor mutassuk meg, hogy a

P(A) == A-P(A) + (1 —=1)-P,(A)
| keplettel ertelmezeR fliggveény kielégiti a valosziségi axioma Osszes kovetelményét.

2.12.20. feladd

Legyen az eseményt&=[0,1] intervallum és A[0,1] mérhed halmazra a valosziségi mérték
P(A) = J 1 dm Specidlisan teljesillR( [, b]) = (b — a). Tekintsiik a kévetkézhalmaz

A
sorozatot: )
A,=10, 1], A| © A,azA,halmaz kézegsharmadanak eltavolitasaval keletkezik. gy

1 2
A=(o5]u]5.1)
LegyenA, C A, azA, halmaz mindegyik intervalluma kézépsarmadanak eltavolitasaval
keletke® intervallumrendszer. Kénnyen lathaté, hogy
1 2 3 6 7 8 9
=[5 9|55 ])u ([0 5 Y |56 )

Hasonlé modon a4, intervallum rendszer minden részintervallumanakégd® harmadat
tavolitsuk el és igy kapjuk @g intervallumrendszert.
Folytassuk az konstrukciot @y, A,... halmazok képzésével!

(a) Szamoljuk ki @ ( Ay), P(A;), P(Ay) ésP(A;) mertekeket!

(b) Keressiink formulat B(Aj) mértékre!

(c) A Cantor-halmazt a& = ﬁoAn metszet definidlja. Keressik me§ @)
n=

| mértéket! Magyarazzuk meg a kapott eredmeényt!



