V 3.1. Valésziniiségek szamitasa kombinatorikus és szamitogép algebrai eszkozokkel

Valdsziriiségszamitas és statisztika ) Készilt a PTE PMMIK-n a
szamitogép algebrai tAmogatassal | TAMOP -4.1.2.A/1-11/1-2011-0098 tamogatésayal

Klincsik Mihaly

V 3.1.1 Bevezetés

A kombinatorika a véges halmazok elemeingkbarendezégvel,csoportositagval,
elemekkivalasztasaval és ezek leszamlalasi modszereivel, szemlséetd foglakozo
matematikai tudomanyéag. A felsoroltimeletek hasznos égielemei aalkalmazott
tudomanyoknak ugy, mint az informatikanak, a fizikanak, a kémak, a genetikanak és az
orvos tudomanynak. Alabbiakban attekintjik a korabonikaalapproblémait, amelyek
megoldasi logikaja és adatstruktthéepihek bonyolultabb feladatok megoldasaiba. A
probléma mindig az, hogyan lehet a bonyolultabéd@iok megoldasait egys#ibbekre
visszavezetni. A vizsgélapesetekegymassal is 6sszefliggenek és a felosztasok igakad
gyakorlati alkalmazhat6saghoz.
A megoldasok egyik kdzponti fogalmaewvékenységA tevékenységeket célsienfelbontjuk
olyan résztevékenységekre, amelyégrehajtasi szant konnyebben meg lehet szamolni.
Alkalmazzuk azdsszeadas szabalyt, a szorzas szalvdlggy kizaras és beszamitaslvét. Ket
halmaz elemeinek egymashoz rendelésekor vizsgaljikbszorés hozzarendeléskatulya-
elvvagy az altalanositott skatulya-elv segitségével.
A szamitasok és a tevékenységek szemléltetééixok , tAblazatok megadasaval és/vagy
grafok felrajzolaséaval segitjuk.
Foglalkozunk aalapfeladatok bemutatasaval és ezek alkalmazasi feltételeivel mint a
permutaciéegy halmaz 6sszes eleni€képezheat sorrendek megszamolasara;
variacio egy halmaz néhany eleniglxépezheat sorrendek megszamolasara;
kombinacidegy halmaz néhany elemének kivalasztasara, haag&rtas sorrendje nem
szamit.
Mindegyik alapfeladathoz tartozik eggmétliés nélkilieset és eggmétiéseeset. Azért, hogy a
szamitasok eredmeényeit tomoérebb formaban irhabswiezetiink olyan jeléléseket, mint az n!
n
k
Sok neves magyar matematikus alkotott maradankidtrédbinatorika teriletén. Elég, ha
megemlitjik a teljesség igénye nélkil &dPal, Rényi Alfréd, Turan Pal, Lovasz Laszl6 és
| Szemeredi Endre nevét.

faktorialis vagy az( ) binomialis egyutthato.

| Célunk az alabbi fogalmak, osszefiiggések és eljarasok megismerése, megértése

Tevékenységek végrehajtasanak
megszamolasa 0sszeadas szabaly,
szorzas-szabaly

Faktorialis, binomialis egyutthatd, binomialis-
tétel, Pascal-haromszdg

A leszamlalas kombinatorikai alapelvei:

kizaras és beszamitas elve, galambduc Mintavétel visszatevés nélkilipergeometrikus
vagy skatulya elv, altalanositott eloszlas

galambduc elv

Sorrendek megszamolasa dsszes elemr(m

R S o intavétel visszatevéssdinomialis eloszlas
permutacio, ismétléses permutacio




Sorrendek megszamolasa néhany elemMaplecombinat csomag eljarasainak
variacio, ismétléses variacio alkalmazasgpermute choose

Elemek kivalasztasa, ha a sorrend nem
szamitkombinacid, ismétléses
kombinéaci6

Fa graf rajzolasa Mapl@raphTheory csomag
eljarasaivalGraph DrawGraph

A Maplesum( g i,i=1.n) szimbolikus Maple halmaz riveletei:intersectmetszet,
O0sszeadasanak alkalmazasa union=egyesités

3.1.2. Tevékenységek 6sszeadas - szabalya és alkabma
A kombinatorika szamlalasi alapelvei kozéitt 6sszeadas szabalgz egyidejlegnem

| hogy 6sszeadjuka résztevekenységek szamat.

3.1.2.1. TEVEKENYSEGEK OSSZEADAS SZABALYA
Ha egyT tevékenység felbonthaté AZsB két résztevékenységre ugy, hogy
(i) azA tevékenység végrehajtasara) lehetiségink van,
(ii) a B tevékenység végrehajtasard) lehetiségink van,
(i) az A ésB tevékenységekegyidejileg nem tudjuk végrehajtani:
AANB=@,
akkor aT = A vagy B tevékenység/égrehajtasama(A vV B) =n(A) + n(B) lehetségiink van.

| ezzel azt, hogy a két tevékenységet a kizaré lodgikagy"miivelet koti 6ssze.

3.1.2.2. PELDA. Osszeadéas szabaly alkalmazasa

Egy mérnok szakos képzésen dhappalis hallgato és 26 feveleds hallgato vesz részt.
Mindkét képzésben nem részesilhet egy hallgat@akesten dsszekeveredtek a hallgatok.
Hanyféleképpen tudunk kivalasztani kozudgy hallgatétfiiggetlentl attdl, hogy nappali vag

levele®d képzésben vesz részt?

_Megoldés
| Definialjuk azA ésB tevékenységet!

A tevékenység:
kivalasztunk 14t a 40 nappalis hallgatok kozd (-

B tevékenység:
kivalasztunk 14t a 20 leveleds hallgatok
kozul

(el

A 40 f6 nappali hallgat6 kozil egyet kivalasztani 40—félgben lehet, aza® A) =40. A 20 6
leveled hallgat6 kdzil egyet kivalasztani 20—féleképpédreteazan(B) =20. AzA ésB
tevékenységeket egyszerre nem tudjuk végrehaitart, nincs olyan hallgatd, aki mindkét
képzésben resztvesz.
| lgy 6sszesen(A) +n(B) =40+ 20 =60 - félekeppen valaszthatunk kit & teljes szakrols

| A kdvetked példa kevésbé trividlis az 6sszeadas-szabalynadiz#sara.

3.1.2.3. PELDA. LEPC®N LEPKEDES ES UGRALAS
Egyn (>1) Iépcsfokbal allo Iépcén ugy tudunk felmenni, hogy egyszerre vagy 1

végrehajthatd résztevékenységek teljes végrehajtasi szamangkzamnolasara hasznaljuk agy,

_Hasznéljuk aA V Blogikai VAGY miveletet a tevékenységek egylittes végrehajtasdeavée

y



lépcsfokot Iéplink vagy 2 lépésokot ugrunk. Hany kildonbd@&maddon mehetlnk fel a
foldszinti6l azn = 6 lépc$fokbdl allo 1épcén az el emeletre?

1. emelet

6.

féldszint 1

MEGOLDAS
Jelodljex, ak-adik lépcéfokra valokilonbozé feljutasok szamat!

Az x, =1, mert egyet lépve tudunk feljutni azélépcgifokra.
Az x, =2, mert feljuthatunk Ggy a masodik lépfskra, hogy egyszerre 2 léditekot ugrunk

| vagy kétszer lépiink 1 lépifekot.

Vizsgaljuk ak-adik (>2) Iépcéfokra valo feljutasi lehéségek szaméat. Kérdés, milyen médon
juthatunk fel &-dik Iépcsfokra? Keressuink dsszefliggést az alacsonyabbiiégogrol vald
| feljutasi leheiségek szamaval!

A tevékenység: B tevékenység:
utoljara 1 Iépcsfokot léptlink utoljara 2 lépcsfokot ugrottunk

[ Az A tevékenység végrehajtasa esetéha 1) - ik IépcHfokrdl jutottunk fel &k — adikra a
végén egy lépcdokot lépve, igyn(A) =X, _ ;.
A B tevékenység végrehajtdsa eseték a 2) - ik 1épcHfokrdl jutottunk fel &k — adikra a végeén
ket lepcséfokot ugorva, igy(B) =x _ .
Az A ésB tevékenységet egyszerre nem tudjuk végrehajtacgads gy juthatunk fel le- adik
Iépcsifokra, ha utoljara vagy 1 lépifekot [éplnk vagy 2 lIépésokot ugrunk. Mas lehéség
| nincs.

A k-adik Iépcéfokra vald kuldnboé feljutasok szamat megkapjuk, ha a két diszjuektifasok
szaméat 6sszegezzik

X=n(AVB)=n(A) +n(B)=x_,+%_, (k=3,4,5,6.

Ezzel a rekurziv 6sszefliggéssel értelmezett smbE#tonacci-félesorozanak nevezzik.
| Nézzilk az els 6 elemét!

=1 | %=2 | x,=14+2=3 | x,=2+3=5 | x=3+5=8 | x=5+8=13

[Tehat a 6 —ik Iépegokra 13 kiilonbdg médon juthatunk fels

> restart:
> szintl:= [1,2]:
Az alabbiMaple > for lepcsdrom 2to 6do

kovetkezo= NULL : elozo:= szinf|(lepcso—1) :



program egy binarig
fa gréfot rajzol a

lépési tevekenységek

bemutataséara. A
csucspontokbol az
élek aszerint
agaznak el, hogy
egyet léptnk(bal
oldali &g) vagy
kettét ugrunk (jobb
oldali &g). A graf
csucspontjaiban lév
szamok, azt jelzik,
hogy hanyadik
|épcsire jutottunk fel
és zarojelben a
feljutasok kozul ez
hanyadik! Mivel
csak a hatodik
szintre kell feljutni,
ezért a fa foloslegeq
éleit kihagytuk.
Lathato, hogy a
grafnak 13 darab
hatos levele van és
zarOjelben lathatok
sorszadmok. Mivel
minden fa graf
gyokeréél valamely
levéligegyértelmi
atvonalon
mehetlnk, ezért
nemcsak a
kulonbod feljutasok
szamat mutatja a
graf, hanem magat
|épés és ugras
kombinaciokat is!

Példaul a "6(10)"
jelit csucspontba az
1-2—-4—-5-6
lépés és ugras
kombinaciokkal
juthatunk el, mert az
utvonal ezt mutatja.
Tehat felléplnk az ]
lépcsfokra, majd a
4-ikre, az 5-ikre és
végul a 6-ikra.

for kfrom 1to nopg elozg do
kovetkeze= kovetkezeelozd K + 1,elozd K+ 2:

enddo:
szint|| lepcso:= [kovetkezd:

enddo:

> for kfrom 1to 12do

s:= [sed1,r=1.12]:

for i from 1to6do
csucsol|i == NULL:
for mfrom 1to 2 do

szam:= (szint|i) [m]
h:= s[ szan) :
if szam< 6then sor := cat( szam"(", convert hstring),")")
elsesor := " " endif:
csucsol i == csucsol i, sor:
s[ szan) := s[ szam + 1:
enddo:
csucsol i == [csucsoKi]:
enddo:
enddo:

> elekl:= [lépcs, csucsokill]], [1épcss, csucsokfl2] ] :
> for ifrom 2to 6do
elek|i :== NULL:
for kfrom 1to nopg csucsol] (i — 1)) do
if (csucsol| (i —1))[k] # " "and(csucsolfi)[2-k—1] +#
thenelek|i := elek|i,[ (csucsol (i —1))[k], (csucsoli)[
— 1] ] endif:
if (csucsol (i —1))[k] = " "and (csucsoli)[2-k] # " "thenelek
|li :== elek]i,[ (csucsol (i —1))[k], (csucsoli)[2-k]]end

per)

2-k

enddo:
enddo:
> with(GraphTheory :
> Fa = Graph( undirected{ elek] elek2 elek3 elek4 elek5
elek6}) :
> DrawGraph Fa style: tree rootzlépcsi’, showlabels=true)

) Y@ @611)

@(11)6(12)
6(13)




Altalanositas
Az 0sszeadas szabdlyt altalanositsuk az A és Bketevekenység helyett tetkges szadmu
[ 6sszeadando résztevékenységre!

V¥ 3.1.3. Tevékenységek szorzas - szabalya és alkalésaz

(A kombinatorikeszamlalasialapelvei kozotha szorzas szabalyaz egymasutan végrehajtott
résztevékenységelgylttes végrehajtasi szaanak meghatarozasara hasznaljuk Ggy, hogy az
| egyes résztevékenységek szatsdizeszorozzuk

3.1.3.1. TEVEKENYSEGEK SZORZAS SZABALYA
Ha egyT tevékenység felbonthaté AZsB két résztevékenységre ugy, hogy

(i) az A tevékenység végrehajtasara n(A)-feletiedegink van;

(i) miutan az A tevékenységet végrehajtottuk, éawd B tevékenység
végrehajtasara minden esetben n(B) l&eglnk van,
akkor aT = A ésB tevékenysegeggyuttes végrehajtadra 6sszesam AA B) =n(A) -n(B)
lehetiséglink van.

_Hasznéljuk & = A A Blogikai ES miiveletet, jelezve ezzel azt, hogy a két tevékenysége
| logikai "és" miivelet koti 6ssze.

3.1.3.2. PELDA. Szorzés szabaly alkalmazéasa

Egy mérnok szakon 4@ happalis és 2®fleveleds képzésben részesiallgato végzett. EQ)
hallgat6 csak egyfajta diplomat kaphatott. Egyailatl a feladatainak megoldasahoz kexps
nappalin végzett és egy levelém végzettmérndkot! Hanyféleképpen tudja ezt megtenni a
most végzettek kozul valogatva?

_Megoldés
Ellentétben a 3.1.2.1. példaval most nem 1 haltgati@sztunk ki, hanem kétt A két
| tevékenység viszont nem valtozott.

A tevékenység B tevékenység
kivalasztunk 1 6t a nappalin végzettek koz(l kivalasztunk 14t a levele#n végzettek kozll

Most azA ésB tevékenységeket elvegezhetjik egyszerre is és&gyan is!
Az n(A)=40ésn(B) =20 mostis. Vegyilinkdgly koordinatarendszert a sikon és a nappalin
veégzett hallgatok sorszamait tintessik fel a sikantes tengelyén és a levélexégzett
hallgatok sorszamait a fuglgges tengelyen! Készitsuk el a rAcshaldzatot endhthato
| modon!
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Ha a 40 nappalis koztl kivalasztottunk egyet, akiarza barmelyik levelén végzettet
valaszthatjuk. A (k, m) koordinat4ju racsponttépzik azt a kivalasztast, hogy a nappalin
végzettek kozil a k-adikat, mig a levéleazégzettek kozul az m-ediktfvalasztottuk ki az adott
munkara.
Példaul a 3-ik oszlopban 1&20 elem:

(3,1), (3,2), (3,3), (3,4), ...,, (3,198,20)
azt jel6li, hogy a harmas sorszamu nappalin végedigatot parosithatjuk rendre a 20
kilénb6d leveledn végzett hallgatéval.
Az n(B)=20 sorbdl és n(A)=40 oszlopbdl all6 tégpkdakl racshal6zat elemeinek szama
20-40=800.
A lehethségek szama az AXBescartes-féle szorzatlemeinek szamaval egyezik meg, azaz

|AxB|=|A]-|B|=40 - 20 = 800.

| Ezért a kivalasztast 800 kulongomodon tehetjik meg. &

A megoldéas soran a szorzas-szabaly szemléltetéiga@temazni tudtuk a halmazok Descartes-
szorzatat. Vannak azonban olyan esetek, amikorédasztas nem ugyanazokbol az elenéékb
all! Ezért ilyenkor aevékenyseg megfeled eszkdz a megszamlalas leirasarafasgaafot
| hasznaljuk a szemléltetéshez! Lasd a 3.1.6.2. gagidmal

V¥ 3.1.4. Beszamitas és kizarasi- elv avagy a logilszita- formula.

Ha egy feladat ugy bonthaté #&EsB két résztevékenységre, hogyraeésB tevékenységek nem
zarjak ki egymast, mint azt feltételeztik az 6sdaseelvben, akkor az 6sszeadasi elv nem vezet
helyes eredményre &z+ B tevékenység végrehajtasi szamanak meghatarozélgara!
esetekben alkalmazzuk a ,beszamitas és kizaraét. éuvételt altalanositani lehet tefteges
szamu 0sszeadando résztevékenységre és a 2.méafeeiormulaval analdg szita formulat

| kapjuk.

3.1.4.1. BESZAMITAS ES KIZARAS ELVE avagy a SZITA-FORMULA KETT O




HALMAZRA
Ha azA tevékenység végrehajtasaiad) ésaB tevékenység végrehajtasard) lehetiségink
van, akkor a2A vagy B végrehajtasi lehéségeinek szama
Nn(A+B) =n(A) +n(B) —n(A-B),
aholn(A+ B) jeldli azA vagyB tevékenység végrehajtasi lebsftgeinek szamat és
n(A-B) jeloli azA ésB egyideji végrehajtasi leh8ségeinek szamat.

Bizonyitas.

Az n(A) szamitasanal beszamitottuk azokat az esetainelyeket az A és B egyide;j
végrehajtasakor hajtunk végre. Hasonléan n(B) #a&amal beszamitottuk azokat az eseteket,
amelyeket az A és B egyideyégrehajtdsakor hajtunk végre. Igy az n(A)+n(Byzégben

kétszer szamoltuk meg azokat az eseteket, ametyBkea B tevékenységek egyitej
végrehajtasakor keletkézredmények. Ezért az 6sszélgbgyszer le kell vonni — vagyis ki kell
zarni — az n(A-B) k6zds elemeket!

Az abran a? tevékenység vegrehajtasi szamat betettikls@mazbaB tevekenységét &
halmazba és a k6zds végrehajtash@zB halmazba. Ekkor a feladat halmazok elemszamairol
| sZ0l.

3.1.4.2. PELDA. BITSOROZATOK SZAMA

Hany darab olyan 5 hosszlUsagu csupa 0 —bol &8 did bitsorozatot tudunk képezni,
amelyekre &ezdé bit 0 vagy aatolsoé bit 1 legyen? (Beleértjik a vagy kapcsolatba azokat a
lehetiségeket is, amikor O-val keddik, de nem végaik 1-re; 1-re végadik, de nem kezttik
0-val, tovabba 0-val ke#dik és 1-re is véduik a bitsorozat!)

[MEGOLDAS
JeldljeA azt a tevékenységet, hogy az 5 bit Kelzdlyére 0-at irunk

A ={azelss bit helyén0 all } O

JeldljeB azt a tevékenységet, hogy az 5 bit utolsé helyéeirunk

B ={azutolsoébit helyénl all } 1

Az A és B tevékenységet egyszerre hajthatjuk vé&ieor olyan 5 hosszusagu bitsorozatokat
kapunk, amelyek 0-val keédnek és 1-re védgenek! Teha és Bnem egymast kizaro
tevékenységek!




0 1

_Vegyl'jk észre, hogy az 6sszeadasi szabaly nem akbhhto. Helyette az altalanosabb
| beszamitas és kizéras elvét kell hasznalni.

Az A tevékenységeégrehajtasi lehéségei
n(A) szamanak kiszamitasahoz, hasznaljul a
szorzas szabalyt: jelolps, A, A, ésA; azt a 0
résztevekenyséegehogy kitoltjik rendre a 2.

3., 4. és 5. (balrdl jobbra sorszamozva) szapad
helyeket O-val vagy 1-gyel.

[ Mivel N(A) =n(A;) =n(Ay) =n(A;) =2 és ezek a kitoltési lelistegek egymastol
flggetlenek, ezért a szorzas-szabaly alapjan

N(A) =n(Ay) n(Ay)n(A)-n(A)=22:22=2=16
kulonbo® 0-val kezéds 5 hosszusagu bitsorozat van. Ezek kdzott termésaetvannak
| olyanok, amelyek 1-re vé§dnek. Felsoroljuk az 6sszes ilyen esetet

[o[ofofo]1][ofofo]1[1][o]of1]o]1][ofo]1[1]1][o]1][o]of1]
[o[Tof1]4] [o[1]]of] [of+[a]]x] [1[e[o]of1][1]ofo[]1]
[1[of1]off [4fof ][]} [1]1]ofo[a][a][1]of1]][1]1][1]o[1]

A B tevékenységégrehajtasi lehésegei
n(B) szamanak meghatarozasara hasznaljyk a
szorzas szabalyt: jelolf®, B,, B; esB, azt az 1
eseményt, hogy kitoltjuk valahogyan az 1., P
3. és 4. (balrdl jobbra sorszamozva) szabac
helyeket O-val vagy 1-gyel.

[ Mivel n(B;) =n(B,) =n(B;) =n(B,) =2 és ezek a kitoltési lelstegek egymastol
flggetlenek, ezért a szorzas-szabaly alapjan

n(B) =n(B,)-n(By)-n(B,)-n(B;) =2-2-2-2=Z=16.
kulénbo® 1-re végads 5 hosszusagu bitsorozat van. Ezek kdzoétt termeszetvannak
olyanok, amelyek 0-val keddnek. Felsoroljuk az 6sszes ilyen esetet:

o] ofofof1] [efofof1]1] [efo[1]o[1] [efo[1]1]1] [o]1]ofo[1]
[of 1] ] ] [o] 1] o[ ] [o[1[[4]1] [*]o]o[o]1] [+]o]o] 1]
L1 [of o] [1]of1]a]4] [1]1]of o] [1]1]of1][4] [+][1]1]o[4]

KIEIEIEIE

Az (A ésB) =C tevékenységégrehaijtasi
lehetiségen(A-B) szamanak kiszamitasah
hasznaljuk @zorzas szabaly jeldlje C,, C; és




C, azt arésztevekenysegf, hogy kitoltjuk O 1

valahogyan rendre a 2., 3. és 4. (balrél jobbra
sorszamozva) szabad helyeket 0-val vagy 1-

gyel.
[ Mivel n( Cz) =n( C3) =n( C4) =2 és ezek a kitoltési leltsegek egymastdl fliggetlenek, ezért
N(AB) =n(G,)-n(C;)-n(C,) =2-22=2"=8

Tehat kilonb6& 0-val kezddo és 1-re vedgad 5 hosszusagu bitsorozat 8 db van. Felsoroljuk
az 0sszes esetet.

0|0|0(Of1||Of(O|O|1|1]|O|O|1|O0|1]|O0|O|1|1(1

O|1|10(Of(1||[O[1{O|1|1]|O|1|1|O0|1]|O|1|1|1[1

[ Az alabbi abra az egyes tartomanyokhoz tartozd bdsiszi sorozatok szamat mutatja. Ne
tévesszen meg senkit, hogy az A halmaz is 16ieksra B halmaz is. Ezek nemAax Biilletve
B \ A halmazok elem szamai!

Alkalmazzuk a ,beszamitas és kizaras” elveét azass8zval kezédo vagy 1-re végads 5
hosszusagu bitsorozat szamanak meghatarozasglga keresett szam
L n(A+B)=n(A) +n(B) —n(AB)=16+16—-8=24

Tehat 6sszesen 24 olyan 5 hosszu bit sorozat waglyek O bittel kezéldnek vagy 1 bittel
| vegZdnek.
Az alabbi bal oldali tAblazatban szerepelnek agisadtn(A) =16,n(B) =16 én(A-B) =8
szamok. Ezeket kiegészitettikAmtagadasésB tagadastevékenységek Ures sor és lres
| oszlopaval, valamint az 6sszes 5 hosszu bit s@h 2Rt 32 szamaval.

B nem B| 0sszeg B nem B 0sszeg
A 8 16 A ©8 8 ®©16
nem A nem A 8 8 16

osszeg | 16 25 32 0sszeg| @16 16 25_32




A baloldali tAblazatban csak a sarokbarblezamok adottak. Ezek segitségével kiszamoltuk a

tablazat bels szdmait és beirtuk a jobb oldali tablazatba! Abﬂotdall tablazatban megjeloltik
@ jellel azt a két szamot, amelyeket be kell szam#@ao jellel azt, amelyet ki kell vonni az

| n(A+ B) =32 szamitasanal!

3.1.4.3. PELDA. OSZTHATOSAGI FELTETELEK
LegyenS= {1, 2, 3,..., 999, 100Paz 1000—-nél nem nagyobb pozitiv egészek halmaza.
Hatarozzuk meg hany olyan szam varsémlmazban, amelyekem osztdk &3, 5 és 7
egyikével sem!
A szamolast egyreszt végezzik az altalanositstdmeitas-kizaras elv alapjan!

| Masrészt irjuniMaple program kédot a részhalmaz elemeinek megszamolaséra!

Megoldas
Jeldlje
H={n € S| nnemoszthaté 3, 5és7 egyikéveken}
| a keresett halmazt és legyen

A={n € S| noszthatd3 B={n € S| noszthat® —tel | C={n € S| n oszthatd7 — tel
— mal} } }

[ rendre a 3-mal, 5-tel és 7-tel oszthat6 szamok dmdimamelyek a2 halmazbdl valok.
Szamoljuk ki az oszthatésagi halmazok szamossagaeszrész fliggvennyel

A= [1000 —[333.3]:333,|B|=[1%00]—[200] 200,/C = M =[142.§=142.

Mlvel a 3, 5 és 7 primek, ezértehalmaz egyeidlaz A, B és C halmazok komplementereinek
metszetével
H=A"NB"NC"
A keresetH halmazt @lallitjuk aMaple beépitett halmaz miiveleteivel:minus=kulonbség,
| intersectmetszet.

> restart:

A:= {sed3-k k=1..333}:

B:= {seq5-k, k=1..200}:

C:== {seq7-kk=1.142}
> S:= {seq kk=1..1000}:

Ac:= SminusA:Bc:= SminusB: Cc:= SminusC:
> H := AcintersectBcintersectCc,

|'H'=nopg H)
H:={1,2,4,8, 11,13, 16, 17, 19, 22, 23, 26, 29, 31, 32, 34, 3748843, 44, 46, 47,

52,53, 58, 59, 61, 62, 64, 67,68, 71, 73, 74, 76, 79, 82, 8B&H9, 92, 94, 97,
101, 103, 104, 106, 107, 109, 113, 116, 118, 121, 122, 124,128/ 131, 134,
136, 137, 139, 142, 143, 146, 148, 149, 151, 152, 157, 158,118 166, 167,
169, 172,173, 176, 178, 179, 181, 184, 187, 188, 191, 193,14 199, 202,
206, 208, 209, 211, 212, 214, 218, 221, 223, 226, 227, 229,283, 236, 239,
241, 242, 244, 247, 248, 251, 253, 254, 256, 257, 262, 263,2858 271, 272,
274,277, 278, 281, 283, 284, 286, 289, 292, 293, 296, 298,309 304, 307,
311, 313, 314, 316, 317, 319, 323, 326, 328, 331, 332, 334,338( 341, 344,
346, 347, 349, 352, 353, 356, 358, 359, 361, 362, 367, 368,3743 376, 377,
379, 382, 383, 386, 388, 389, 391, 394, 397, 398, 401, 403,444 409, 412,
416, 418, 419, 421, 422, 424, 428, 431, 433, 436, 437, 439,444 446, 449,




451, 452, 454, 457, 458, 461, 463, 464, 466, 467, 472, 473 A8 481, 482,
484, 487, 488, 491, 493, 494, 496, 499, 502, 503, 506, 508,519 514, 517,
521, 523, 524, 526, 527, 529, 533, 536, 538, 541, 542, 544,58 551, 554,
556, 557, 559, 562, 563, 566, 568, 569, 571, 572, 577, 578,588 586, 587,
589, 592, 593, 596, 598, 599, 601, 604, 607, 608, 611, 613,614 619, 622,
626, 628, 629, 631, 632, 634, 638, 641, 643, 646, 647, 649,68R, 656, 659,
661, 662, 664, 667, 668, 671, 673, 674, 676, 677, 682, 683,658 691, 692,
694, 697, 698, 701, 703, 704, 706, 709, 712, 713, 716, 718,729 724, 727,
731, 733, 734, 736, 737, 739, 743, 746, 748, 751, 752, 754,788 761, 764,
766, 767, 769, 772, 773, 776, 778, 779, 781, 782, 787, 788,708 796, 797,
799, 802, 803, 806, 808, 809, 811, 814, 817, 818, 821, 823,827 829, 832,
836, 838, 839, 841, 842, 844, 848, 851, 853, 856, 857, 859,58, 866, 869,
871, 872, 874, 877, 878, 881, 883, 884, 886, 887, 892, 893,888 901, 902,
904, 907, 908, 911, 913, 914, 916, 919, 922, 923, 926, 928 9E29 934, 937,
941, 943, 944, 946, 947, 949, 953, 956, 958, 961, 962, 964 9EH 971, 974,
976, 977, 979, 982, 983, 986, 988, 989, 991, 992, 997} 998
|H| =457 (1.4.1)

A Maple halmaz utasitasait hasznatwegkaptuk aH halmaz elemeit. igy lathatjuk, hogy nincs
benne se 3-mal, se 5-tel, se 7-tel oszthaté szamopg H) megszamoltahogy aH halmaznak
| 457 eleme van.
| Kérdes: Hogyan kapjuk meg a 457 elenkéizi szamolasal?
Véalasz: A H komplementer halmazat a DeMorgan azonossag alap@mnoljuk ki

H°=AU BU C.

A

A beszamitas és kizaraslvet alkalmazzuk a& ésBU C halmazokra
(BK) |JAU (BU C)| =|Al +|BU C|-|AN (BU C)|.
A kapott mésodik tagra alkalmazzuk Gjbddeszamitas-kizaraselvét
*) IBUC| =Bl +|C|-|BN CI.




Hasznaljuk a disztributiv szabélyt a (BK) képletrhadik tagjara

) AN (BU C)=(ANB)U (AN C).

Igy Ujbdl alkalmazni tudjuk aeszamitas-kizaraelvét az unidéra

(%) (AN B)U (AN C)| =|AN B +|]AN C|-|AN BN C].

A (*) és (**) képleteket behelyettesitve a (BK) fouldba kapjuk az alabbi képletet
i |H9=|A +1|B| +|C| —|JAN B —|]AN C| —|BU C| + |AN BN C|.

A metszet halmazok elemeit szamoljuk ki azéékkel analog médon

_ [ 100017 _ _ _ [ 100017 _ _ _ [ 1000 _
AN |3|_[—3_5 ]—[66.6]—66,|Aﬂ C|—[—3.7 ]—[47.6]—47,|Bﬂ c=|57 ] [28.5]
=28.
A harom halmaz metszetére
_ [ 1000 | _ _
anBnCl=| 20 |=195)=0.

igy az altalanositott beszamitas és kizaras ajvjénh
| |H9 = (333+ 200+ 142) — (66 + 47 + 28) + 9 =543.

Ahonnan

IH| =|S\ HY =1000— 543 = 457.

Ezzel megkaptuk a Maple éaltal szamolt halmaz elémsz.
Tehét 6sszesen 457 olyan szam van 1 és 1000 kaamttyek nem oszthatok a 3, 5 és 7
| egyikeével sems
Tobb halmaz uniojanak szamossaga kiszamolhat@nieri a halmazok szamossaganak
0sszege, az 6sszes ketmetszet szamossagainak 0sszege, az 6sszes hétaast
| szamossagainak dsszege,...sth. és végil az 6 sdrer metszetének szamossaga.

3.1.4.4. Altalanos logikai szita formula
TETEL
LegyenekA,, A,,...,A véges halmazok. Ekkor &= A,U A,U...U A egyesités halmaz

elemszamara teljesil az
n

A =SY - 450 - (-1)" g :kZl( ~1)ktign

formula, ahol
n

=2

1<i <.<i <n
1 k

AH""AJ

a kulonbos k-tényeds metszetek szamossagainak dsszege.

BIZONYITAS
Teljes indukci6val bizonyitunk. Ha= 2, akkor igazolnunk kell, hog, U Aj| =S — S,
ahol
2) _ fe d2) _
S =|A] +|A] ésS7 = |AA.

Az allitas ekkor megegyezik a 3.1.4.1. kizarasaszémitas elvével. Tegyuk fel, hogy az allitas
igaz n-re.
Meg kell mutatni, hogyn + 1) —re is igaz. Zarojelezzik az dsszeget két tagu anior

|(A1U AU.UA)U A= |A1U AU..U A 1A 14| —|(A1U AULUANNA L 1
Hasznaljuk, hogy a halmazok unidja a metszetreenéizztributiv (vagy széttagolhatd)

(AAUAUUANNA, S(ANA L) U (ANA )ULU(ANA, ).

A jobb oldaln-tagu unid, melyre alkalmazzuk az indukcios feltéves




n

A eh

1 |

(AN A 1)U (ANA, L )U.U (Ajnpml)h;(_l)lﬂ
'Ah+1’

1<j <.<j <n
1 I

Ugyancsak alkalmazhatjuk az indukcios feltévéerA@l?J AU..U Ah| uniora. igy kapjuk a

bizonyitand¢ allitast
AUAU.UAUA, =
n n

n
D i N T

=1 1§jl<...<j|gnﬁl.m.pjl.pﬁwl‘_
n+1
_qn+1 _%n—kl) +%n+1) I (_1)n+2$1n++11) - Z (_1)k+1q<n+1) . Qeds
k=1

3.1.4.5. Szita formula tagadas alakja
TETEL
Legyenek a&,, A,,..., A, véges halmazok részhalmazaiEazalmaznak. Ekkor az unié

komplementerének szamossagara teljestil az

n
AUAU.UA|=E—5" +8" -0 +.+ (-1 =[5 + D, (- )"
k=1

formula, ahol a komplementert Bhalmazra vesszik és

o= > A=y

1<i <.<i <n
1 k

a kilonbos k-tényeds metszetek szamosségainak dsszege.

[BIZONYITAS
Az allitas kovetkezik a|zA1U AU..U Ah| =|E| —|A,U AU...U A | szamossagokra vonatkozé
_[azonossagbdl és a 3.1.4.4. altalanos szita-forraulldD.e.d ¢

3.1.5. Galambduc-elv avagy skatulya-elv. Altalanositt skatulya-elv.

[ A leszamlalas kombinatorikai alapelvei kozott atske elv vagy mas néven galambduc elv
| objektumok és tarol6 helyek egymashoz rendeléséveplalkozik.

3.1.5.1. GALAMBDUC-ELV
Ha van(n + 1) galamb és csakdarab galambduc, akkor kell hogy legyen olyanméaldc,
amelyikben legalabb 2 galamb lesz, ha minden galsenépult a galambduic valamelyikébe.

Az elv a fenti jelentés tartalommal az angolszésadalombdl szarmazik. A magyar valtozat az
| alabbi.

SKATULYA-ELV

Ha van(n + 1) szl gyufa és csakdarab gyufasdoboz, akkor kell hogy legyen olyan
gyufasdoboz, amelyikben legalabb 2 szal gyufa lesznindegyik gyufaszalat betettiik
valamelyik gyufasdobozba.




regocaguuar= | B A 12 A 2
Ve <222

BIZONYITAS
Indirekt Uton, tegyuk fel, hogy a feltétel teljesinégis az allitassal szemben nincs olyan
gyufasdoboz, amelyikben legalabb 2 gyufaszal leBaezt jelenti, hogy mindegyik
gyufasdobozban maximum 1 szal gyufa lehet. De eikezesen maximumdb gyufa van an
dobozban. Ez ellentmond annak a feltételnek, hogy maz (n + 1) szal gyufat betettiik

| valamelyik dobozba! .

3.1.5.2. PELDA

Van-e legalabb két olyan hallgaté az egyetemi kamgiik monogramja megegyezikA
monogramot a vezetéknév és a keresztnévdaediébol kepezett két bétalkotja. Figyelmen
kival hagyjuk a ketinél tobb névvel rendelkék tovabbi kezdbetiit!

[ MEGOLDAS

JeloljeA azt atevékenyseégt, hogy a
monogram el§ helyére beirjuk asalad név
kezdé betiijét.

Tevékenyseég
A = {csaladnévkezd betije}

JeldljeB azt atevékenységt, hogy a Tevékenység
monogram masodik helyére beirjuk a _ . A
keresztnév kezd betiijét. B = {kereszinekezd betije}

Csaladnév Keresztnév
kezdbbetlje kezdbbetlje

Példaul Kovacs Janos riekallgatora aA tevékenyseg eredményekd' 'beti és B

tevékenység eredménye H beti.

Az A ésB tevékenységek egymastaygetlenil vegrehajthatok, ezért dzesB tevékenyseég
| egymas utani vegrehajtasarazarzas szabalykell alkalmazni.

| Az angol ABC 26 bdijét az alabbi tablazat mutatja.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10|11 [ 12 |13 [ 14 | 15[ 16 | 17 | 18 [ 19 | 20 [ 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26

a b c d e f G h i j k | m n o P q r s t u v w X y z

A magyar ABC tovabbi 15 0j karakterét mutatja a&bdbl tablazat, amelyekdbrdulhatnak a
| monogramban.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 l 12 13 14 15

a os e | i ly | ny 0 b 0 sz | U i i s

igy 6sszesen 41= 26 +15 karakterrel kell szamaiitid a monogram ejshelyén, mind a

masodik helyén! Tehat(A) =41 éan(B) =41.

A magyar ABC bdtire alapozott kétbés kilonb6d monogramok teljes szdma
Nn(AAB) =n(A)-n(B) =41-41 =1681.




Az 1681 kilonboé lehetiséget tekintsiik ugy, mint kildnbdgyufasdoboz, felcimkézve a
megfeleb kétbetiis monogrammal. Ahallgatokat tekintsikgyufaszalaknak és egy hallgato
monogramjat tegyuk a megfadejyufasdobozba. Ha a hallgaték szama nagyobb,arit681
gyufasdoboz, akkor van legalabb két olyan hallgakinek a monogramja ugyanaz. Hiszen lesz
olyan gyufasdoboz, amelyikben legalabb két gyufidsesa. Ami azt jelenti, hogy van két egyez
monogram, amely legalabb két kulonBdmllgatohoz tartozik. Jelenleg a karnak tébb, mint
1681 hallgatoja van, ezért a valasz az, hogy vgaldbb két azonos monogramu hallgato.

| Mondjuk ezt anélkil, hogy tudnank &irvan szo. .

3.1.5.1. ALTALANOSITOTT SKATULYA-ELV
HaN szl gyufat szeretnénk betekfik N) darab gyufa skatulydba, akkor lesz olyan doboz
amelyik tartalmaz legalabb
N
K|

Itt [x] jeloli azx szanfelsé egész rést, amely a legkisebb olyan egész szam, mely ndgyob

vagy egyertl, mintx. Definicid alapjan lathatd, hogy mindeszamra teljestilnek az
X-1 <x <X

egyenbtlenségek. Példaul= 8.3 fel$ egészrész®.3l=9. Azt mondhatjuk, hogy a szamot a
legkdzelebbi egész szamhoz folfelé kerekitjuk. Epédljik olyan szbgletes zaréjel parral,
| melyek fel$ részen meghagyjuk a befelé mutat6 vonalakat, ntsao alsot elhagyjuk!
Bizonyitas
Indirekt modon, tegyuk fel, hogy a feltétel teljestegis az allitassal ellentétben nincs olyan

szamu gyufaszélat.

gyufasdoboz, amelyikben Iegal%bw gyufaszal lenne. Ez azt jelenti, hagindegyik

HE

szal gyufa van. De ekkdisszesen maximum

k ([%]—1) < k-% =N
gyufa van & gyufasdobozbanEz ellentmond annak a feltételnek, hog\Nagyufa
mindegyikét betettiik valamelyik dobozba! A kapdt@mondas indirekt modon igazolja az
| ltalanositott skatulya elves.

3.1.5.2. PELDA
Minimalisan mennyi a tanuldi |étszama annak azabgatk, amelyikben biztosan van legaldbb
6 olyan tanulo, akik ugyanolyan osztalyzatot kaptetematikabol?

gyufasdobozbamaximum

Megoldas

Rovid gondolkodas utan sokan a 6 létszamu osatadyidjak. De ekkor még nem biztos, hogy
mindenki ugyanazt az osztalyzatot kapja. Ha példawsztalyzatok 1, 2, 3, 4, 5},Jakkor

csak ketb tanulénak van azonos osztalyzata és nem 6 tarlul&zaért tovabb kell gondolni a
feladat megoldasat!

A gyufas dobozok szama mdst 5 a killonbdé osztalyzatok szama. Képzeljik el, hogy rairtuk
a gyufas dobozokra jol lathato modon az 1, 2, 3, d@sztalyzatokat. Ha mindegyik dobozba
maximum csak 5 nevet tesziink, akkor maximum 25ttet##ink az 5 dobozba. Ekkor, ha az
osztalylétszam ennél eggyel nagyobb, &¢a26, akkor legalabb egy dobozba 6 név kell hogy
| keruljon, hiszen minden dobozban 5 név van és rgggtealahova be kell tenni.

_Prébéljuk ki azltalanositott skatulya elhet N=25 és N=26 gyufaval &5 dobozzal!

Els6 esetben




[%} :[%} =[5]=5, tehéat ekkor éfordulhat hogy mindegyik doboz pontosan 5
| nevet tartalmaz. Tehat mégtrdulhat az az eset, hogy egyik dobozban sinadv6 n
A masodik esetbef%} =[%} =[5.2)= 6, tehat az altalanositott skatulya-elv alapjam eigan

| doboz, amelyben legalabb 6 név szerepel.

Tehat 26 a legkisebb olyan osztalylétszam, amelkeéinhogy legyen legalabb 6 olyan tanulo,
| akik ugyanolyan osztalyzatot kaptak. ¢

3.1.5.3. PELDA. AZONOS SZAMU ISMEROSOK LETEZESE

Tegyuk fel, hogy valamely kétél tdbb emberd allé rendezvényen barmely két ember
vagy ismeri a masikat vagy ismeretlenek egymas de@nviutassuk meg, hogy van legalapb
két olyan ember, akiknekgyanannyi ismeiése van.

_Megoldés
Kategorizaljuk az embereket az isaik szama szerint. Hanyféle kategoria lehet 6se2ese
Eléfordulhat az az eset, hogy valaki nem ismer sentarsasagbdl. Jeltlje ezt a csopdgot

Jelolje az egyes kategoriakat
S.= {azonemberehalmazaakiknekpontosark ismewsevana tarsasagban,

aholk=0,1,2,..,(n—1).

Ezek a skatulyelvben szeréplkatulyak. Tegylk az emberek neveit abba a slbaly
amelyikhez tartoznak.

Minden ember pontosan egy kategoriahoz tartozikabba aZ, €sS, _ ; kategoriak kozul

mindkettben egyszerre nem szerepelhetnek nevek.
Ugyanis, h&§, + &, akkor van olyan ember akinek nincs istser. Ezérg, _ , =, vagyis nem

lehet olyan ember, aki ismer mindenkit, mert nedtiis ismernie kellene, akinek nincs isibese.
Masrészt, he§, _; #+ @, akkor van olyan ember aki mindenkit ismer. EZgr@, vagyis nem

lehet olyan ember, akinek nincs isie, mertt is ismernie kellen annak, aki mindenkit ismer.

Tehat afy, ésS, _ ; kategoriak kozll legalabb az egyiknek tresneklkelhi. Vagyis a

kategoridk szama legfeljelip — 1).

Tehatn ember van égn — 1) skatulya, ezért a skatulya- elv alapjan van obkatulya,

amelyikbe legalabb 2 ember neve keril. Annak a&hkd#ternek, akik ugyanabba a kategoériaba
| tartoznak ugyanannyi ismiige van. ¢

3.1.6. Permutécio: sorrendek képzése minden elemieaktoridlis.
Kovetkekben megvizsgaljuk egy halmésszeglemének kilonbdzsorbarendezési
| lehetiségeit. Az elemek ismétése esetén listat célsizdrasznalni halmaz helyett.
3.1.6.1. DEFINICIO. PERMUTACIOK ES SZAMUK
EgyA= {al, az,...,an} n elemi halmaz kilonb&Zsorrendeit nevezzik am elem
permutacioinak éd, jeloli azn elem Gsszes permutacioinak szamat.

3.1.6.2. PELDA. HAROM ELEM OSSZES SORRENDJE
Adjuk meg az 1, 2, 3 szamaksszekilonbdd sorrendét!

Megoldas
Ezek a sorrendek a kovetkéz
_ (1,2,3,(1,3,2,(2,1,3,(2,3,1, (3,1,2, (3,2, 1).
Egy sorrend megadasahoz a halmaz nem megfdgtstruktara, mert egy halmaz elemeinek




tetsdleges a sorrendje. Ezért a fenti megadasok soréhk kérojeleket hasznaltunk. Maple-ben
alista a megfeled adatszerkezet a sorrendek megadasahoz. A listeitlegymastél veséz
valasztja el és szdgletes zardjelek hataroljadejereés a végén. A Mapt®mbinatcsomag

| permuté [1, 2, 3]) eljardsa megadja a példa megoldasat.

A permuteeljaras eredménye[[> with(combinat :

egy listak listaja, ahol a béls || > permutg[1, 2, 3])

listak a kulonboé sorrendeket | (11, 2,3],[1,3,2],[2,1,3],[2,3,1],[3,1,2,[3, (1.6.1)
mutatjak. Minden betslista 3 2. 11]

elemi és nincs két azonos. | &=
>

> with(GraphTheory :
elsd := {permutaciok, }, { permutaciok, 2,
{permutaciok, 3:
masodik= {1, 2}, {1,'3},{2,'1}, {2,3 7}, {3,
1, (3,27 -
harmadik:= {2, 37}, {°3, 72}, {°1,°3 3}, {3
13, {15,°2 L, {2571 )
> Fa := Graph {elss, masodikharmadik );
> DrawGraph Fa style=treg root = permutaciok,
showlabels=true);

A sorrendek kialakitasé
graffal szemléltethetjik. A fa
graf gyokerét "sorrendek" -ne
neveztik. A csucspontokat
fentrdl lefelé haladva 3 szintrg
osztottuk.Elsé szinten az Fq =
1, 2, 3 csucspontok " ) _ )
Szerepelnek, mert kezdetben|a Graph 10: an undirected Unwe|ghted gl‘aph with
3 szam barmelyikét 16 vertices and 15 edge(s)

valaszthatjuk @lsb helyre.

Az els) szint csucspontjaibol
masodik szintre olyan
csucsokba vezet él, amely
csucnem lehet azonosz el$
szinten lev szammal. Ezért
mindegyik csucsbol 2 elagaz
indul ki. Végul a masodik szin
csucsaibdl csak 1 él indul ki,
mert mar az etskét szinten
levé szamot a harmadik szan
képzéséhez nem hasznalhatjyk.
A 6 kulonbos sorrendet ugy
kapjuk, ha a gyokeé indulva
a levelekigmegyiink és
kozberfelirjuk az érintett
csucspontokat.

>~

pe2)

permytaciok

prr i =)
v)

Ne— N,

W
N
W
N
N,

3.1.6.3. PELDA.
Egy futd versenyenfutd vesz részt. Hany kilénb®befutdsi sorrend alakulhat ki?

_Megoldés




JeloljeP, a keresett befutasi sorrendek szamat altalanv$zsgaljuk kisr résztvedszam esetén
P, ertekének meghatarozasat!

Ha r=2 résztvel van, akkor kétféle sorrend alakulhat ki (1,2) &4
Ekkor GsszeserlP, = 2 befutasi sorrend lehetséges.

:Legyen a résztvék szama = 3.

2 3 1 2 3| [Az 1 rajtszamu futé végzett az &ls
123 1 3 2] |helyen
123 1 2 3| | A2rajtszamu futé végzett az éls
213 2 3 1) |helyen
123 123 A 3 rajtszamd futd vegzett az éls
312 3 2 1 [helyen

3.1.6.1. tAblazat.= 3 versenyé lehetséges befutasi sorrendje csoportositva
A fenti tablazat a permutaciokat két soros jel@éasutatjar = 3 esetén az dsszes befutasi

sorrendre. Az
1 2 3
6(l) o(2) o(3)

jelolés fel$ soraban a helyezések sorszamai és alsé sorbasesmyBk rajtszamai vannak! A
fels sorban a helyezések mindig természetes sorrendineiak, mig az alsé sor a rajtszamokat
a befutas sorrendjében tartalmazza. Mondhatjulsgalabgy minden permutéacié egy
0:{1,2,3—{1, 2, 3} leképezésamely kolcsondsen egyértdimagy latinosan bijektiv.

A 3.1.6.1.tablazat ik sora olyan befutasi sorrendeket mutat, ameligéeelyen az — ik
rajtszamu versenyzut be. Ez kétféleképpen fordulhad emert a masodik és harmadik helyre a
masik két versenyizfuthat be. gy 6sszesen a 3.1.6.2. példanak nedégeiP, = 2-3 =6.

r=4 résztve¥ esetén az dsszes eset felsorolasa helyett dpfitkdevékenységeket és
alkalmazzuk a szorzas szabalyt!
LegyenekA,, A, A; ésA, teveékenysegek a kovetkide

A, tevekenysega k-adik helyre valasztunk egy nevet a lehetsegeseny#k kozul.
Kezdjuk a valasztast az élkellyel! Az A, tevekenységet 4-féleképpen hajthatjuk végre, arert
1, 2, 3 és 4 rajtszamu versetigbarmelyikét tehetjik efshelyre. Ezért4,|=4.

Ha valasztottunk egy verserifzaz el$ helyre, akkor a masodik helyre valaszthatunk a
megmaradt 3 versenykozll egyet, ezer|=3.

Ha valasztottunk versen§tzaz el$ helyre is és a masodik helyre is, akkor a harmbdiyre
valaszthatunk a megmaradt 2 versénkzil egyet, ezerf}|=2.

Végul, ha valasztottunk verserdyaz el$ helyre, a masodik €s a harmadik helyre is, akkor a
negyedik helyre a megmaradt 1 verséityehetjik csak, ezés |=1

Egy befutasi sorrendet &z A A, A A; A A, négy tevékenyseg egymasutani végrehajtasaval

lehet megadni. Tehat a tevékenységek szorzas gaakall hasznalnunk, ezeért
PAAMAANAANA|=4-3-2-1=24
kulonbo® befutasi sorrend lehet 4 versefgsetén.




| Tetsdlegesr =2, 3, 4, 5,... résztvéve is hasonld gondolat menetet kdvethetink.
Felbontjuk a sorrendképzés tevekenysegésztevekenysegre! Jeldljik ezeRgtA,, A, ... A

—rel!
Az A tevékenyseég jelentse azt, hogy a k-adik helyraszilink egy nevet a befutok kozdil.

A korabbi meggondolasok alapjan azédtelyre r valasztasi lehitégiink van, teh@\ﬂ =r.

Ha valasztottunk egy verseridfzaz el$ helyre, akkor a masodik helyre valaszthatunk a
megmaradtr — 1) verseny# kozul, ezérFA2| =r—1.

Ha vélasztottunk versen§tizaz el$ helyre és a masodik helyre is, akkor a harmadigée
valaszthatunk a megmaradt— 2) verseny# kozul, ezérFA3| =r—2.

Folytathatjuk a felsorolast Ugy, hogy a valaszgisetiségek szama minden esetben eggyel
csokken.

Ezért a végére éppen elfogynak a verséhyigy|Ar| =1.

A szorzas szabaly alapjép=r-(r —1)-...-2-1 =r! befutasi sorrend lehetverseny# eseten.
Ahol r! jel6lést r faktoridlisnak olvassuk, melyben a faktor széryére utal a szorzasban.
| Q.e.d.

| A most hasznalt médszer segitségével igazolhafjdtabbi tételt.

3.1.6.4. TETEL. PERMUTACIOK SZAMA

Az n kulénb6sd elem 6sszes lehetséges sorrendjének sraifaktorialis, azaz
P,=n!'=n-(n—1)-(n—2)-...-3-2-1

az egész szamok szorzata®llAt-ig.

Az aladbbi séma a permutacio sematikus abraja, ametgtja az egyes szinteken a valasztasi
| lehetségek szamat és a permutacio szamitasat szordishgah

avélasztasichetiségelszama | n(h=1H(n=2) 1

valasztasszimbolizaldéglalapok | [1 [1 [ ...[J
1. 2. 3. -

aszintelsorszamai
A cellakba beirhatjuk az egyeélasztasolat, a cellak alatt szerepel a cedtaszana és folotte a
| valasztasiehetoségekszama lathato.

_Maple-ben is a felkialto jelet hasznaljuk a fakédis jelolésére . NézzUkRy, = n! sorozat el§ 9
_ elemet!
> for nfrom 1to9do
cat(n "!") =n!
enddo
1'=1
21=2
3'=6
41=24
5I=120
6!=720
7'=5040
8!=40320
i 91=362880 (1.6.2)
;A sorozat elemei gyorsan novekszenek.

3.1.6.5. IMETLESES PERMUTACIO
A kovetked példa ebkésziti aasmétléses permutacidogalmat és azonos elemekfelrdulasa




| esetén a sorrendek megszamolasi stratégiajat!

megkulonboztetni?

3.1.6.6. PELDA. SZINES GOLYOK KIHUZASANAK SORRENDJE
Egy kosarban 5 goly6 van, amelyek kézil 3 feket2 psos szifi. Hanyféleképpen lehet a
golyokat egymasutan kivenni a kosarbdl, ha a gayékak a sziniik alapjan tudjuk

[ MEGOLDAS
| Nézzik a megoldast Maple-ben!

A feket golyékaf betivel a piros
golyokatp betivel jeldltik. Igy 3 daral
f betit és 2 darap betit tesziink a
golyokneui listdba. Apermute eljaras
megadja az 6sszes sorrendet,
figyelembe véve azt, hogy &zbetiket

megkulonboztetni. Lathatdéan 10
kulonbo® huzasi sorrendet kaptunk.

—d

és ap betiket egymas kozott nem lehet

> restart: with(combinat :
golyok:= [f,f,f, p, p];
hizasok= permuté¢ golydk
szama:= nopg huzasok
golyok:=[f, 1,1, p, p]
hazasok=[[f,f,f,p,p], [f. 1, p f p] [f T,
p,p 1 [ p, £, f,pL [ p, f,p f1, [f P,
p,f,f], [pf. 5,5, pL [p.ffp 1 [P f P,
f,fl, [p,p ff,f]]

szadma= 10 (1.6.3)

Mivel sorrendet képezink, ezért ezt

Azonban az elemek ismétihetnek,
ezértismétléses permutacinak
nevezziuk.

Mivel 5 elem kozll 3 és 2 ismédik,
ezért

Py 2
jeloli az 6sszes sorrendek szamat.
A sorrendeket a jobb atlathatosag

kedvéért egy matrix soraiba tettik é$
sorszamokkal lattuk el.

Amikor az 6sszes sorrendet fel kell
sorolni, akkor két nehezen
ellensrizhet feltételre kell figyelni.

FELTETELEK
(fl)Van-e két egyezsorrend?

(fz) Van-e még hianyz6 sorrend?

=

eljarast is nevezhetjik permutaciongK.

2> sorrendek= zip((xy) — [x op(y) ], [sed cat j
), i=1.szama], huzasok :
Osszesorrend= matrix(szama, 6sorrendek

1. £ ffpp
2. f fpfp
3. f fppf
4. f pf f p
. 5. f pfpf
Osszesorrend= (1.6.4)
6. f ppf f
7. pf ffp
8. pf fpf
9. pf pf f
10. pp f f f

TehatPy?= 10.

atmenetileg megkulénboztetjik.

Milyen algoritmus alapjan kaphatjuk meg a fentikiilddnb6z sorrendet?
Az algoritmikus leirdsat kezdjiuk azzal, hogy a feketéket és apkat egymas kozott

_igy a 3 fekete golyé neve legydy f, ésf,, valamint a 2 piros golyo neve legy@n ésp,.

|:Az igy kapott 5 kilonbézgolyd sorrendjének szama 5! =532 = 120.
|_> feketékpirosak := [ f, fs], [pl, p2]




> Osszes_sorrend= permutd [op( feketék, op( pirosal 1) : nopg 6sszes_sorrend
feketékpirosak:= | f, 1, f3], [ Py P2

120 (1.6.5)

A 3 fekete goly6t egymas kozott 3! = 6 féleképpedhedjuk sorrendbe.
A 2 piros golyot egymas kozott 2! = 2 féleképpekhatjuk sorrendbe.

> sorrendek_feketék= permutdfeketék;
> sorrendek_pirosak= permute([ R pz])

sorrendek_feketék Hfl, f,, fs}, [fr fy, fz], [fz, fy, fS], [fz, fa, fl}, [fS, f., fz], [fs, f,, fl]]
sorrendek_pirosak= [ [P P2]s [P Py]] (1.6.6)
[ Ha az (1.6.4) 6sszes sorrend kozul kivalasztunktedggyen ez a példa kedvéeért ad eksr

1.7 f f 1, p, pl

akkor eblbl 6-2 = 12 0 sorrendet képezhetiink, ha benne a 3 feks@®2 pirosat
| megkllonbdztetjik. Megadjuk ezt a 12 sorrendet.

> M:= [sec( seg[ cae-(i—1) +j, .), op( sorrendek_feketgk
op( sorrendek_piros?)(], j=1 2) i=1 ..6) ] ;

> matrix(12, 6,M) _
i fy T3 Py Py
ff 3 Py Py
i f3 & Py Py
ffs Py Py
P1 Py
b i i3 Py Py

b i3 Ty Pp Py

b i3 Ty Py Py
i PP

10. £ f, f, p, p;
11. £ £, f, pp P,y
12. £ f, f, p, p;

Tehat a 120 kilénbézsorrendBl 12 azonos, ha a fekete golydkat egymas kozdt és
pirosakat egymas kozott nem tudjuk megkilénboziéagil2 eleni csoportokat tudunk
képezni a 120 sorrendbés mindegyik csoportbél egy reprezentans elemepetaz
ismétléses permutécidban. Tehat

32_ 5! 5432 _ 120 _
Ps 3121 (3:2)-2 12 10
| a 120 sorrendet 12-vel osztva kapjuk a 10 sorrendet

(1.6.7)

© ® N o g & W Db
N—h
—
[
w—h

A feladat altalanositasahoz legyen a kulodgznek szamaés az azonos s#igolydk szadma



|_az egyes szincsoportokon belll legyen rekgre,,... é..

3.1.6.7. DEFINICIO. ISMETLESES PERMUTACIOK ES SZAMU K
Tegyuk fel, hogy egw eleni A halmaz elemek,darabk, darab, ...é& darab azonos

elemekidl allo A, A,,..., A csoportokra tudjuk felbontani Ggy, hogy az
A=AUAU.UA, A=K, A =Kpos |A| =K, K+ R+ k=N
egyenbsegek alapjan mindegyik elem pontosan egy csopotértozik. Ugyanakkor a&

csoporton belll az elemeket nem lehet egymastokité@gbdztetni minden=1, 2,...,r esetén.
Az n elem kulonboé sorrendijeit azn elem(kl, Ky, oo Ig) osztélylismétléses permutacimak

K, k... k
nevezzik es az dsszes ilyen sorrendek szBIEri'étz ) jeloli.

Megjegyzés.
Az Osszes ismétléses permutacié szamanak jelolbasrmalatos meg( K, krj jelolés is.
1 ey

:Igazoljuk a 3.1.6.5. példa bizonyitasi médszeraviebvetked allitast.

3.1.6.8. TETEL. ISMETLESES PERMUTACIOK SZAMA
Aznelem(k; k, ..., k) osztalylismétiéses permutacimak szamat a

25):

[k

n!

keplet adja meg, ahk| +k, +...+k =n.

_Bizonyités
Ha az azonos elemeket atmenetileg megkilonbozteguknas kozott, akkor az 6sszes sorrend
n! lesz. Ak, azonos elemet egymas kozgttfeleképpen tudjuk sorbarendeznk,@zonos

elemet egymas kozdij! féleképpen tudjuk sorbarendezni, folytatva a fekst vegul &

azonos elemet egymas kozdttféleképpen tudjuk sorbarendezni. igyrdmorrend kozott
(kll-kzl-...-kr!) olyan sorrend van, amelyellegyetlen elem marad, ha a megkulénboztetéseket
megszintetjuk. Ezért, ha azsorrendek szadméat elosztjul(bll-kzl-...-kr!) szorzattal, akkor

megkapjuk azoknak a sorrendeknek szamat, amelyekbelemek isméttinek a megfelél
| szamszor. Q.e.d.¢

Maple-ben a 3.1.6.5. pél@% 2ismétléses permutaciok szamabanbinatcsomag
| multinomial 5, 3, 2) eljarasa adja meg.
> 5 elem (3,2) osztalyu ismétléses permutacidinakazanultinomial 5, 3, 2)
5 elem (3,2) osztalyu ismétléses permutacidinakaza 0 (1.6.8)

13.1.6.9 Osszefoglala

Tablazatos formaban 6sszefoglaljuk a most megiskeenbinatorikai fogalmak definicidjat és
| szamitasi képleteit.

ISMETLES NELKULI ISMETLESES
PERMUTACIO PERMUTACIO




n kulénbd®d elem 6sszes | nelem sorrendjének szama, ha
Definicid lehetseges sorrendjének| kozottik vank,, k,,...,k darab
szaméP, azonos

o P(kl, k2’""kr) ~ n!
Sia}mllta8| P=nl=n-(n—1)-.-2-1 n - K !kl k!
eplet k,+k+..tk=n

V¥ 3.1.7. Variacio: sorrendek képzése néhany elemmel

A variacié abban kilonbozik a permutaciotol, hoggoarendben résztvéelemek szadma
kevesebb is lehet, mint a halmaz elemeinek szahteeZebbb az alaphalmaz eleme kodzul ki
kell valasztank( < n) elemet, majd ezeket valamilyen sorrendben beta#arab sorszamozott
fiokba egyesevel (minden fiokba egy elemet). Azrelk egy sorrendje a fiokokban egy variaciot
jelent. A kulonboa kivalasztasok kilonbéx elemet eredményeznek. Igy a variacio leirasahoz
két természetes szam szikséges. Egyik szam aahltegzhelemeinek szama, amelyek kozil
valasztunk. A masik szam, a kivalasztott eletnsekama, amely maximumlehet. Ak szamot a
sorrend hosszanak is nevezzuk. Ezért azt is mou#hétviden, hogy a sorrendképzést csak

| néhanyelemre végezzik el egyszerre.

3.1.7.1. DEFINICIO. VARIACIOK ES SZAMUK
EgyA={a, a,...a,} n elemi halmaz elemeitl képezhei k ( < n) hosszusagu kilonbéz

sorrendeketnevezzilk am elemk — ad osztalyariacioinak éS/r'f jeléli azn elemdsszes
k-ad osztalyu varacidinak szamat.

3.1.7.2. PELDA. NEGY ELEM MASODOSZTALYU VARIACIOI
Adjuk meg az 1, 2, 3, 4 szamokbdl képedtitszeketis hosszisagu sorrendeket!

Megoldas

A sorrendek tablazatos formaban a kévetkearok
(1,2), (1,3, (1, 4),
(2,1),(2,3),(2,4),
(3,1),(3,2), (3,4,

i (4,1), (4,2), (4,3).
Azi — ik sorban szerefilparok el§ helyén mindig azszam all, ahal=1, 2, 3, 4 lehet. Ezért a
tablazat 4 sorbdl All.
A tablazat elemeinek masodik helyén allhat mindgaroszam, amelyik nincs az éleelyen,
mert ismétbdés nem fordulhat &l Ezért 3 variacié szerepel minden sorban.
Tehat 4 elem 6sszes masodosztalyd variacidinakaszam
Vi=43=12

Sematikus jeldléssel 2 cellat kell rajzolni, meakt kelyre lehet valasztani szamokat.

4 3

L10]

1 2

| Az els helyen 4 és a masodik helyen 3 valasztasi dsigtvan!

Maple megoldas
Ugyanezt kapjuk a Mapleombinatcsomagermuté [1, 2, 3, 4], 2) eljarasaval.
> restart: with(combinaj :

permuté[1, 2, 3, 4], 2)

~




> 4 elem 2-d osztalyu variacidinak szamaops %
[[1,2],[1,3],[1,4],[2,1],[2,3],[2,4],[3,1], [3, 2], [3, 4], [4, 1], [4, 2], [4,
3
: 4 elem 2-d osztalya variacidinak szamh2 (1.7.1)
=> Matrix(4, 4, (x,y) —if x_:ythen‘ " else[x, y] endif)
[1,2] [1,3] [1,4]
(2,11 ~° [2,3] [2,4]
[3,1] [3,2] *° [3, 4]

(4, 1] [4,2] [4,3]

(1.7.2)

Apermuté[1, 2, 3, 4], 2) utasitas azt jelzi, hogy az [1,2,3,4] listabol kélalasztani 2 eleme

agy, hogy a sorrend szamit.

A matrix megadas azt mutatja, hogy egy 4x4 matieleme kdzul astatioban nem
| szerepelnek elemek, mert az ismétlés kizart. EmStesen 16- 4 =12 variacio van.

|:A valasztasokat fagraf felrajzolasaval is szemiieéigiik.

A fagréf el szintjén 4 > with(GraphTheory :

elagazas van. A kapott elss := {variaciok, 1}, {variaciok, 2, {variaciok,
c_somc')pont mlnde_gylkéilb' ) 3}, {variaciok, 4 :

Ujabb 3 elagazas indul ki. Igy masodik= {1,727}, {1,°37}, {1,°47}, {2,1}, {2,
O0sszesen-® =12 levele van a 37, {2,747}, {3,’17}, (3,72}, {3,747, {4,
fanak. Mivel a fagréfba_n a 1), {4,727}, {4, 37}

gy(’jlférﬁl bé,rmely Ievéllg > Fa := Graph {elss, masodik) :

egyertelnti Ut vezet, ezért 12 || > DrawGraph Fa style=tree root = variaciok,
darab keti hosszusagu utvona showlabelstrue);

képezhei a 'variaciok’

gyokertl a levelek felé. Egy variiciok

Gtvonalon haladva irjuk fel az
érintett csicspontokat,
amelyeken athaladtunk. Igy
kapjuk az dsszes kétt
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3,4} halmaz elemeinek.

A gréaf kilénbds csucspontjait
kilénb6d névvel kell ellatni.
Itt ett6l a szabalytdl el kell
tekinteni, mert mindegyik
szamjegy négyszer is szerepe| a
csucspontokban. Ezt 234134 412 123
programozas technikai
szempontbdl ugy oldottuk me
hogy sz6kdzoket tettiink a
szamok elé illetve moge.

(@]

3.1.7.3. PELDA

~—+



Egy futd versenyen futd vesz részt. A versenyen hany kulornbbefutasi sorrend alakulhat ki
az el$ k helyen?(k < n)

_Megoldés

Jelbljevr'fa keresett befutasi sorrendek szami@to esetén és csak azdkshelyet figyelve.
Felbontjuk a sorrendképzés tevékenyskgésztevékenysegre! Jeldlje ezekgtA,, A, ... A, .
Az A tevékenyseég jelentse azt, hogyi azdik helyre valasztunk egyet a megmaradt versenyz
| kozal.

Az els$ helyren valasztasi lehésegiink vaniA)| =n

[ Ha valasztottunk egy versertyzaz el$ helyre, akkor a masodik helyre valaszthatunk a
megmaradtn — 1) verseny# kozul: |A2| n—1.

[ Ha valasztottunk versenizaz el$ helyre és a masodik helyre is, akkor a harmadigée
valaszthatunk a megmaragdt — 2) verseny#a kozul: |A3| n—2.

Folytathatva a felsorolast, a valasztasi lébegiek szama mlnden esetben eggyel csokken. Ezért
ak adik helyre a valaszthato versetiyszaman —k + 1) |A1<] n—k+1.

Egy befutasi sorrendet a4z A A, A...A A tevékenységek egymasutani végrehajtasaval lehet
megadni. A tevékenységek szorzas szabalyat haszkajuk
ViEA AR, ALAA]=N(N=1)-(N=2) ... (n—k+1) = [n]
| kiilonbo® befutasi sorrendek szanmversenys kozott az el§k helyen.  Q.e.dh
A kapottk tényesds szorzatot dvitsik (n — k) ! szorzattal

K (M — 1) (N —2)- - (n— An=k! __ n
Vien-(n—=1)-(n—2)-...-(n—k+1) n—k)! -k

| Ezzel igazoltuk az alabbi tételt

3.1.7.4. TETEL. VARIACIOK SZAMA
Az n kulénbdsd elem 6sszes lehetsédigsosszisagu sorrendjének szama, vagyiisedem
k — ad osztalyvariacidinak szama
|
VE=n(n—1)-(n=2)-.-(n—k+1) = —~

n—k1 Nk

I3.1.7.5. Megjeqyz4

A 3.1.6.1 permutacio és 3.1.7.1 variacié definlmdbivilagos hogk =n esetén a variacio
fogalma megegyezik a permutécidval. Tehét

V=P, =n!
| Mivel k=n esetben a nevézn —k)!=0!, ezért 0! =1 kell, hogy legyen.

Az alabbi sematikus 4bra a variacio valasztasitésiégeit €és a szamitast mutatja szorzas-szabaly
| alapjan

avalasztaslehetségelszama | n(h=1jn=2 (n—k+D)
valasztasezimbolizaldeglalapok | O O O ... O
sorszamok 1. 2 3. k
A cellakba beirhatjuk az egyeélasztasolat, a cellak alatt szerepel a cedtaszana és folotte a
| valasztasiehetsségekszama.

| A kbvetked példa ebkésziti azsmétléses variacidogalmat és a sorrendek megszamolasat!

3.1.7.6. PELDA. TOTO VARIACIOK 2 MERK OZES ESETEN
A TOTO jatéknal a labdarugé méaések kimeneteleire lehet tippelni, hogy melyikpaganye
illetve dontetlen lesz-e. Az 1, 2 vagy x tippek ébzalamelyiket kell a megadott celldkba



beirni, annak megfelétn, hogy az etshelyen megadott csapat nyer, vagy a masodik helyen
megadott csapat nyer illetve az eredmény dontétkm Hany variacios tippet lehet 6sszese
megjatszani olyan szelvényen, amelyen csak 2 énéskszerepel?

| MEGOLDAS

A tippeket tablazatos formaba mutatjuk be alablaakb
(1,1), (1, 2), (1, x),
(2,1),(2,2),(2,x),

_ (x, 1), (X, 2), (X, X).

A tablazat el§ soraban az alsmérkszésre a tipp 1, a masodik sorban a tipp 2 és adthikivan
a tipp x az elé mérkszésre. Minden sorban 3 variacio szerepel, mertsodié meérkzésre a
tipp flggetlen az etgdl.

Azt mondjuk, hogy aZ 1, X} elem 6sszes masodosztaiginétléses variacimak szama

vi'=33=9.
Sematikus jeldléssel rajzolnunk kell 2 cellat, nigtt helyre lehet beirni az 1,2,x jelek kézal
egyet ismétléssel.

(w
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L]
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| Az els5 helyen is 3 és a masodik helyen is 3

S

alaszthsidségink van!

| 1. Maple megoldaspermute eljarassal

> restart: with(combinaj :
permuté[1, 1, 2, 2X, X], 2);
> 3 elem 2-od osztalyu ismétléses variacidinak sz&maps %
[[1, 1], [1, 2], [1,x],[2,1], [2, 2], [2,x], [X 1], [x 2], [X X]]
3 elem 2-od osztalyu ismétléses variacidinak szitha (1.7.3)

2. Maple megoldasMatrix elemekkel
> alap:= [1, 2,x];
> variaciok= Matrix(S, 3,(i,j)— [alag, alaq])

alap:=[1, 2,X]
[1,1] [1,2] [1,X]
variaciok=1| [2,1] [2,2] [2,X] (1.7.4)
(X, 11 [X 2] [X X]

3. Maple megoldasEgymasba agyazott sorozat képequtasitassal
> sed seq[ ,ij],j=alap), i =alap)

| [1,1][1,2],[1,x], [2,1], [2, 2], [2,x], [X 1], [% 2], [X X] (1.7.5)
|:A vélasztidsokat fagréaf felrajzolasaval is szemtieégik.

A fagréf el$ szintjen 3 > restart with(GraphTheory : )

elagazas van. A kapott elss := {TOTQ 1}, {TOTQ 2}, {TOTQ x} :

csomopont mln,de_gylkéilb_ ) > masodik= {1,117, {1,712%}, {1,71x’}, {2,217},

Ujabb 3 elagazas indul ki. Igy {2,722}, {2,72X7}, {X X1}, {X, "X2°}, {X

0sszesen-3 =9 levele van a XX}

fénaK. Mive'I a fagréfbgn a > Fa := Graph {elss, masodik) :

gyokertl barmely levelig > DrawGraph( Fa style=tree root = TOTO, showlabels




egyertelnti Ut vezet, ezért 9 =true);

darab kett hosszlUsagu Utvona T0TO
képezhet a 'TOTO' gyokédt

a levelek felé. Egy utvonalon
haladva irjuk fel az érintett
csucspontokat, amelyeken
athaladtunk. Igy kapjuk az
0sszes kefthosszusagu
elemeinek, ahol ismétlés
eléfordulhat.

A graf leveleit a ket
valasztasnak megfetian két
jellel lattuk el.

11 12 Ix 21 22 2x x1 x2 xx

|:A feladat altalanositdsahoz legyen a kulorgéek szama és a helyek szanka

3.1.7.7. DEFINICIO. ISMETLESES VARIACIOK ES SZAMUK
Tegyuk fel, hogyn elemet kell elhelyezrk darab sorszamozott helyre tgy, hogy az elhelyezés
soran an elem barmelyike isméitihet akarhanyszor. A kilénb®ezlhelyezéseket azelemk-
ad osztalylismétléses variacimak nevezzik és az 6sszes ilyen sorrendek szamat

ki
Vn

jeloli.

|:Az ismétléses variaciokra igaz a kovetkeztel.

3.1.7.8. TETEL. ISMETLESES VARIACIOK SZAMA
Az n elem 0sszds-ad osztalyusmétléses variacimak szamat a

ki_ k
VARETY

hatvany képlettel szamolhatjuk ki

Bizonyitas

Az els) helyre valaszthatjuk azelem barmelyikét. Mivel az elemek valaszthatokzdeges
szamszor, ezért minden etddontésiink a masodik helyarovabbi elagazassal folytathato.
Hasonl6an a harmadik és minden tovabbi helyrevil@sztasi lehéségek szama. Az 6sszes
variacios sorrendek szamat megkapjuk az egyesztataseheiségek szamainak szorzataként.

Tehat

Vr'f '—nneLon=n€

[

L k
| Az alabbi séma az ismétléses variacio valaszthsideegeinek sematikus abraja.

n n n n
ool ...l
1.2 3 K
A celldkba beirhatjuk az egyeélasztidsolat, a cellak alatt szerepel a caltaszana (6sszesen

| k darab) és folotte a valasztidietbségekszama (minden esetbeplathatd. Q.e.d.




3.1.7.9. PELDA. BANK KARTYAK PIN KOD VARIACIOI
A bank kartyak PIN kédja 4 szamjegylall. Osszesen hany kulonEHPIN kodot lehet
képezni, ha mindegyik jegy 0, 1, 2, 3, 4, 5, 8 Yagy 9 lehet?

_Megoldés
A 4 jegyi kod mindegyike helyére gépelhetjtk a 0, 1, 2, 8,48, 7, 8, vagy 9 szamok
valamelyiket. Felbontjuk a tevekenyseget 4 resatemységre! Jeloljuk ezek®f, A, A;, A, —el!
Az A tevékenyseég jelentse azt, hogl-a adik helyre beirunk egy szamjegyeta 0, 1, 2, 8, 4,
6, 7, 8, vagy 9 szamok kozul.Mindegyik eseti#edH10.(k=1, 2, 3, 4
Ezért a szorzas szabaly alapjan a PIN kodok kulzinbégépelési variacioinak szama

V;' =1010-10-10 = 1¢ = 10000
a 10 elem negyed osztalyu ismétléses variacioinaka.
| Igy a bank kartyak kozott kiadhatd kiulénlBdIN kodok szama 10 000.

3.1.7.10. PELDA. OSSZES RESZHALMAZOK HALMAZA VARIAC IOKKAL
Mutassuk meg az ismétléses variaciok fogalmandlagzinalasaval, hogy egyelenmi H
halmaz dsszes részhalmazainak szama

[2F[=2"

;Megoldés
Egy részhalmazt egyértelimn megadhatunk Ugy is, hogy az elemek ala vagyatpt O-t irunk,
L annak megfeléen, hogy az adott elemet kivalasztottuk vagy netaszéottuk Ki.

Nézzuk példakéntld = {a, b, c} harom elertt halmaz részhalmazait egyértélem megadd
| Maple programot, amelyben harom hosszu 0,1 bijglesrozatokat generalunk.

Tekintsiik a 0 és 1 > restart:
jelekbsl ismétléssel elemek= [a, b, ]
keépezhet Osszes 3 > with(combinaj :
hosszlsag > n:= 3;alap:= [seq0,k=1.n),seql,k=1.n)];
jelsorozatokat. Ezek binaris := permuté alapn); nopg %
azama3 o elemek=[a, b, c]

Vv, '=27=8. n:=3
Ezt a permute eljarassg| alap:=[0,0,0,1,1,1
generaljuk! binaris:=[[0, 0, 0], [0, 0, 1], [0, 1, O], [0, 1, 1], [1, O, O],

[1,0,15[1,1,0][1,1, 1]]
8 (1.7.6)

A hatvany halmaz > hatvany:== NULL :
elemeit tgy kapjuk, for kfrom 1to 2"do

hogy az Ures halmazhop
azokat az elemeket
tesszik hozz4,
amelyiknek megfelél
helyen 1 all. A 6sszes 3
hosszusagu 0 ésl

sorozat:= binaris[ k] :

halmaz:= { }:

for j from 1tondo
if sorozaf j =1then halmaz:= halmaz
union {elemek ]} endif:

. A enddo:
jejekborll 6}"0 sorozaton hatvany:= hatvanyhalmaz
végig haladva enddo:

megkapjuk az hatvany:= [hatvany

alaphalmaz 6sszes A=
résrhalmazat hatvany=[{ }, {c}, {b}, {b, c}, {a}, {a,c}, {a, b}, {a, (1.7.7)




|  bc

A kapott részhalmazoka
matrix segitségével

A matrix el oszlopa a
sorszadmokat, a masodi
harmadik és negyedik
oszlopban az "a","b" és
"c" elemek
kivalasztasara vagy
mellézésére utald 1 és |
jelek variacioi
szerepelnek. Az utolso
oszlop a kivalasztott
elemeket mutatja, vagy
a megfeled
részhalmazokat. Az €is
sorban az ures halmaz,
az utolséban a teljes
halmaz szerepel.
Vizsgaljuk meg, hogy
mindegyik részhalmaz

el a felsorolasban.

sorszamokkal latjuk el é4

tesszik szemléletesebhé

pontosan egyszer fordul

it > sorrendek= NULL :
¥ forifrom 1to(2") do
sorrendek= sorrendek|[cat(i, ."), op( binarig i),
hatvany i]
enddo:

> Matrix(2"+1,n+2, [[ sorszamop( elemek,
részhalmaz, sorrendek) _

sorszam a b c¢ részhalmag
) 1. 0 {}

1 {c}
0 {b}
1 {b,c}
0

1

0

1

Za)

LA

{a}
{a,c}
{a, b}

{a, b, c}

© N o O A~ Db
P P P P O O O O
P P O O Fr P O O

(1.7.8)

variacioinak szama

3.1.7.11.C')sszefo EIE

| szamitasi képleteit.

[ A fentin =3 esetet altalanositva, tekintsik az dsszessszusagu 0 és 1 jelékiallo
sorozatokat. Ezek teljes szama a {0,1} jeldkibmétiéssel képezhien-ed osztalyld ismétléses

ni_aAn
V2 _2 .
Q.e.d.

ISMETLES NELKULI
VARIACIO

ISMETLESES VARIACIO

n kilonbo® elemidl

n kilonbos elemidl

Tablazatos formaban 6sszefoglaljuk a most megiskeenbinatorikai fogalmak definicidjat és

s kivalaszthatd 6sszés kivalaszthatd 6sszés
Definicio | hosszusagu sorrendek szama: hosszlisaga sorrendek szamp
K . L p k i
Vv, ismétlési lehdiséggelV,,
,  sis s | .
Szamitéasi \45:#: VE'=rf=n-n-...n
7 n— '
keplet | (h_1).(h—k+1) k

Y 3.1.8. Kombinacié: elemek kivalasztasa. Binomialisgyutthatok.



A kombinacio abban kilénbozik a variaciétél, hogyedemek kivalasztasanak sorrendje nem
szamit a kombinacional. Tehat egglenii halmazbol kell kivalasztaki < n) elemet. A
kilénb6d kivalasztasok kulonbéx elemet eredményeznek. Igy a kombinécio leirasé&hioet
természetes szam szikséges. Egyik szam az alaghellemaeinek szama, amelyek kdzul

| valasztunk. A masik szam, a kivalasztott eletnskama, amely maximumlehet.

3.1.8.1. DEFINICIO. KOMBINACIOK ES SZAMUK
EgyA={a;, &,...,a,} nelemi halmaz elemeifi kivalaszthatd ( < n) elenti kiilonboz

részhalmazokatnevezziik am elemk — ad osztalykkombinaciéinak éscﬁ jeléli azn elem
0sszek-ad osztalyu kombinaciéinak szamat.

3.1.8.2. PELDA. NEGY ELEM OSSZES MASODOSZTALYU KOMBINACIOJA
Adjuk meg az{ 1, 2, 3, ¥szamokbdl kivalaszthatisszekett elemi részhalmazokat!

Megoldas
A halmaz adat struktura garantélja, hogy egyré&ntaasztasok sorrendje nem szamit, masrészt
ugyanazt az elemet kétszer nem lehet kivalasagna kilonbos kivalasztasok a kovetkék
{1, 2}, 41,3}, {1, 4}
{ 2,3 (2,4},
{ 34

Azi — ik sorban leb6 halmazokban szerepelisgzam.
Az el sorban az 1 szam mellé csak a 2, 3 és 4 szamdkartraatjuk. A masodik sorban a 2
szam mellé az 1 szamot nem valaszthatjuk, meft a2} Halmaz mar szerepelt ads) sorban.
Ezért a valasztasi letisteg a 3 és 4. A harmadik sorban a 3 szam melléacdakvalaszthatjuk,
mert az eédz6ekben az 1 és 2 mar szerepelt. A negyedik sor tived,a 4 szamot maraz 1,2 és 3
szamokkal egyutt mar kivalasztottuk.
Tehat 4 elem dsszes masodosztalyd kombinacibirakaz
2 4-3

C4:3+2+1:T =6.
Mivel a szamitashoz a szorzas -szabélyt nem tudjaketlendl alkalmazni, ezért a megszokott
sémank ebben az esetben nefikdalik!

1. Maple megold4sA combinat csomahooseeljarasaval
> restart: with(combinaj :
kombinaciok=choosé[1, 2, 3, 4, 2);
> 4 elem 2-od osztalyl kombinéaciéinak szamaopg rhg %)
kombinaciok=[[1, 2], [1,3],[1,4],[2, 3], [2, 4], [3, 4]]
4 elem 2-od osztalyd kombinacidinak sz&a (1.8.1)

2. Maple megoldasMatrix elemekkel
> alap:=[1, 2, 3, 4];
> kombinaciok= Matrix(4, 4,(i,j)—ifi >jthen” else[alag, alaq] endif)
alap:=1[1,2,3,4
[ 11,2] 11,3] [1,4]

L [2,3] [2,4]
kombinaciok=| == . . (1.8.2)
[3, 4]




| 3. Maple megoldasEgymaéasba agyazott sorozat képequtasitassal
> kombinaciok=sed seq{i,j},j=i+1..4),i=1.4)
kombinaciok= ({1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {2, 3}, {2, 4}, {3, 4}) (1.8.3)

A choosé[1, 2, 3, 4, 2) utasitas azt jelzi, hogy az [1,2,3,4] listabol kelalasztani 2 elemet
agy, hogy a sorrend nem szamit.
A matrix megadas azt mutatja, hogy egy 4x4 matBieteme kdzul adtatioban és alatta nem
szerepelnek elemek, mert az ismétlések kizartaktBaszese 162_ 4) - % =6
kombinacio van.
A két egymasba agyazott sorozat kiépequtasitasban a bélsorozat indexe nagyobb, kell
| hogy legyen, mint a kidssorozat indexe.

| A valasztasokat fagraf felrajzolasaval is szemtlédgik.

A fagré,f el$ szintjen 3 > restart with( GraphTheory :

elagazas van. A kapott 8§  elss := {kombiaciok1}, {kombiaciok2}, {kombiaciok
csomépontbol 3 elagazas 3):

indul ki, a.mésodlkbél 2 é$| > masodik= {1,712, {1,713}, {1,714, {2,°23%, {2,
a harmadikbol csak 1. Igy “24%, {3,734} :

0sszesen32+1=6 > Fa := Graph {elss, masodik) :

levele van a fanak. Mivel a| > DrawGraph( Fa style=treg root = kombiaciokshowlabels
fagrafban a gyokést =true);

barmely levélig egyérteltn
Ut vezet, ezért 6 darab kef
hosszusagu utvonal
képezhet a kombiaci&'
gyokerdl a levelek felé.
A graf leveleit a két
valasztasnak megfetan
két jellel lattuk el. 121314232434

kombiaciok

—

zés. A kombinaciok, mint monoton képezése
A fenti példa megoldasai azt sugalljak, hogy egmkmacio tekinthet olyan
f:1{1,2}-{1,2,3,4

fuggvénynek is, amely monoton, azaz
f(1) <f(2).
A fentiek szerint 6 ilyen fliggvény van és ezek

f,(1) =1,f,(2) =2,
f,(1) =1,f,(2) =3,
fo(1) =1,£,(2) =4,
f,(1) =2,f,(2) =3,
fs(1) =2,1(2) =4,
fs(1) =3,f,(2) = 4.

| Az ismétléses permutacio bizonyitasanal hasznadisaeyrel igazoljuk az alabbi tételt.

3.1.8.4. TETEL. KOMBINACIOK SZAMA
Az n kulonb6sd elemldl kivalaszthatd elemi részhalmazok szama, vagyistealemk — ad
osztalytkombinacidinak szama




il (4

_Bizonyités
Atmenetileg kilonboztessilk meg a kivalasztasolesaljiet. Ekkor az 6ssz&hosszusagu
sorrendet kapjuk meg, vagyis variaciokat. Lattik®7.4. tételnél, hogy ezek szadma 6sszesen
|
Vr‘f: ﬁ Ha ezeket a sorrendeket halmazokka alakitjukpidkolyan halmazt kapunk,
amelyek ugyanazok lesznek. Ugyanis kgjenti kivalasztas elemeid feleképpen lehet sorba
rendezni. Ha nem vagyunk tekintettel a sorrendeddteor pontosak! sorrendidl kapunk
egyetlen kombinaciét! Tehat az n elem k-ad osztaniacidinak szaméd - al osztva
megkapjuk az n elem k-ad osztalyd kombinacidinakrs#t. Tehat
K
Vv I
k__n__ _n  _(N
i Cn= kI ~ kl-(n—k)! (k) Q.e.d.

3.1.8.5. DEFINICIO. BINOMIALIS EGYUTTHATO
Az (E) jelélést "n alatt k" -nak mondjuk ésnomidlis egyltthatdnak is nevezzik és

kiszamitasat (kézzel)

(n)z n! _ n(n—1)-....(n—k+1)
k) k!-(n—k)! ki(k—1)-...-:2
alapjan végezzik.

Az (E) binomialis egyutthatobak értéke felveheti a 0, 1, 2,.n grtékeket. Maple-ben a

kifejezések palettan megtalalhato a jele és ér@é@mbinatcsomag binomiah, k) eljarasa
T . » . n n I

szamolja. Minden pozitia egeszre{o) = (n) =1 teljesdl.

A 3.1.8.2. példaban szerép# elem masodosztalyd kombinacidinak szamat a
| combinat-binomiall 4, 2 utasitas adja meg.

> 4 elem masod osztalya kombinacidinak szér@)

4 elem masod osztalyd kombinacidinak szaa (1.8.4)

3.1.8.6. Kdvetkezmény. A kombinacid, mint specialismétléses permutacio
Mutassuk meg, hogy
ny _ n—k_ n
() == (=i
_Bizonyités

A képletek alapjan vilagos az allitas igazsagat mer
(n) = n—l éspkn_k: n—l
k kl-(n—k)! n kl-(n—k)!"
Azonban ez az egydidég ravilagit a kombinacio egy ismétléses permavativalo
ertelmezesere. Nevezetesen egyenii A= (&, a,,...,a,} halmaz valameli = {ai A e, 8 }
1 2 k

k elemii részhalmazanak kivalasztasahoz, rendeljik hozza @2s 1 elemekballé n hosszu

ismétléses permutaciot, amelyben ott all 1, amedigknet kivalasztottuk és 0 all ott, amelyiket

nem valasztottuk ki. Igy kélcsénésen egyérfelmbdon egyméashoz rendeltiikraglemk-ad

osztalyu kombinacioit éslkedarab 1 ésn — k) darab 0 szamot tartalmazé elemek sorrendjeit. Q.
e.d.




3.1.8.7. PELDA.

rendelhetk.
[Megoldés

Mutassuk meg, hogy &= {a, b, ¢, d} halmazbdl 6sszesen kivalaszthat6 2 élem
részhalmazok és 4z 1, 1, 0,Ita dsszes sorrendjei kdlcsondsen egyétteimegymashoz

A 2 elemi részhalmazokat a
combinat csomag

choosé[ ab, c, d], 2)
eljaras megadia.
Ezek szama

2

2

_ 4
2121

> restart:
elemek= [a, b, ¢, d]; n := nopg elemek k := 2;
> with(combina} :
> kombinaciok= choosé¢ elemek)
elemek=[a, b, ¢, d]

n:.=4
k:i=2
kombinaciok=[[a, b], [a,c], [a,d], [b,c], [b,d], (1.8.5)

[c,d]]

Tekintsik aZ 1, 1, O, Dlist
0sszes ismétléses permutaci
Ezek azama
2 4l
Py *= 2121 O
Ezt apermuté [1, 1, 0, Q)
eljarassal generaljuk!

_|> binaris := permuté [seqd 1,i=1..K,seq0,i=1.n

it! -k

binaris:=[[1,1,0,0,[1,0,1,0,[1,0,0, 1, [0, 1, (1.8.6)
1,01, [0,1,0,1,[0,0,1, 1]

D

>

A kapott kombinaciokat
sorszamokkal latjuk el és
matrix segitségével tesszik
szemléletesebbé. A matrix &l
oszlopa a sorszamokat, a
masodik, harmadik és
negyedik oszlopban az "a","b
€s "c" elemek kivalasztasara
vagy melbzésére utal6 1 és 0
jelek variacibi szerepelnek. A
utolsé oszlop a kivalasztott
elemeket mutatja, vagyis a
megfeleb részhalmazokat.
Vizsgaljuk meg, hogy
mindegyik 2 elertt részhalmaz
pontosan egyszer forduloeh
felsorolasban.

> sorrendek= NULL:

n

k) do

sorrendek= sorrendek|[cat(i, ."), op( binarig i),
kombinaciok 1]

enddo:

> Matrix( (

for i from 1to (

n
k

részhalmaz, sorrendek)

) +1,n+2,[[ sorszadmop( elemek,

sorszam a b ¢ d részhalmalz
1. 1100 [a, b]
2. 1010 [a, C]
3. 1001 [ad] (1.8.7)
4, 0110 [b, c]
5. 0101 [b, d]
6. 0011 [cd]

|:A kovetked példa ebkésziti aasmétléses kombinacidogalmat és ezek megszamolasat!

3.1.8.8. PELDA.
Alma, barack és citrom van e

gy-egy tele kosarraldagyik fajtabdl. Ki kell szedniink

Osszesen 5 gyimdlcsot a kosarakbdl tetszéleges médon ismétlési lehetéséggel. A kiszedés




_Megoldés

sorrendje nem szamit, csak az, hogy hany almay, Iba@mckot és hany citromot szedtink ki.
Hany kilonbo# Osszetételben szedhetjiuk ki az 5 gyimaolcsot?

| Roviditsik az almat ,,a” bével, a barackot ,b”-vel és a citromot ,c” lieel.

A Maple combinatcsomagjanak
choosé¢| aa a a3 bbb bbcccc,cl,
5)
utasitasaval megkapjuk az 6sszes
lehetséges kivalasztast az isrbéési
lehetiségeket is figyelembevéve.
Azért kell 6tszér megadni az "a", "b" éq
"c" karaktereket, mert igy tudchoose
eljaras 6t "a" vagy 6t "b" vagy 6t "c"
karaktert valasztani. Tehat a
kivalasztasnak megfeteszamszor kell
az ismétbdéseket megadni. A listakbar
betik abc sorrendben szerepelnek. Ez
biztositja, hogy egy sorrend csak egys
forduljon eb.
Tehat példaulaz 1 "a", 1 "b" ésa 3 "c"
valasztas csak egyszer forduilel

Lathatjuk, hogy a valasztasok szama 41.

> restart: with( combinaj :
kombinaciok:= choosé[ aa, a a a, b, b, b,b,b,
cGcce,cl,5);
3 elem 6tdd osztalyu ismétléses
kombinacidinak szanranops kombinacidk
kombinaciok=[[a,a,a,a,a], [a & 4, a,
b], [a,a,a a,c], [a a ab,b], [a a,
a,b,cl[aaacc][aabbb],
[a,a b, b,c],[aabcc][aa,cc,
cl, [a, b, b, b,b], [a b,b,b,c][ab,
b,ccl, [ab,cccl [accccl[b,
b, b, b, b], [b,b, b, b, c], [b,b,b,c,c],
[b,b,ccc], [bccccllccc,c,
cl]
3 elem 6tdd osztalyu ismétléses
kombinacidinak szanma21

er

(1.8.8)

>

Egy masik megoldast kapunk, ha
észrevesszik, hogy a gyuimolcsok
sorrendjét érdemes mindig

a, b, c sorrendben felirni és csak azt ke
jelezni, hogy mennyi az egyes tiet
szama. Ehhez Euler javaslata alapjan
jeldlje "*" csillag karakter a
gyumodlcsoket és a valtasokat a
gyumolcsok kdzott az °| elvalaszto jel.
Rakjuk sorrendbe az 5 csillagot és a
elvalaszto jelet!

Ezek szamaaz $2)=7elem( 5,2
ismétléses permutécidinak szamaval

egyezik
52 7' _(54+2\ .. (542
AR '( 5 )"21_( 2 )

Az els °| elvalaszto jel étt levo
csillagok alma vélasztést jeldlnek, azée
eés masodik '|" elvalaszto jel kozottdev
csillagok barack valasztasokat jeldinek
mig a masodik | elvalaszto jel mogott

Beleértjuk ebbe azt is, hogy némelyik
valasztas lehet Ures is!

levé csillagok citrom valasztast jeldinel.

DO

Példaul az

> csillagok:= permuté[ % %, % % %
1571 D;
nopg csillagok

CS'”agok: [[\*\, \*\, \*\, \*\’ \*\’ \lx’ \lx],
[\*‘1‘*‘1‘*‘1‘*\!\|\1‘*\l\|\]1 [‘*‘1‘*\1
AR RS ‘|‘ ‘|‘ ‘*‘] [‘*‘ AR RS ‘|‘
1 1 1 ’ ’ 1 1 1 1
p G SRS SN EES S Skt S g s
[ 1 1 | :|l [ ’ 1 1 | 1 1 | 1
\*‘:Il [\*‘1‘*‘1‘*"‘|\’ ‘|\’ ‘*‘1‘*‘ ]’ [‘*‘1
\*‘1‘|‘!\*‘1‘*‘1‘*‘1‘|\]1 [‘*‘1‘*‘1‘|\1
ARSI VA S N VAN R R Y R TR B
1 1 | ’ ]! [ ’ 1 | 1 1 | 1
\*‘1 e ]1 [‘*‘1 ‘*‘1 ‘l‘) ‘l‘) ‘*‘1 ‘*‘1 ‘*\]1
[\*‘1‘|\!\*‘1‘*‘1‘*‘1‘*\!\|\]1 [‘*‘1‘|\1
AT N N 7 TR AR NAN A A N YA N VAN
1 1 1 | ’ ]! [ ’ | 1 1 ’
B ‘|"‘*"‘*‘:|’ [\*‘1‘|‘1\*‘1‘|\1\*‘1‘*‘1
\*‘]! [\*‘1 ‘|‘! ‘|" \*\l \*‘1 ‘*‘1 e ]1 [‘l‘!
AT T T N T 7R VA N NN AR YRR VAN
1 1 1 ’ ’ | ]! [ | ’ 1 ’
\*‘1 ‘*‘1 ‘l‘) e ]1 [‘l‘! \*‘1 ‘*‘1 ‘*‘1 ‘l‘)
\*‘1 e ]1 [‘l‘! \*‘1 ‘*‘1 ‘l‘) ‘*‘1 ‘*‘1 ‘*\]1
[\lx,\*\,\lx,\*\,\*\’\*\’\*\]’ [\lx’\lx,




[a,b, ¢ c c] L 21 (1.8.9)
gyumolcs vélasztashoz tartozo csillaga
és elvalasztok sorozata
[‘*‘, ‘|‘, ‘*‘, ‘|‘, ‘*‘, ‘*" ‘*‘]

Az jobb attekinthdiség kedvéért matrix|[> with( StringTools :
formaban is megjelenitjuk a gyimalcs || > szoveg= mag( Implodekombinacic :
\elﬁlagthsokat. Ehhez azonban némi || ;0 [seq [ nop6| SearchAlla",

okeésziletet kellett elvégezni! Meg kell ) o
szamolni, hogy az egyes valasztasokbgn szoveg) |), nopg( | SearchA(l"b",
mennyi "a", mennyi "b" és mennyi "c" szoveg) |), nopg [ SearchA{l"c",
beti szerepel. Erre kivaléan alkalmas 4 szoveg) |) .i=1.21)]:
StringToolscsomag > vélasztadsok= NULL :
SearcgAl( bei, string) eljarasa, mert a for i from 1to 21do
beti karakter 6sszesdbrdulasait a valasztasok= valasztasak cat( i, ."),
string karaktersorozatban visszaadja. op(szamok i), kombinaciok 1, |
Ehhez azonbankombinaciokaraktereit enddo:
azlmplodeeljarassal szét kell szedni > matrix(22, 5,[ [ sorszama, b, ¢, gylimolcsoK,
karakterekre. vdasztasoli)

(1.8.10)




1.
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21.

O O O O O O F P P P P N N NN W W w > b o
O Fr N W b O O P N WO & O P N W O FP N O B, O

0
0
1
0
1
2
0
1
2
3
0
1
2
3
4
0
1
2
3
4
5

sorszam a b ¢ gyumolcso

a,aaaal
aaaab
a,a3a4a,.c
a,aahbb
a,aabc

[

[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[a,aacc]
[a,a bbb]
[a,abbc]
[a,a b cc]
[a,accc]
[a,b,bb,b]
[a, bbb, c]
[a b b,cc]
[abccc]
[accacl
b, b, b, b, b]
b, b,b, b, c]
b, b, b,cc]
b, b,c ¢ c]

[
[
[
[
[b.cccc]
[

N\

cecgel |

(1.8.10)

A példa altalanositasahoz legyen a kilombgziimalcsok szamaés az ismeétléssel
kivalasztandd gylimolcsok szamkaA példabam = 3 fajta gyiimdlcs van és=5 gyimolcsot kell
| kivalasztani ismétidéssel ugy, hogy a sorrend nem szamit.

osszes ilyen kivalasztasok szamat

jeloli.

3.1.8.9. DEFINICIO. ISMETLESES KOMBINACIOK ES SZAMU K
Tegyuk fel, hogyn kulonbo® elem kozill ki kell valasztarki darabot Ggy, hogy a kivalasztas
soran az elemek tetdeges szamszor ismédlhet és a kivalasztas sorrendje nem szamit. A
kilonb6d kivalasztasokat azelemk-ad osztalyasmeétléses kombin4cidak nevezzik és az

|:Az ismétléses kombinacidkra igaz a kovetkeiel.

3.1.8.10. TETEL. ISMETLESES KOMBINACIOK SZAMA
Az n elem Osszds-ad osztalyismétléses kombinacidak szamat a

ok



\ 4

ki (n+k—1) _ (n+k—1) _(n+k=D! -1k
n n—1 k (n—1)!-Kk! n+k—1

binomialis egyitthatéval szamolhatjuk Ki.
Bizonyitas
Alkalmazzuk a "*" csillagok és az "|" elhataroldgle mddszert a bizonyitashoz.
A k elem kivalasztasahoz hasznaljkdarab "*" jelet és a kulbnbézlemek valtasahoz
hasznaljunkn — 1) darab "|" elhatérol¢ jelet. Igy mind&relemi ismétléses kivalasztdsahoz
kolcsondsen egyértelien hozzarendelh&tz(n — 1) darab "|" elhatérold jelnek éskadarab "*
" jelnek az ismétléses permutacidja. Ezém alemk-ad osztalyu ismétléses kombinaciok

Cﬁ 'szama megegyezik &m + k — 1) elem(n — 1, k) ismétléses permutéciéin@ﬁl &_kl

= % szamaval. Q.e.d.

3.1.8.11.(")sszefo EIE

Tablazatos formaban 6sszefoglaljuk a most megiskoenbinatorikai fogalmak definiciojat és
| szamitasi képleteit.

ISMETLES NELKULI ISMETLESES
KOMBINACIO KOMBINACIO

n kilonb6sd elemldl ismétlésse
kivalaszthato 6sszés
hosszusagu sorozatok szama

ahol a sorrend nem szan@f'

n elemi®| kivalaszthatd
Definicid elemi részhalmazok szama

ahol a sorrend nem szérﬁﬁ

Szamitasl) . n gk | ki (NEK=DE gk

képlet K-(n—k)! T (n—1)lkl ~ n+k-1

3.1.9. Binomidalis tétel. Pascal-haromszog.

A binomialis egyiitthatd nevét onnan kapta, hogyax tényegként ebfordulnak(a + b)" két
| tagu 0sszeg hatvanyainak kifejtésénél.

; Két tagu 6sszeg hatvanyai > for nfrom 1to 5do
> restart: N ( { (”j
t(n". K
for nfrom 1to 5do (a+b)" = expand ( a+b)") end do cat(n e Lk
at+b=a+b =0--”Jj
(a—i—b)2:a2—1-2ab—|-b2 enddo;
(a—i—b)?’:a‘o’—i—Bazb—|—3ab2—|—b3 prlnt(,A Pasqal' .
4 4 3 5 5 3 .4 haromszog elemgi
(a+b)y'=a +4a’b+6a"b"+4ab’+b 1. (1,1
(a+b)°=a’+5a’b+10a°b? +10a°b° (1.9.1) 2. (1,21
+5ab*+b° 3. (1,331
- 4, (1,4,6,4,1]
5. (1,5,10,10,5,1
A Pascal-haromszog (1.9.2)
| elemei




Az (a +b)" két tagll 6sszeg hatvanyainak kifejtése szerepal aldali cellaban, mig a(zlz)

binomialis egyltthatokbol képezett piramis alakioh#szog képe lathato a jobb oldalon. A bal

oldali tblazata + b)" hatvanyaban szerépégyiitthatok rendre azonosak a jobb oldali tablazat
| n-ik sordban szereplszamokkal. Ez az egyezés a binomidlis-tételerublap

3.1.9.1. TETEL. BINOMIALIS-TETEL
Tetsglegesa ésb szamokra teljesul az

n
n_ n.k.n—kznn n.'n—l n.2. -2 n'n
(a+b) —k;}(k)ab (Ojb +(1)ab +(2ja "+ + (n)a
azonossag, ahol=1, 2, 3,... egész.

_Bizonyités
Az (a+b)"=(a+b)-(a+b)-...(a+b) szorzat disztributiv kifejtésében mzarab

n darabténye#
(a+b) tényed mindegyikéldl vagy aza vagy &b tagot kell valasztani. Hatényezbdl

valasztjuk aa tagot és a maradék — k) tényesbol ab tagot, akkora“b" ~ ¥ alaka szorzatot
kapunk. llyen szorzatokbol pontosan annyi szerapdéisszegben, ahanyféleképpen enyes
kozul ki tudjuk valasztani latényest (gy, hogy a kivalasztas sorrendje nem szamitt Min

tudjuk, ezek szama megegyezik(eﬂz) binomialis egyutthatoval. Ezzel igazoltuk, hogy a
n
k
minden tényeahd| b-t valasztunk ék" tagot kapjuk. A masik végletke= n eset, amikor minden
| tényesbsl a-t valasztunk éa” tagot kapjuk. Q.e.d.

A binomialis tételll kbvetkezik, hogy a Pascal-haromszig ik soraban szerefpbinomialis
| egyiitthatok dsszeg8 8s a tagokat ellentétessjellel 6sszegezve nullat kapunk.

kifejtésben( ) -a“b" "k alak( tagok szerepelnek éskitirtéke lehet 0, 1, 2,.n, Ak =0 esetben

3.1.9.2. TETEL. Pascal haromszog sorainak dsszegezjiiv és valatakozo dijellel
Tetsdleges pozitiv egészesetén

k=0
.. 4 _ k. n -
@M X1 (1) =0
_Bizonyités

(i) Valasszuk a binomialis-tételben@az 1 ésh =1 esetet. Ekkor a bal oldalon

n
(a+Db)"= (14 1)"=2"szerepel. Jobb oldalon 1 mindegyik hatvanya 1, lezért > (rk]j a
k=0

P k= Z (E) szerepel. Ezzel kapjuk az (i) azonosséagot.
| k=0

A Maple Sumeljarasa képes n n
kiszamolni szimbolikus médon & | > restart (”) => (”)
fenti 6sszeget. k=0 \KJ o \k
n

binomialn, k) = 2" (1.9.3)
k=0




(i) Valasszuk a binomidalis-tételben@az-1 ésb = 1 esetet. Ekkor a bal oldalon
(a+b)"=(-1+1)"=0 szerepel. Jobb oldalon 1 mindegyik hatvanya és( -1) hatvanyai

n n
valtakozva+ 1 és-1 lesz Ezértz (Ej A k= z ( —1)k( Ej = szerepel. Ezzel kapjuk az (i)
k=0 k=0
| azonossagot.

A Maple Sumeljarasa képes n n
kiszamolni szimbolikus médon §| = restar _1k (”) =) (-1 (n)
fenti 0sszeget. tk:o( "k gb( "k
n

(-1)%binomiain, k) =0 (1.9.4)
k=0

n

Mivel a Pascal-haromszag ik sordban &-ik helyen éppen a%k

) binomialis egyiitthaté all,

ezert a sor 6sszegek 2 hatvanyai lesznek.
> restart:
for nfrom Oto 8do

cat(n". ) (se({ (:j,kzo.nJ) 2

enddo;
print(A Pascal-haromszdg elemei
0. (1),1

1. (1,1),2
2. (1,2,1),4
3. (1,3,3,2,8
4. (1,4,6,4,1,16
5 (1,5,10,10,5,1, 32
6. (1,6,15,20,15,6,1 64
7. (1,7,21,35,35,21,7,)1128
8. (1,8,28,56,70,56, 28, 8,)1256
A Pascal-haromszdg elemei (1.9.5)

|:A binomialis egyitthatdé szimmetria tulajdonsaganuija ki a kdvetkes tétel.

3.1.9.3. TETEL. BINOMIALIS EGYUTTHATO SZIMMETRIA TU LAJDONSAGA
TetsdlegesD < k < n egész szadmokra teljesil az

( ) ( - )
k n—k
Bizonyitas

Szamoljuk az egyeétég jobb oldalan szerépbinomialis egyutthatét definicio szerint
( n): n! _ n! :(n) 0.e.d
_ n—Kk (n—k!(n—(n—k))! (n—k)!-k! k) <~
| A binomialis egyutthatok rekurziv szamitasat téstaetivé a kovetked rekurziv azonossag.

3.1.9.4. TETEL. BINOMIALIS EGYUTTHATO REKURZIV AZON OSSAGA
Tetsdlegesl < k < n egész szamokra teljestl az

szimmetria tulajdonsag.




n—1 n—1) (n
(k—l) +( k j‘(k)
rekurziv azonossag.

_Bizonyités

A bal oldalon alkalmazzuk a binomialis egyitthagdinicidjat majd hozzunk kdz6s nevee

(n—ljJr(n—lj: : (n—1)! N (n—1)! _

k—1 k k—1)!-(n—k)! k!-(n—k—rl])!
: (n—1)! ( 1 +ij_ (n—1)! (k+n—k) _ n!
- (k=11 (n—k-12)! {n=-k k) (k=1!(h—k—-1)! (n—kk K-(n—KkK)!

- ()

=l

| Ezzel igazoltuk az azonossagot.  Q.e.d.

Mivel a Pascal haromszag— ik soranakk-ik eleme (ahok lehet 0, 1, 2,...n) éppen az

(E) binomialis egyutthatd, ezért a fenti rekurziv led@lkalmas az elemek kiszamitasara.
| Ugyanis 3.1.9.4 alapjan egy szam eggenfelette lev két szam 6sszegével.

Pascal-haromszidg képzési szabalya

1 3 3 1

1 4 6 4 1
N\ N N4
1 ¥ SZ \1 OZ 10 5 1

A nyilak azt mutatjak, hogy ha a szamitasban efjuidk pl. azn =4 sorig, akkor a kdvetkéz

n =5 sor elemeit az &6 sorban egymas mellett szerepkzamok dsszegei adjak. A sor elejére
€s veégere odairjuk az 1 szamot. Ezt a szabalytWégrfolytathatjuk, hogy megkapjuk a

| binomidlis egyitthatok értékeit.

3.1.10. Mintavétel visszatevés nélkul. Hipergeomekus eloszlas.

[ Visszatevés nélkiili mintavétet| beszélunk, ha edy elemi halmazbd6l-annak megkeverése
utan- talalomra kivesziumehany elemetés megvizsgaljuk, hogy mennyi a kivett mintaban a
| megkulonboztetettek (péeldaul selejtesek) szama.

3.1.10.1. DEFINICIO. MINTAVETEL VISSZATEVES NELKUL
Feltételek

() Rendelkezésre &N darab egyforma gyartmany pl. csavar.

(il) A gyartmanyok kézog darab megkulénbdztetett pl. selejtes van.
(1<s<N)




L (iii) Kivalasztunk véletlenszéen n elenti mintat visszatevés nélkiin < N)

Kérdés
Mekkoravalosziniséggekeril a mintdb& darab a megkulonboztett (vagy
selejtes) gyartmanyok kdzUulkK €0, 1, 2,..., miiin, s) lehet)

;Megoldés
A feladat megfogalmazasabal kiderdl, hogy a kivAkasok sorrendje nem Iényeges. A kérdésre
| a valaszt az alabbi lépések és szamitasok véggukkaeg.

A tevékenységek és a szamitasok lépései Ezek szama

1. tevékenység. Az dsszes letiség megszamolasa n_(N
N elem kozul kelh elemet kivalasztani gy, hogy a sorrend nem CN “In
szamit.

2. tevékenységVvalasszunk kk gyartmanyt as selejt kozul! C: = (i)
3. tevékenységvalasszunk kin — k) gyartmanyt azN —s) jo n-k _ (N-s
kozal! N-s_ | n-k
4. tevékenység. Kedvdelehetsségek megszamolasa. S N-s
A 2. és 3. tevékenyégek egylittes végrehajtasaraaszszabaly ( ) . ( )
alapjan. k) \n-k

[ Mivel a kisérlet eseménytere az
Q:{{il, i2,...,in} | g, ipenin € {1, 2,3,...N} ésij +* i|}
és ennek minden eleme egyforman valdgzéaért az

A = {a kivettn elemi mintdbank selejtessan}
esemeény valosziiségét a

) (ns)
_ kedved esetelszadma _ k) \n-k
0sszeesetelszama ( N)

n
| hanyadossal szamolhatjuk, akel 0, 1, 2,..., mirin, ). ¢

3.1.10.2. PELDA

Egy dobozbai =40 izzélampa van, amelyek koA# 5 selejtes. Kivesziink=8 izzo6t
véletlenszdien visszateves nélkil. Mennyi selejtes lesz legoblgyaldsziiséggel a
kivett mintaban?

(3.1.10.1) P(A)

[Megoldés
Képezziik a (3.1.10.1) formula > restart
alapjan Maple-ben azt a 6 elém > N,sn:=40,5,8
sorozatot, melynek elemei a s\ (N—s
k=0, 1,2, 3, 4,5 értekekre a selejtgk o (k) '(n—k)
valésziriségei! > valoszidségek= | se (N) k=0
n




.min(n, s)

N,s n:=40,5, 8
25172 35960 17360

|6sziniségek= 1.10.1
valosziisegek= | ‘o551 g2251' goos1’ (110D
Mutassuk meg, hogy a kapott 3472 280 7
valosziriségek 6sszege 1. I 802251’ 82251 82251]

B min(n, s) +1 min(n, s) +1

> z 'valoszisegek= z valOsziriségek

k=1 k=1

A selejtvalasztasok o L,
valosziriségeinek eloszlasa oszlog I(Zlvalosznzﬁsege}g 1 (1.10.2)

diagrammal. L
> evalf( valoszitiségek;

Statistic§ ColumnGrapH valészimségekoffset
=-0.1,width = 0.4,distance= 0.6,title
= Selejtvalasztasok val6s#aegei visszatevés
nélkil);

[0.3060388324, 0.4371983319, 0.2110612637,

0.0422122527, 0.0034042139,

0.0000851053

Selejtvalasztasok valés#segei
visszatevés nélkil

Egydiszkrét eloszlaskaptunk, mert a valosZiségek 6sszege 1. Az eloszlas Maple neve
Hypergeometriés magyaruhipergeometrikus eloszlasnakevezzik. Legnagyobb
valdsziriséggel a 8 kivett izzd kozott 1 selejtes lesz, gnmeH esélye kb. 0.4372.

HaX jeldli a kivett 8 izz0 kdzott a selejtek szanmadkorX értéke felveheti a0, 1, 2, 3,4, 5
ertékeket, mert sszesen 5 selejt van és igy @hBlselejtet nem tudunk kivenni, hiszeam
tesszik vissza kivett izzokat! AStatisticscsomag
RandomVariable Hypergeomett#t0, 5, 8 ) eljarasaval kdzvetlenil meg tudjuk adni azKaz
| valtozét, amely a fenti tulajdonsagokkal rendelkezi

> with( Statistic$ :

> X := RandomVariable Hypergeomett#0, 5, §)) :

> sed Probability X=k), k=0..5)
25172 35960 17360 3472 280 7 (1.10.3)
82251’ 82251’ 82251' 82251’ 82251’ 82251 T




Ezek a valosziiségek rendre ugyanazok, mint amit asbblkaptunk. Tehat szamolhatunk
kozvetlenlla binomialis egyutthatok alapjan. Vagy szamolhaitjizvetveaz eloszlas értékeit, a
Hypergeometriés aProbability eljarasok alapjan! Azt valaszolhatjuk a kérdésogy azX =1
|_[esemény valosziisége a legnagyobb B§X=1) = 0.4372.

3.1.11. Mintavétel visszatevéssel. Binomialis eltsz.

Visszatevéses mintavétedt beszélink, ha egy elemi halmazbdl- annak megkeverése utan-—
taldlomra kiveszinkgyeséveh elemet.Minden kivalasztas utdnegvizsgaljuk hogy a kivett
elem megkulonboztetett-e vagy sem, majd minderi@tkaalvisszatesszila kivett elemet.
Kdzbenfeljegyezzik hogy a vizsgalat milyen eredménnyel zarult. Ugyaikérdezzik, mint a
3.1.10. pontban, hogy mennyi valos®@aggel lesz a kivettelenmi mintabark szamu
| megkulonboztetett (azaz selejtes)?

3.1.11.1. DEFINICIO. MINTAVETEL VISSZATEVESSEL
Feltételek
(i) Rendelkezésre aN darabegyformagyéartmany pl. csavar.
(i) A gyartmanyok kozot darab megkulonboztetett gelejtesvan.
(1<s<N)
r (i) Kivalasztunkegyelemet véletlenszéenN kozul.
1 (iv) Feljegyezzik, hogy milyen elemet vettlinkdelejtes-evagyjo!
1 (v) Visszatesszlla kivett elemet és folytatjuk a (iii) pontnal, aglamign
| elemet nem veszink ki 6sszesen.

Kérdés
Mekkoravalosziniséggekeril a mintdb& darab a megkulonboztett (vagy
selejtes) gyartmanyok kozul, akot 0, 1, 2,...n lehet.

| Megoldas

A kiulonbség jol lathat6 a 3.10.1. ponthoz kepesvelMegyeseével vesszik ki az elemeket, majd
fellegyezzik hogy selejtes-e vagy jO €s visszatidsaxkivett elemet, ezért egyrészt a
kivalasztas sorrendje szamitMasrészt minden alkalommal ugyanazzaNademi

alaphalmazzal talalkozunk a kivalasztaskor. A kerel@dandé valaszt az alabbi tevékenységek
| és szamitasok mutatjak.

A tevékenységek és a szamitasok lIépései Ezek szama

1. tevékenység. Az dsszes letiség megszamolasa Vi i_ N"
n helyre kell bepakolnN elem kozll tetsdeges ismétlési -
lehetiséggel

ahova a 3.tevékenység sorarsaelejt kertl ismétlési C =

2. tevékenységValasszuk ki azt & helyet az hely kozdl, (n)
lehetséggell

3. tevékenységTegyunk selejteket lakivalasztott helyre az Vk,i K
sselejt kdzul valasztva ismétlési lebstggel! s

4. tevékenységlegyunk jo alkatrészeket a maradék— k) Vi Ki_ N —
helyre az(N — s) jo alkatrész koziil valasztva ismétlési N—s ( s)
lehetiséggel!

A 2., 3. és 4. tevékenyégek egylttes végrehagt&zarzas-

5. tevékenység. Kedvdizlehetbségek megszamolasa. (n) K n—k



szabdly alapjan.

[ Mivel a kisérlet
Q={ (g igeenip) [igipenin € {1,2,3,..N} }
esemeényterének minden eleme egyforman valdseeért az

A = {azn elemi mintdbanrk selejtesvan}
esemény valosziisegét a

k e (k) EN=9" "
(3.1.11.1) P(A) = lgdveéf esetelsz'ama:
0sszeesetelszama N"
| keplettel szamolhatjuk, ahlbk 0, 1, 2,...1. &
A (3.1.11.1) képletet egysZdab alakra hozhatjuk, ha bevezetjik a
- S
P=N
selejtaranyjeldlést! Ugyanis a nevében elvégezzik a¢” = N“N" ~¥felbontast
& (IN=9" T
P(A)= : : = ‘P(1—p) (k=0,1, 2,...n)
k Nk Nn —k k

Ez a képlet dinomialis eloszlasképlete, amely szerint a valésiasgég nem fligg a nagy halmaz
N méretéil és az selejtszamtél kozvetlenll, csalp & % selejtardnyon keresztil. Ez igy
logikus, hiszen a kivett elemek visszatevése miaitden esetben ugyanazokkal az

| alkatrészekkel allunk szembe a huzéstel

3.1.11.2.PELDA

Egy dobozbai =40 izzolampa van, amelyek koz# 5 selejtes. Kivesziunk= 8 izz6t
véletlenszdien visszatevéssel. Mennyi selejtes lesz legnagyaliiszirfiséggel a kivett
mintaban?

[Megoldés

Képezzik a (3.1.11.1) restart

formula alapjan Maple- N,s n:= 40,5, 8;
ben azt a 9 eletn s
sorozatot, melynek elemeg| = P = "’

a
k=0,1,2,3,4,5,6,7,8 valoszirisegek= sec{ (E) P(1-p)"Kk= O.n)
valtpztgt,as,aval a selejtek N,s n:=40,5,8
valdsziriisége. 1

P="g

5764801 823543 823543
16777216 2097152" 4194304’
Mutassuk meg, hogy a 117649 84035 2401 343
kapottvalésziﬁ’ségek 2097152" 8388608 2097152" 4194304

osszege 1! 7 1 }
2097152’ 16777216

vV V

\

valbszidiségek= [ (1.11.2)




n+1 n+1
> Z 'valészinisegek= z valoszimsegek
k=1 k=1

9
A selejtvalasztasok O valoszimiségek= 1 (1.11.2)
valosziriségeinek L k=1
eloszlasa oszlop > evalf( valosziriségel;
diagrammal. Statistic§ ColumnGrapH valdszidiségekoffset=-0.1,width

= 0.4,distance= 0.6,title
= Selejtvalasztasokalosziiségevisszatevéssgl
[0.3436089158, 0.3926959038, 0.1963479519,
0.0560994148, 0.0100177527, 0.0011448860,
0.0000817776, 0.0000033379, 5.9604644786]10

Selgjtvélasztasok val szindiségei visszatevéssel

Egydiszkrét eloszlaskaptunk, mert a valosZiségek 6sszege 1. Az eloszlas Maple neve
Binomiala magyar nevikinomidlis eloszlas Legnagyobb valdsziiséggel a 8 kivett izz6 kozott
1 selejtes lesz, amelynek esélye kb. 0.3927.

HaY jeldli a kivett 8 izz6 kdzott a selejtek szansdkorY értéke felveheti a
0,1,2,3,4,5,6, 7, 8 értékeket, mert akar minden esetblejtet vehetunk ki, hiszen

visszatesszUla kivett izzokat! AStatisticscsomag?andomVariablé BinomiElB, 4io ) )

| eljarasaval megadhatjuk azt¥azaltozot, amely a fenti tulajdonsagokkal rendeikez

> with( Statistics :

> Y:= RandomVariablé BinomiéB, A%)) :

> sed Probability ¥=k), k=0..8)
5764801 823543 823543 117649 84035 2401 343
16777216 2097152" 4194304’ 2097152" 8388608 2097152’ 4194304

7 1
2097152" 16777216

(1.11.3)

Ezek a valosziiségek rendre ugyanazok, mint amit abblkaptunk. Tehat, lehet szamolni
kozvetlendl a képletek alapjan. Tovabba, megkapkay eloszlas értékeit kozvetve a
Binomialés aProbability eljarasok segitségével! Hasznalva ezeket a jelkétsa kérdésre a
_[valasz az, hogy legnagyobb valésd@ge ax =1 eseménynek lesz éskzY=1) = 0.3927.

¥ 3.1.12. Kombinatorikai és valoszitiségi példak és megoldasok Maple-vel




A kombinatorikai példak megoldasai soran alkalmézzdenti elveket, szabalyokat és
leszamlalasi algoritmusokat. Sok esetben tudunkidamgramot irni, amely megszamolja egy
adott tipust halmaz elemeit. Igy eleizhetjik, hogy a szamolas alapelveit helyesen
alkalmaztuk-e! Sok esetben az azonossagokat szkuabah is tudjuk Maple-ben igazolni!

V¥ 3.1.12.1. 6SSZEADAS ES SZORZAS SZABALYOK EGYUHS ALKALMAZASA

Vannak olyan feladatok, amelyekbenteszeadas-szabalyt és a szorzas-szabalyt
| egyuttesen kell alkalmazni.

3.1.12.1. PELDA. Osszeadas és szorzéas szabalyokiigg alkalmazasa
A BASIC programozasi nyelv kezdeti verzidiban @gjtozé névallhatott egy vagy két
karakterldl. A valtozo nevek képzéseére a kovetkszabalyt kellett betartani:

(i) Ha a név egy karakteres, akkor ez a karak&§ betis angol ABC egy
befije lehetett.

(i) Ha két karakteres valtozo nevet hasznalunkpakz el$ karakter
alfabetikus, mig a masodik alfanumerikus karaldbetett.

(i) A kis és nagy bdiket a rendszer nem kulonboztette meg.
Hany kilonboa valtozé nevetehetett maximalisan képezni egy BASIC programeiiilh
ha feltesszik, hogy ezek kozilaglalt kulcsszévolt, mint pl. az if” ?

[Megoldés

Az Atevékenység jelentse azt, hogy 1 karaktg
hosszu valtozd nevet valasztunk. A= {avaltozonévl karakterhossz({

=

A B tevékenyseég jelentse azt, hogy 2 karaktef
hosszu valtozé nevet valasztunk. B = {a valtozénév2 karakterhossz(

Amennyibem(A) jeldli az 6sszes lehetséges 1 hosszUsagu valnakszamat &5 B)
jeléli az 6sszes lehetséges 2 hosszusagu valteek sedmat, akkor nyilvanvalé hogy az
Osszes képezhel vagy 2 hosszusagu nevek szamat az
n(AVB)=n(A) +n(B)

0sszeg adja, mert egy név egyszerre 1 és 2 kavéktem allhat. Tehat ekkor az 6sszeadasi
| szabalyt kell alkalmazni.
| Szamoljuk kin(A) értekeét!
Ha a valtozo név 1 karaktéilall, akkornem lehet szamjeggtvalasztani. Ezért az alabbi 26
| karakterldl lehet kivalasztani egyet.

1 2 3 4 5 6 7|8 9 |10 |11 |12 |13 |14 (15 [ 16 (17 [ 18 [ 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26

a b c d e f [s] h i j k 1 m n o P q r s t u v w X y z

;Ezt a valasztast, tehat Azevékenységet 26 féleképpen tehetjik meg, azét = 26.
Szamoljuk ki mosh(B) értékét!
Felbonthatjuk & tevékenysegd, ésB, résztevékenysegekre!

B, jeloli a valasztasi tevekenységet adddarakter poziciora vonatkozéan.
B, jeldli a valasztasi tevekenységet a masodik kargkdziciora vonatkozoan.

A B, résztevékenysegre adadekhez hasonldéan most is 26 lefsgtgunk van, igy

n( Bl) =26.

A B, résztevekenysegre viszont 36=26+10 lébeglnk van, mert a masodik karakter
pozicié helyén valaszthatunk a szamjegyek {0, 1, , 8, 6, 7, 8, 9} koziil is. igy




_n( Bl) = 36.
Miutan aB, résztevekenységet valahogyan végrehajtottuk, aaBatevékenységre minden
esetbem( B,) =36 valasztasi lehéségiink maradt. Ezér= B, A\ B, tevékenyseég
végrehajtasi lehéségeit a szorzasi szabaly alkalmazasaval szanmi&hateg
i n(B) :n(Bl)-n(BZ) =26-36 =936.
fgy az 6sszes 1 vagy 2 karakteres nevek szaméa&isarddas-szabaly alapjan kapjuk
n(AV B) =n(A) +n(B) =26 + 936 = 962
Mivel azonban ezek k&zott 5 foglalt kulcsszo vargrea feladat megoldasa 9625 = 957
__Lmegengedett valtoz6 név.

n 2
¥ 31122.A (2 ”) = (T) AZONOSSAG BIZONYITASA

n <0
3.1.12.2. PELDA. Azonosséag a binomidlis egyiitthaték
Mutassuk meg, hogy teljesul a binomialis egyuttket@z alabbi azonossag
n 2
2-n) _ (n)
( n j;) j
[Megoldés
A Maplecombinamewi |[> restart: with(combina} : unassigri ', §°) : tabla:= NULL :
kombinatorika o) & ()2
csomagjaban inomial for n to 10 do tabla:=tabla [n, ( )Z ( ) end do:
(n,k) eljaras szolgal az . nJ j=o\J
(E) binomialis array[ n, (Znnj binomial( h',j)?|, tabla
=0
egyiitthato értékének : ’ )
kiszamitasara tetsleges . : , , ,
n és k érték esetén!%\ n binomial 2n, n) __Oblnomlal(n,J)z
binomialis egyutthaté a 1=
palettan is megtalalhatd 1
ikon formaban! Irjunk 5 6
olyan ciklust, amely
kiszamolja az 3 20 20
egyenbség bal oldalat
n=1-t6l kezdsdéenn= 4 0 70 (1.12.2.2)
10-ig és a jobb oldalat 5 252 252
pedig asum eljarassal!
A sumeljaras a palettan 6 924 924
szumma jel formaban 7 3432 3432
taladlhato. A kulonboa
n értékekre kapott 8 12870 12870
szamokat tegyuk be egy 9 48620 48620
toémbbe az
attekinthetség kedvéért] 10 184756 184756
| >

[Léthat()an az azonossag n =d 10 -ig fennall.




Az azonossag tetsleges n-re valb bizonyitasahoz tekintsik a kdvéikeadellt!
Egy urnaban legye2n darab golyd, melydl n darab piros és darab kék szinh A kbvetked
| abran =2, 3, 4és5 esetén abrazolja a kiindulo allapotokat!

n=35

n=2

Az azonossag bal oldalan szet’e(;?r']n) szam megegyezikZa darab golyobol
| ennyiféleképpen lehet kivenmidarab golya6t!

Az alébbi programrészlet (> n:= 3; pirosak:= [seq cat pirosk),k=1.n)];
t_etsz(ileges n-re kepez két kékek= [sed caf kék), k=1.n)]
listat, amelyben piros n:=3

illetve akék golyék'nevei pirosak:= [ pirosl piros2 piros3]
vannak megsorszamozva.

i kékek= [kék1 kék2 kék3 (1.12.2.2)
> choosé[ op pirosak op( kékek], n);

A '‘choosekeljaras megadja 2:'n" _ 0

az 0sszen elendi ( n' ) =nops %

kivalasztast &nelem kozall | [ [kék1 kék2 kék3, [kék] kék2 piros1], [kékl
kék2 piros2], [kék1 kék2 piros3], [kékl
kek3 pirosl], [kék1 kek3 piros2], [kékl
kek3 piros3], [kék1 piros], piros2], [kékl
piros], piros3], [ kék1 piros2 piros3], [kék2
kek3 pirosl], [kék2 kék3 piros2], [kek2
kek3 piros3], [kék2 piros], piros2], [kék2
piros], piros3], [ kék2 piros2 piros3], [kék3
piros], piros2], [ kék3 piros], piros3], [kék3
piros2 piros3], [ pirosl, piros2 piros3]]
binomiall 2n, n) =20 (1.12.2.3)

[ Ezeket am elemt kivalasztasokat tekinthetjik ugy is, hogy
kiveszlink j daralpiros golyot és hozza valasztukmj) daralkék golyot.
A | darab pirosat azdarab pirosb()( ?) -féleképpen véalaszthatjuk ki.

Az (n-j) darab kéket am darab kéeksl



(n rlj) - féleképpen valaszthatjuk ki.

igy aj darabpiros goly6t és hozza an-j) kék goly6 kivalasztasanak tevékenységét a
szorzas szabalalkalmazasaval kapjuk meg, tehat ezek szama

Mivel azonban a binomialis egyutthatéra tteesUI(anzrlj ):(Jn) azonossag, ezeért a fenti

(626 (=0
i) \n=j) i) \] j
értékkel. Itt § =0, 1, 2, ..., riehet és a kulonbdz értékekhez tartozé kivalasztdsok egymast
paronként kizarjak, ezért ésszeadasi szabalkell alkalmazni az 6sszes n elgm
kivalasztas megszamlalasahoz! Tehat az 6ssrelemi golyok kozil az 6sszeselemi
n
2
kivalsztds megegyezik £ (T) 0sszeggel!
j=0

szorzat megegyezik az
2

Ezzel az azonossagot bizonyitottule.

Szemléltessiik a lefrtakat!|[ > tapla:= NULL :

Irtunk olya,n Maple for j from 0 to n do

program _reszlet,et, a_mely T := cartprod( [ choosé{ of pirosak,j),
mklusbar] ;O—tol n-ig choosé { op kékek,n—ij)]);
felsorolja g darab piros €s while not T|finished do

hozz&(n-j) darab kek golyd tabla:= tabla T[nextvalug( )
valasztasat. A kivalasztastp end do

‘chooseeljaras vegzi, mig end do:

az egymashoz rendelést 4| >
‘cartprod’ nevi Descartes || > tapla

-szorzabt megadd n
eljarassal képezziik. gy ap| > binomial(n, §*)% = nopg [ %)
adatstruktira eggorozat i'=0

>

lesz, melynek minden tagj o _ )
egylista. Minden lista elem| [ { }, {kék1kek2keék3 ], [ {pirosl}, {kékl

je)]

két halmazt tartalmaz, az kék2 1, [ { pirosl}, {kék1kék3 ], [ { pirosl},
egyik halmaz megmutatja {kék2Kkék3 ], [ {piros2}, {kéklkéka ],
hogy apiros golyokbol

mely golyokat valasztottuk [ {piros2}, {keklkek3], [{piros2}, {kekz
ki, mig a masodik halmaz kék3 ], [ { piros3}, {kékl kek2 ], [ { piros3},
megmutatja, hogy kék {kék1 kék3 1], [ {piros3}, {kék2kék3 ],
golyokbol mely golyokat [ { piros], piros2}, {kék1 ], [ {piros]
valasztottuk ki. piros2}, {kék2 1], [ { piros], piros2}, {kek3 ],
[ { piros], piros3}, {kékL ], [ {piros],
piros3}, {kék2 ], [ { piros], piros3}, {kek3 ],
[ { piros2 piros3}, {kékL ], [ {piros2
piros3}, {kék2 ], [ { piros2 piros3}, {kék3 ],
[ { piros], piros2 piros3}, { }]

(1.12.2.4)




3
L binomial 3,j)%= 20 (1.12.2.4)
j=0
[>

A végére hagytuk a csattanot, mert a bizonyitddaple megvalaszolja szimbolikusan
tetsdleges pozitiv egészesetén, haeonverteljarassal atalakitjuk a jobb oldali 6sszeget
| binomialtipusra, és kdzben feltessziik, hogy 0 egész.
unassigni'n’, j') :

n

n
binomial(n, j )2 = conver( binomial(n, j )2, binomial| assumingn::posint
j=0 j=0

n

Zbinomial(n, ] )2 =binomial 2n, n) (1.12.2.5)
j=0

V¥ 3.1.12.3. KET GOLYO HUZASA2-n FEKETE ESn PIROS GOLYO KOZUL

3.1.12.3. PELDA

Egy dobozban 2n fekete és n piros golyo van. Kihkatéletlenszdrenegyszerre két
goly6t a dobozbdlVan-eolyann > 1 érték, amelyre ugyanakkora az esélye az két{
golyo szine azongses B={ a két golyo szine kulénbtd eseményeknek.

Megoldas
Az 6sszeadas szabablapjan

P(a két golyé azonos s#ixr

A szorzéas-szabalalapjan

()(4)
P(a két goly6 kUIbnbdZszirﬁF%
)
Arra keresunk feltételt, hogy a két esemény vatiséige egyefillegyen. Mivel a neveik
azonosak, ezért a két valédmng egyerdiségére a szamlalok egyésggét irjuk fel!

> restart:
(2:'n)-(2:n—1) n n-(n—1)
2 2

egyenlet=n (2n—1) +% nn—1)=2n

egyenlet= =(2:n)-n

2 (1.12.3.1)

(A kapott masodfoku egyenlet nel osztva el fokura redukalhatd, amelyesalveMaple
| paranccsal megoldunk!

> megoldas= solve( ggneLnlet' {n})
megoldas= {n=3} (1.12.3.2)

(A megoldas = 3. Tehat, ha egy dobozban 6 fekete és 3 piros gappakkor keti golyot



visszatevés nélkil kihlizva azonos szifi hlizas esélye ugyanakkora, mikiigdnb6z6

szinii huzédsnak. Ugyanis ('jsszes(e6n; 3) = (g) = % = 36 -féleképpen huzhatunk ki 2

golyot. Ebll akilonb6zé szini huzasoknal 6-bol 1-et €s 3-bdl 1-et kell huzni, ezért

dsszesen 6+3=9 lelisg van. A maradék 189 =9 ugyanennyi lehéség, az azonos s#in
| hizasok szama.

3.1.12.4. SZULETESNAPOK EGYEZESE

3.1.12.4. PELDA

(a) Mekkora a valGsziisége az

A, = { nféscsoportbarvanlegalabb2olyanemberakikszuletésnapjazévugyanazomapjaraesik}
eseménynek egy= 20 f6s csoportban?

(b) Valtoztassuk a csopamtmeretét 1 és 366 k0zott es rajzoljuk feAgesemenyek
valGsziriségét!

(c) Hatarozzuk meg annak a csoportnak azéretét, merr@(A]) =0.5!

Feltételezzik, hogy a csoport téfleges tagjanak a sziletés napja ugyanolyan eséllye
| eshet az év 365 napjanak barmelyikére. A 8&&t hagyjuk figyelmen kival!

| Megoldas
(a)Kezdjuk az eseményter elemeinek leirasaval. Egyeestiiletésnapja az
S=4{1,2,3,..., 365
napok barmelyikére ugyanolyan eséllyel eshet Hmber lehetséges sziletésnapjainak
variécioit vizsgaljuk, akkor a3 halmaz-szeres Descartes-szorzatat kell venni 6nmagaval.
Tehét

Q ={ n ember sziletésnapjainak kulonbdehetségei}€2 x Q x...x Q = Q"

- Q={(k kp.r k)| €Sj=1,2,..0n}.
Ezért az 6sszes lelbetg a3Q| = Vas, = 365" ismétléses variacié modelljévedzamolhato,

amely a Descartes-szorzat elemeinek szama. Adlgg&ts szerint minden variacio
| egyforman esélyes, ezért klasszikus valdsgtgi me#vel van dolgunk.
A szamitast a

P(A) = kedved esetek szama #A, _ |A
( ) Osszegsetelszama  #0Q Q|
| formula alapjan végezhetjik el, aholfzesemény a példa szovegében szerepel.

_R('jgzitsuk Maple valtozokba az év napjainak szamat@oponh méretét, majd adjuk meg
| az 6sszes variaciok szamat!

> restart:
napok:= 365;n := 20;
> @sszes lehéség:= napoK
napok:= 365
n:=20
0sszes lehéség:= (1.12.4.1)
176139714928962633996589902949012825021743774434062

[ Az Bsszes lehéségek szama meglégn nagy, amely kiszamitadsa nem okozott gondot a
| Maple szamara, hiszen kb. 500 000 decimélis jetyykkezelni.




Az A esemeny elemeinek megszamolasa helyett konyebénkaini atagadas esemeny
A ={a csoport minden tagjanak a szuletésnapja adinboz napjara esik }

A= (K Koo k)| K €S K £ K, i,1=1,2,...n}
elemeinek szamat. Ennek megszamolasahaaraalés nélkili variacié modelljéthivjuk
segitseguil.
Az el ember az év 365 napjanak barmelyikén szilethatadodik ember mar nem
szllethet azon a napon, mint amelyiken a& etaber szlletett, ha Ag tagadas esemény

lehetiségeit keressiik. Ezért 364 olyan napot lehet kijefdmasodik ember szamara,
amelyiken szilethet! Folytatva a lebségek megszamlalasat, mindig eggyel kevesebb lesz
azon napok szama, amelyen egy csoportbeli embkatisetl Az n=20-ik ember
szlletésnapjara marad

(365—20+1) =346
| valasztasi lehéség a napok kozul!

A szorzas szabalyt kell alkalmazni&z || > Lehetiségek szama, hogy mindenki
elemeinek megszamolasara kilonb6z napon szuletett= napok

/ (napokn)!
365! Lehetiségek szama, hogy mindenki.12.4.2)
[ASd| = 365364 346 = (365—20)1 kiilbnb6 napon sziletett
V2%, 10366907533424609448441029\

91873410166195245875200000

vagyis a kedvezesetek 365 elem 20-ad| [~
osztalyu ismétlés nélkili variacidival

egyezik.
_I'gy a tagadas esemény valos@iege tetslegesn tagu csoport esetén
365! (365) nl
365—n)! n '
o ) = _
(%) 369 369

> Esély arra, hogy mindenki kilénkbaapon szlletett
o := evalf( Lehefségek szama, hogy mindenki kuilomsboz
Kérjuk a Maple-6l a napon sziiletetbsszes lehéség
hanyados kozetittizedes| | Esgly arra, hogy mindenki kiilonitaapon (1.12.4.3)

n HFE4 |
tort alakjat! sziletett= 0.5885616164

>

[ > Esély arra, hogy legalabb 2 ember ugyanazon a napon

A tagadas esemeény és gz sziletett=
eredeti esemény 1
valosziriségei kozott — Esély arra, hogy mindenki kiilonkibaapon sziletett
P(A)=1—P(A) Esély arra, hogy legalabb 2 ember ugyanazon a (1.12.4.4)
Osszefliggés teljesdil. | napon szlletett 0.4114383836
>

[ Tehat 20 6s csoport esetén kb. 41,1% az esélye annak, haglegalabb 2 ember, akik
| szuletésnapja ugyanazon napra esik. Ez a vals#jrmeglefen nagy.

(b) Véltoztassuk a csopantméretét 1 és 366 kdzott és rajzoljuk fel az




| valdszirtiségeit!

A, esemeények

Ha a csopom=1 embersl all, akkor >
A, =2 a lehetetlen esemeny és RyA, )

=0.
Ha a csopom =2 emberldl all, akkor

_, 365364 _ 1
P(A) =1 3658 365 S

P('n'=2)=1
napoK
_ (napok— 2)!
napoﬁ
a1
P(n=2) = 365 (1.12.4.5)

A masik véglet az n=36&$ csoport, mert

akiknek a szlletésnapja azonos napra esiK
P(Ayg6) = 1. (Iasd a skatulya-elvet). L

1 _ napok
ebben biztosan van legalabb 2 ember, > P('n'=365) = 1—eva|f( j
P(n=365) =1.0000000000 (1.12.4.6)

Nézzilk a szamitast= 365 s csoportra | =~ _ ) o
365! Gyakorlati szempontbdl 1 valostgeget
P(Asgs) =1 — 2655 | kaptunk.

napok®®

Képezzik a valdsziiségek
sorozatat a megtalalt
univerzalis képletettel

100

> valbsziniségek=

n=1 é: =100 csoport
meéretek kdzott!

set{ eval{ 1-—

365'

csoportban, akik az év
ugyanazon napjan szilettel,
ha noveljuk a csoport L
méretét. >

| >
A valbsziniségek palcika > DynamicSystem®iscretePlot [ se¢q m =1..100) ],
vagy tuske diagrammijat a valdsziriségekstyle= stem color = blue, labels
DiscretePloteljarassal = [ A csoport méret&/aldsziriségek, title
készitjik el, amely a = A val6sziriségek ndvekedése a csoport méretének
DynamicSystemssomagban novekedésevel!
talalhato. A valosziiségek novekedése a csoport

mér etének novekedésével!

Az abra azt mutatja, hogyar

novekszik annak e 0.
valbszirisége, hogy van Valosziniisegek
legalabb 2 ember a 0

10 30 50 70
A csoport mérete

100

_(c) Hatarozzuk meg annak a csoportnak azéretét, merr@(Ah) =05!

gyors meiiben egy "Manipulator" alméi

Keresstuik ki a fenti szamok koézul a 0.5 hatdrs P('n'=22) =val6szitiségek22],
atlépeést az abra felnagyitasavall Ha az egdr  p('n'=23) =valdszimiségek23];
jobb gombjaval az abran klikkelunk, akkor|@ap(n=22) =0.4756953077P(n (1.12.4.7)




talalunk. Ebben "Scale" a nagyitast, a "Pa

" =23) =0.5072972343
az abra mozgatésat végzi. >

| megleen keves!
Megjegyzés:Tandran kérdezzilk meg a hallgatdkat, hogy az dyikmeapjan szilettek és
irjuk ezeket a tablara. Ellérizziik az egyezésekre kiszamolt valoézéyet!

3.1.12.5. CSOPORTOSITAS ES A MONTE CARLO - MODSZER

[ Lathato, hogy =22 6s csoport esetén a valosiseg 0.4757, még kisebb 0.5-nél, viszont
n =23 f6s csoportnal 0.50729, mar nagyobb 0.5-nél. Ezéfb 2Bgend a feltételhez, mely

3.1.12.5. PELDA. Csoportok kialakitasa
Egy mluzeumi latogatassoran valamely 15§ tarsasagban 4 lany van. A tarsasagot 3
idegenvezeihoz kell beosztani ugy, hogy mindegyik csopordtast alljon!
(a) Hany kilonb6é 5, 5 és 5ds csoportot képezhetiink 6sszesen? Irjuk le a saamit
menetét!
(b) Szamoljuk meg, hogy az

A ={aketty — ketts lany egy-egy csoportba keriil}
csoportositasnak hany kulonldédeme van?
(c) Mekkora az esélye egy véletlenszesoportositasnal azesemény éfordulasanak?
(d) Generaljunk 500 véletlens#ieBx5 6s csoportositast! Vizsgaljuk meg, hogy a véletle

esemeény relativ gyakorisagait, majd rajzoljuk feb#dsziriséggel egyutt! Milyen
kovetkeztetést vonhatunk le?

csoporositasok kozul melyik tartozik Azészhalmazhoz és melyik nem! Szamoljuk kRaz

=)

N

Megoldas
(a) A feladat megfogalmazasabol az alabbiak kovetkezne
(i) A csoportokon belil sorrend nem szamit
L (i) A csoportok egymas kozotti cserégeamit
Az eseménytér létrehozasara 2 kiloridmdellt is adunk.
1. Modell. Legyenek a késziteticcsoportok nevet,, C, esC,. Kezdjuk aC, csoport 5

emberének kivalasztasaval. A kilonbdavalasztasok szama

' . . . .
- (155) _ 15! _ 1514131211 51000 _an0s

~ 511100 5432
| mert az emberek kivalasztdsanak sorrendje nem g8zami

> restart: with(combinaj :

= ()

n, := 3003 (1.12.5.1)

A C, masodik 5 és csoportba a maradék 10 ember kozll lehet vakiszfét (gy, hogy a
sorrend nem szamit! Ezt megtehetjik

_(10\ _ 10! _ 109876 _, , - _
nz—(5)— 5151 - 5432 02065252
| kilonb62 moédon.
> n, := binomial 10, §
n,:= 252 (1.12.5.2)

[> 32786



| 252 (1.12.5.3)

[ A maradék 5 ember alkotjaCy harmadik csoportot. A két kivalasztasi léisgtgek szamanak

szorzata megadja az dsszes léhiget! Ugyanis az dlkivalasztas minden elemét
folytathatjuk a masodik kivalasztas barmelyik elggie
Az alabbi el abra fuggvényszéen mutatja, hogy tetélegesC, 5 6 kivalasztasat

folytathatjuk aC, 5 f6 tets@leges kivalasztasaval. @ elemei 5 §s csoportokat jeloinek és
C, halmaz elemei is mas Bkl allé csoportot jeldinek. igy az abra sematikuaan
szimbolizalja, minden pontbdl 252 halmazra mutat iye C, ket kilonbos elemels

mutat6 nyilak nem ugyanazokra az elemekre mutatnak.

A masodik abran graf eldgazdsok mutatjak 8303 hozzarendelést, majd mindegyik
elemhez 252 masodik hozzarendelés tartozik. A hdiknébra a Descartes-szorzat
szemléltetése. Vizszintes tengelyen a 3003 eleggpféigesen a 252 elem. A racspontokban
az egymashoz rendelések lathatok. Mindegyik alwa@matkozik, hogy a masodik

| hozzarendelésnél a halmazok valtoznak!

A
{ 252
0

3
O%fész 11':’ 3008

(a) Két halmaz egymashoz rendelése (b) Graf Gteimet megszamolasa (c) Két halmaz Descartes-
szorzata

(> Osszes= n;-n,
0sszes= 756756 (1.12.5.4)

;Tehét a csoportositasi kisérlet dsszes lehetsémpenétele egy 756756 elérhalmaz.

Ha abinomialis egyutthatokat 6sszeszorozzuk, akkemétléses permutacita emlékeztét
képletet kapunk

(15) . (10) ) (5) _ 15! 10! _ 15! _p>55
5)\5)\5) 510! 5!-51 ~ 5I.51.51 15
Tehat egy 15 eletnhalmaz sorba rendezéseinek szamat kaptuk, amebylieés 5 elem
azonos.
2. Modell. A fenti ismétléses permutacié adja az Ujabb maittdtét. A 15 embert allitsuk
egy rogzitett sorrendbe, majd osszunk ki kozottdlaab egyes, 5 darab kettes és 5 darab
harmas szamot tartalmazo papir lapot véletleispéMindenki abba a csoportba tartozik,
amelyik szamot kapta. Ez éppen a 15 elem ismétfsmsutacidja, melyben 5 egyes, 5
kettes és 5 harmas isnt@tik. Maple-ben ezek szamatraltinomiak 15, 5, 5, 5 eljarassal
lehetszdmolniilletve a

permut¢[1,1,1,1,1,2,2,2,2,2,3,3,3,3]83
| eljarassal lehedléallitani!
> multinomial 15, 5,5, 5

756756 (1.12.5.5)



| > Qi=permuté[1,1,1,1,1,2,222,2,3,3, 3, 3]B#ennek szamitasa sokaig tart

> nopg{Q); Q5 40

756756
[11,1,1,1,1,2,2,3,2,3,2,3,3,3,,41,1,1,1,1,2,2,3,2,3,3,2,2,3],3 (1.12.5.6)
1,1,1,1,1,2,2,3,2,3,3,2,3,2],31,1,1,1,1,2,2,3,2,3,3, 2, 3, 3],
[1,1,1,1,1,2,2,3,2,3,3,3,2,21,31,1,1,1,1,2,2,3, 2,3, 3, 3, 2,
1,1,1
1,1,1

(1,1,1,1,1,2,2,3,2,3,3,3,3,2],41, 1,
(1,1,1,1,1,2,2,3,3,2,2,3,2,3],31, 1,
[1,1,1,1,1,2,2,3,3,2,2,3,3, 3]

| Tehat 0sszesen 756756 eleme van az esemenytéernek.
(b) Szamoljunk meg, hogy az
A ={aketty — ketty lany egy-egy csoportba keril}
| részhalmaznak hany kulonbeleme van?
Ehhez a 11 fiut ugy kell a csoportokba osztaniyty@, 5 kertljén az egyes csoportokba!
Mivel az (i) feltétel alapjan a csoportok egymé@z@tti sorrendje szamit, ezeért a fidk ilyen
beosztaséat alapvin az alabbi 3 kilonbézanddon tehetjik meg
3,3,5
3,5,3
53,3
| Ezek szamat szamoljukultinomialeljarassal
> k; == multinomial11, 3, 3, 5;
k, := multinomial( 11, 3, 5, 3;

ky == multinomial(11, 5, 3, 3;

1,2
3],2
,2,2,3,3,2,2,2,3,3],3
,2,2,3,3,2,2,3,3,2],3

k, := 9240
k,:= 9240
ky:= 9240 (1.12.5.7)

[Ezek a csoportositasok mind kulonbék, mert az 5 filt tartalmazo6 csoport minden esetbe
mas-mas idegenvesiz kertl! A 3, 3 fiu mellé tudunk 2, 2 lanyt betssz és igy lesz meg

minden csoportban az 6.fA 4 lany 2, 2 csoportra osztés@) =6 -féleképpen tehetjik
_meg!

> lanyok:= binomial( 4, 2;
choosé[ L1L2 L3, L4], 2)

lanyok:= 6
i [[L1,L2], [LL, L3], [L1, L4], [L2 L3], [L2 L4], [L3, L4]] (1.12.5.8)
> kedved == (k, +k, + k;) lanyok
kedved := 166320 (1.12.5.9)

[ Tehat a kedverzesetekr$A = 166 320 csoportositast kaptunk, amikor dedietts 1any
| ugyanahhoz a csoporthoz tartozik.

| (c) Mekkora az esélye egy véletlenszesoportositasnal azesemeny éfordulasanak?

A lanyok ilyen csoportositasanak esélye a kedesetek és 0sszes esetek szdmanak
| hAnyadosa, mert minden csoportositas egyformapessél




kedved

> = ; If( 9%
P " ;evalf( %
20
p=—
0.2197802198 (1.12.5.10)

Tehat kb. 21.986 annak esélye, hogy egy véletlen csoportositasn sodalany kozil kedt
ketts ugyanabba a csoportba keriil. Azt mondhatjuk, llhgyan minden 6tddik

| csoportositas megfetel
(d) Generaljunk 500 véletlenszeBx5 6s csoportositast! Vizsgaljuk meg, hogy a véletlen
csoporositasok kdzul melyik tartozik Azészhalmazhoz és melyik nem! Szamoljuk kAaz
esemeny relativ gyakorisagait, majd rajzoljuk feb#dsziriséggel egyutt! Milyen

| kovetkeztetést vonhatunk le?
Tekintsiik a 2. modellt és a lanyok alljanak azsdat helyen. igy példaul az eseménytér
756000-ik elemének utolso 4 eleme katarab 1 és keitdarab 2. Ez azt jelenti, hogy a 4

| lany kozil 2 lany az efsés 2 lany a masodik csoportba kertl.

> Q756000

(3,3,3,3,2,2,1,1,3,1,2,1,2,1] 2 (1.12.5.11)

[ Tehat ez megfelel a feltételeknek. De példaul aménytér 5000-ik eleme nem teljesiti a
| feltételt, mert utolsé négy helyén 1 darab 1, & és kettdarab 3 van.

> Q5000

i [1,1,1,2,2,2,3,2,1,3,3,2,3,1] 3 (1.12.5.12)
| Hogyan tudjuk a ket esetet megkulonboztetni?
: multise'g

> conver( Q7seooq2 L mult|set), conver( 9500012 L
[[1,2],12,2]],[[2,1],[2, 1], [3, 2]] (1.12.5.13)

A megoldas nyitja anultisetadatstruktira. Tudjuk, hogy egy halmazban egy eleak
egyszer fordulhat 8l Ezzel ellentétbenraultisetvagytdbbeshalmazstruktiraban egy elem
tébbszor is éifordulhat. Egy listabol eonvert listamultisey eljarassal tudunk
multisetadatstrukturat késziteni. Ez két elehstak listaja. Annyi elerih a kils lista, ahany
kilénb6d eleme volt az eredeti listanak. A két elelistak el$ eleme a halmaz egy elemét
mutatja és a masodik szam pedig megadja azt, Hulwy @& elemiél hany darab van a
listAban.
igy a fenti konverziok kozill az élsizt mutatja, hogy az 1 szambol is &eis 2 szambdl is
ketts van. Mig a masodik lista konverzidja szerint,éldmn egy, 2-Bl is egy van és 3-bdl
van 2 darab. Tehat egy elem a konvertalas utanetedgf feltételeknek, ha a lista 2 elemet
_tartalmaz és a listak mindegyikében a masodik szam

Ellenérizzik, hogy 6sszesen 166320 olyan elem van-eeamé@g/térben olyan, amely
| megfelel azA esemény feltételenek!
> darab:=0:

for k from 1to 6sszeslo
lAnycsop:= conver( Q[12..15], multisel);
if nopg lanycsop=2 and Iénycsogz= 2then darab:= darab+ 1 endif;

enddo:
darab
166320 (1.12.5.14)

| Tehat a Maple is az altalunk kiszamolt kedvezgetszamot adta meg a leszamlalas soran.




Alabbiakban generalunk egyenletes eloszlasha®b00 véletlen szamot 1 és 756756 kozott.
A kapott véletlen csoportositasokra ellgmziik, hogy bele esik-e @halmazba. Ha igen,
akkor a gyakorisagokat megndoveljik eggyel. Fellpjkaaz A esemény relativ

| gyakorisagainak vonalas abrajat éfasemeény valosziségét!

Q
A
166320 -
/56756
=> randomize ) :
> with( Statistic$ : X := DiscreteUniforni1, 6sszes:
> m:= 500;
> véletlenek= mapround,convert Sample Xn), list)) :
> veletlenek ,,

m:= 500
[286000, 107109, 240106, 348346, 177580, 523183, 4463026883548275, (1.12.5.15)
9367, 293939, 349688, 163798, 282461, 438060, 516210286925604,
| 674009, 110946

(> rgy:=NULL:j6:=0:
for k to mdo
lAnycsop:= conver( Q sietieneld 12 -1, multiset);
k
if nopg lanycsop=2 and IénycsoQZ: 2 then
jo:=j0+1
end if;
jo
gy := gy, [K ’?]
end do:

=> plot([[rgy], p], 1.m view=[1.m 0..1])
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[ A relativ gyakorisagok lathatéan a kiszamolt vaidézég korul ingadoznak és egyre
_Lkozelebb kertlnek hozza. Ezért a halmaz elemein&iéasa helyes volt.

3.1.12.6. FIXPONT NELKULI PERMUTACIOK SZAMA

Az 4ltalanositott kizaras és beszamitas vagy méannezita-formula nevezetes alkalmazasa a
| fixpont nélkili permutaciok szamanak meghatarozasa.

3.1.12.6.1. DEFINICIO. PERMUTACIO FIXPONTJA

ays

ke {1,2,3,.n}szam, ha
o(k) =k
teljesul, azaz a permutacios keverés sk@mneredeti pozicidjaban marad azaz fixen mafad

Példaul , =

123

54 3 jj permutacionak a 3 fixpontja, meif(3) =3 €s mas fixpontja

| nincs is.

3.1.12.6.2. DEFINICIO. FIXPONT NELKULI PERMUTACIO
AzS=(1, 2, 3,...n) természetes szamok egy S— S permutacidjatixpont nélkili nek
nevezzik, ha

o(i) #i
teljestl mindem=1, 2,..n esetén. Az dsszes n-ed rérickpont nélkili permutaciok szamat
D, jeldli. A D beti az angol "derangement" elnevezés keedije.

/123
AGZ‘(214

0,(1) =2,0,(2) =1,0,(3) =4és0,(4) =3.
Az elnevezés onnan ered, hogy nincs olyan elet @, 3l...,n) sorrendben, amely a

g) permutacio fixpont nélkili, mert




permutacios keverés utan a helyén maradna.
Szamoljuk meg, hany kilonb&fixpont nelkdli D, permutacio van tetéieges

|l n=1, 2, 3,..esetén.

3.1.12.6.3. TETEL.
Az S= (1, 2,3,...n) szamok fixpont nélkli permutacidinak Bzamat megadija a

I k

_ 11 1 nlY L (-1)
—nl.[1- 2+ 4+ _ 2+ LU S IS N G Y
D,=n! (1 e = e (= ) n.k;) =

formula.

Bizonyitas
Rogzitetk € {1, 2,...,n} esetén jeldljéy, azoknak & : S— S permutacioknak a halmazat,
amelyeknelk fixpontja, azaz

A={c:S—S|o(k) =k}.
Természetesen d¢ halmaz tartalmaz olyan permutaciokat is, amely&kesak & elemet
hagyjak fixen. Példaul az identikus permutacio remdkA;, A,,..., A halmaznak eleme. Az
AUAU...UA unié halmaz tartalmazza az 0sszes fixponttal i&edé permutaciot. Ennek

komplementer halmaza az 6ssEes-ed rend permutaciora nézve, a fixpont nélkali
permutaciok halmaza. Tehat

D,=|AUAU..UA|=E —S"” +S"” =8 +..+ (-1)"]"

n

a logikai szita-formula 3.1.4.5. tagadasi alakjarst, aho@”) = z

1<i <.<i <n
1 k

Al-...AJ a

kilonbod k-tényeds metszetek szamossagainak 6sszege.
Vilagos, hogy|E| =n! az dsszes permutacié szama. Hatarozzuk mgg’azzamokat! Ehhez

azt kell tudni, hogy a& N...N A metszet halmaznak egypermutacio akkor lesz eleme, ha
1 k

c(il) =iy, ...,c(ik) =i, teljesdl. igy a maradékn — k) helyre a permutacioban tefzges
szamot tehetink az 1, 2,n} \ {iy, i,,..,i} elemek kozil ismetles nelkul. Vagyis ezek
szama azn — k) elem permutacidinak szama

‘AH""AJ =P, =(n—k)!

ahol 1<i; <...<i, < ntetsdleges. Asz<”) 0sszegben annyi ilyen tag szerepel,

ahanyféleképpen awelem kozul kivalaszthatjuk azkaelemet, amelyeket fixen hagyunk. A

kivalasztas sorrendje nem szamit, ezért permutkelbalkalmaznunk. Tehat
n

n n! n!
Sj): Z (n—k)!=(k)-(n—k)!=m-(n—k)!=n.

1<i <.<i <n
1 k

Ahonnan
—qpo b oont ont YL LR e I S b
D,=n!- 11 + o1 31 +..+(-1) al =n! (1 10 o1 .t (1) ol )
| kapjuk a bizonyitand6 formulat.  Q.esd.
0 0 .

A




\ 4

n_,_1 1 _ _yn b
E I TR TR A R Y
képlet alapjan
. Dy _1
lim — =— = 0.3678794412 ...
n=wnl e
B X X! e o
mert az"=1+x+ o1 + e +..+ ol +... exponencialis figgvény Taylor-sorfejtésében
x=-1 értéket téve
1_g1.4 1 1 gl
o —e =1 11 + o .t (-1) nl +...

A kapottp =0.3678.. szam megadja annak az eseménynek a ivéilesgét, hogy egy
véletlenszdren valasztott permutacionak (mindegy, hogy hangmeteendez) nincs
fixpontja.

Nézzuk a Dsorozat elemeit =8 — ig!

n
> se{Dn:n!-Z(—l)k-%, n=0..8
k=0 :
D,=1,0,=0,D,=1,D0,=2,D,=9, D,=44, D,=265, D,=1854,  =14833 (1.12.6.1)

=Példé\uh =3 esetén az 6sszes
(1,2,9,(1,3,2,(2,1,3,(2,3,1,(3,1,2, (3,2, )
6 darab permutaci6 kézula 2, 3,4s a( 3, 1, 2 permutacioknak nincs fixpontja. Ezért
D,=2.
| V3

3.1.13. Elméleti ellendré kérdések
SHRNENE Milyen esetben haszndljuk a kombinatorikai tevékégek 6sszeadds-szabalyat?

Mondjon ra példat!
m Milyen esetben hasznaljuk a kombinatorikai tevéiségek szorzas-szabalyat?

Mondjon ra példat!
m Milyen esetben hasznaljuk a kombinatorikai tevéségek kizaras és beszamtas -
szabdlyat? Mondjon r& példat!

2 Mit mond ki a galamb duc -elv? Mondjon az alkaldséra példat!

s Mit jelent azn elem permutaciéja? Mondjon ra példat!

s Hany kulonb6# sorrendet képezhetinlkeleml®l? Hogyan jel6ljuk?

Mit jelent azn elem(kl, Kpyeons kr) ismétléses permutacidja? Mennyi ezek szama?

SRS Mit jelent azn elemk-ad osztalyu ismétlés nélkili variaciéja? Mondjorpéédat!
SRR Hany kilonbo# k — hosszusagu sorrendet képezhetiielemisl, hak < n?
SHENII Mit jelent azn elemk-ad osztalyd ismétléses variacidja? Mennyi ezek a2am
SR ERE Milyen kapcsolatot ismer az ismétlés nélkili veidéés az ismétlés nélkili

ermutacio kozott?
m Mit jelent azn elemk-ad osztaly ismétlés nélkili kombinaciéja? Mondjampéldat!

SR ERE Mit jelol az (E) binomialis egyiltthatd? Hogyan lehet kiszamolni?

SRERY Mit mond ki a binomialis-tétel?
SHERE Milyen azonossagokat ismer a binomidlis egytttkia® Soroljon fel legalabb kétt

SRR Milyen kapcsolatot ismer az ismétlés nélkili kon#wio és az ismétléses permutacio
kozott?

SHERY Milyen szamokbdl all a Pascal-haromszog?
SR ERE Milyen képzési szaballyal szamolhatjuk a Pascabingzg szamait?



¥ 3.1.14. Gyakorlo feladatok

3.1.14.1. felad4

Az A és B varosokat 4 kilonbézt kot 6ssze. A B és C varosok kozott két kuldshidt halad, mig a C
és D varosokat 3 kilonbézt kot dssze.
Hany kulénbd# atvonalon juthatunk el

(i) az A vérosbdl a C varosba?

(ii) az A véarosbdl a D varosba?

3.1.14.2. feladd
Hany tanulé van minimalisan abban az osztalybamlyikiben biztosan van 3 olyan tanulo, akik

ugyanabban a honapban szulettek?
3.1.14.3. felada

Hany embert kell minimalisan meghivni egy sziletgédulira ahhoz, hogy biztosan legyen legalabb két

olyan ember, akik azonos napon szllettek?
3.1.14.4. felada

Legyen adott 10 kértya, amelyek kdzott 5 piros 2818 sziti. Véletlenszdien ezeket 10 boritékba
tesszuk, amelyek kdzul szintén 5 piros és 5 zold.
(i) Mekkora a valészifisége, hogy pontosan 2 kéartya keril a vele efygeirii boritékba kertlt?

S

10!
(i) Irjunk Maple programot az eseménytér megadagara kedvézesetek leszamlalasara!

iii) Irjunk Maple szimulacios programot a relatjyakorisagok bemutatasaral
3.1.14.5. felad4

Orvosok 8 csoportba soroljak az embereket aszégly vércsoportjuk milyen
AB*,AB A, A,B",B,07,0.
Feljegyzik tovabba a vérnyomas éallapotat, amelgti@tacsony, normal vagy magas.
Hany kilonb6é kategdridba sorolhatok ilyen médon a paciensekp (2
3.1.14.6. feladd
Az Uzemanyagok gazdasagossagat vizsgald tanulmangbiieszteléshez hasznaakersenyautois
kildnb6z6 minésédi Uzemanyagotés a tesztek kulénbdzs versenypélyanfolytak.
A tesztelésbef autovezed vett részt és a teszt futasokat minden versengp&@ivégezték minden
lehetséges variacioban.

Mennyi teszt kisérletet kellett 6sszesen elvégezn{27-3-5 = 210)
3.1.14.7. feladd

Hany kilénbd# madon lehet ellltetni egy parkbandakor mentén 5 bordka fety? (4!1=24)
3.1.14.8. feladd
Egy foiskolai futball csapat egy szezon folyaman 12 jatghtszik. Hany kulonbdmaddon fordulhat &,

I
hogy a csapat a szezont ©Bgglemmel, 3 vereséggel és 2 dt‘mtetlenr[eiigL = 7920)

71-31-2!
3.1.14.9. felad4
Kilenc ember megy sielni 3 olyan autdval, amelyahdre 2, 4 és 5 utast tudnak maximalisan szallitani
Hany kulonb6d modon utazhat a 9 kilenc ember a si palyahoz limyy mindegyik autot hasznaljak?

EgyN elen terméket tartalmazé sokasaglsérc N) darab selejt van. Miiségbiztositas érdekében
véletlenszeien kivesznek( < N) elenii mintat visszatevés nélkil és atvizsgaljak. Havatkimintaban




a selejtek szdma nagyobb vagy egyenlintm( <'s), akkor visszautasitjak a teljes sokasagot.

Hatarozzuk meg a visszautasitas valGsaigét!

Egy hajon a legénység 15 matrézbdl all. A napipesazerint 3dnek navigacids feladatokat, &nek
telekommunikaciés feladatokat és a maradéknék javitasi feladatokat kell ellatni. FeltessZiidgy a
matrézokat Ugy képezték ki, hogy mindenki el tudiai barmelyik feladatot.

(a) Hanyféle kulonbdzmaodon lehet a feladatok ellatasara 3, 5 ésT$oportokra osztani a 15 matrozt!

(b) Adjuk meg germuteeljaras segitségével az 6sszes lehetséges kutbosdortositast?

(c) Két jo baréat egy csoportba szeretne kertlnnyfigle olyan csoportositas van, amelyben ez tdffesi
(d) Mekkora a valosziisége egy véletlensdecsoportositas sordn annak, hogy a 2 j6 barat smpyoctba
kerul?

(e) Véletlenszdren véalasztott N=1000 csoportositasbol szamoljuMativ gyakorisadgait annak, hogy a
két j6 barat egy csoportba kerul. Mutassuk megytezgk a (d)-ben szamolt valosiseg kordl
ingadoznak!

Egy 25 szamitogéballé halézat szamitdgépei az alabbi 5x5-0s té&tlézy) racspontjaiban
helyezkednek el, ahol x, y = 0,1,2,3,4 lehet.

Egy izenet lehek &éges Otvonala
szadmitdgépes haldzatban

4

Minden Uzenet a bal alsé sarok (0;0) rAcspontjadatall ki és a (4;4) jobb felssarokba érkezik. A
szamitogépek csak a kozvetlen szomszédaikkal tudmaknunikalni.

Uzenet tovabbitas szabalya:

Mindegyik szamitégép az lizenetet vagylajobbra vagy a hozza képefitlfelé elhelyezked
szomszédja irdnyaba tudja tovabbitani.

Egy Uzenet lehetséges utvonalat mutatja az alff@®pgontbdl indulva a (4;4) pontba érkezve.
Minden Utvonal egyforma eséllyel kovetkezhet be.

(a) Hany klonbo# atvonalon juthat el egy Gizenet a (0;0) sarokbdliva a (4;4) sarokba érkezve,
figyelembe véve a tovabbitas fenti szabalyat?

(b) Hany kilénbo# olyan utvonal létezik a fentiek kozul, amelybesztgesz a (4;3) ponton l&v
szamitogep?

(c) Mekkora a valésziisége, hogy olyan Utvonalon megy az tizenet (0;-(4t4) szamitdgep felé,
melyben résztvesz a (4;3) koordinatdju szamitégép?

(d) Mekkora a valésziisége, hogy olyan ttvonalon megy az tGizenet (0;8-(8t4) szamitdégép felé,
melyben résztvesz a (3;3) koordinatdju szamitégép?

(e) Mekkora a valésziisége, hogy olyan utvonalon megy az lizenet (0;-(8t4) szamitdgep felé,
melyben résztvesz a (2;3) koordinataju szamitégép?



3.1.14.13. feladd

Egy autOkereskenhél rendelhet autd szinek A={szlrke, kék, piros, fekete}
Az auték kivitelezési lehéségei B={3 ajtds, 4 ajtd, 5 ajtos}
| Miden szint lehet parositani tetdzges kivitelezéssel. Hanyféle rendelést lehetgibiani?

3.1.14.14. feladd

Egy kémiai labor foglalkozason 12 tanul6 kozil @ylaA mérések elvégzéséhez véletlenszer3
csoportot kell képezni, amelyek mindegyikes#d all!

(a) Hany kiilonbo# 3 darab 4ds csoport képezhen 12 tanuldbol? irjuk le a szamitas menetét!

(b) Hany klonbo# olyan 4-4-4 &s csoportositas képezhgamikor mindharom csoportban legaldbb 1
lany van?

(c) Mekkora az esélye annak, hogy olyan 4-4<gldsoportositast képeziink, amelyben mindharom
csoportban legalabb 1 lany van?

(d) Generdljunk véletlensziggn 3 csoportot, mindegyiket dviel! Vizsgéaljuk meg, hogy mindharom

| csoporthoz kertlt-e lany! Szamoljuk ki ezen esemrélativ gyakorisagait, majd rajzoljuk fel!

3.1.14.15. feladd

Egy sakktablan véletlenstien elhelyeziink 8 bastyat. Mekkora a valoézége, hogy egyik bastya sem
|
Uti a masikat? 8! ]

%)
8
Tiz par ci kozll véletlenszéien kivalasztunk 4 darab &p Mennyi a valdsziisége, hogy a
kihazott cipkbol dsszeallithatd legalabb egy par&ipa
2. [ 140)

20
(4)
10
2'( 4 j
20
(%)
3.1.14.17. feladd

Elhelyezinkn urndban golyot véletlenszéen. Mekkora a valdszisége, hogy
(a) nem lesz Ures urna?

ib) pontosan egy Ures urna lesz?
t

Feldobunk egy szabalyos kockat, majd annyiszorikwgy céltablara, amennyit a kockaval

(a) a 10 par mindegyike kuloénb#z | 1 —

(b) a 10 par cipk mindegyike azonos?| 1 —

dobtunk. A céltablat minden egyes alkalomn%alvalészirﬁiséggel taléljuk el. Mennyi a

1 6 4 \K
valoszirisége, hogy legalabb egyszer eltalaljuk a céltébﬁég?.z (1 - [ g) )
k=1

3.1.14.19. felada
Két jatékos, A és B a kovetk&patékszabaly alapjan jatszik. Feldob az A jatégg szabalyos
kockat, majd két szabalyos érmét annyiszor dolafedinyat dobott a kockaval. Ha a pénz
feldobasok soran legalabb egyszer két fejet dobkkipr B fizet az A jatékosnakEuro — t,
ellenke® esetben A fizet a B jatéekosnaledro — t. Melyikiiknek ebnyds a jaték? (A jaték
annak ednyds, akinek nagyobb a nyerési valofizige.) (Az A jatékosnak ényds, mert A nyerési
1 3\6 1
eselyez- 1+ 2 ] ]> 2.)
3.1.14.20. felada

lgazoljuk, hogy



n
Zk- (E) =n-2" "1 azonossagot, me> 1 egész.
k=1

3.1.14.21. felada

A fixpont nélkilic : {1, 2,...,n} — {1, 2,...,n} permutaciok Dszamara igazoljuk a
D,=n-D,_,;+ (-1)" D,=10=1,23,.)
rekurzios formulat a 3.1.12.6.@&telalapjan.

3.1.14.22. felada

Egy urnaban fehér és piros golydk vannak. VisszZssel kihuzunk két golyot. Bizonyitsuk be,
hogy

Iegalébb% annak a valosziisége, hogy a kihuzott golyok egyforma sizk!

3.1.14.23. felada

Igazoljuk a binomialis-tétel kdvetkéaltalanositasat az 0.n. polinomialis -tételt
k k

n!

k
—kr' .all.azz.___.arr

l.k.I.
k +k +...+k:nk1' k2 :
1 2 r
0<k,k,.,k <n

1 2 r

a t+a,+.a)"=

—

(a) Hany olyan pozitiv egész megoldasa van az
X, + % +...Fx=n
egyenletnek, amelyre az 6sszegben tekintettel vdggsorrendre és > k.
(b) Hasznaljuk az (a) feladat megoldasahoarabinatcsomagompositionn nk) eljarasat!
(c) A foldszinten varakozo 5 utas beszall egy éiftamely az 1, 2, 3 és 4 emeletek kdzott
kozlekedik. Az 5 utas hanyféleképpen szallhat &ieanelet k6zo6tt? (Megjegyzeés:Girdulhat,

hogy valamely emeleten nem szall ki senki.)
3.1.14.25. felada

Egy n=20 &s osztaly tanuléi elhatarozzak, hagikulas csomagokészitenek egymasnak.
Ehhez mindenki nevét felirjak kilon-kulon papiriaés beteszik egy kalapba, majd mindenki
haz egy cédulat. Minden diak a kihtzott cédulamegzé tarsa részére készit csomagot.
El6fordulhat, hogy valaki a sajat nevét hizza. Ezkkdiedtlen eseteknek tekintjik.
Mekkora a valdsziisége, hogy = 20 didk esetén senki nem hiuzza ki a sajat nevét?

3.1.14.26. felada

Mekkora a valészifsége, hogy egy szabalyos érmét 10-szer feldobviogam5 fej és 5 iras

5) _1]

210 T 4

ertéket kapunk?[
3.1.14.27. felada

Egy francia kéartya 52 lapja kozul véletlensimar kihuzunk 13 lapot. Mekkora a val6giEage,
hogy a kihtzott lapok kdzott Hk (P) és 3 treff &) van? Az 52 lap k6zott 13 trefd(), 13 kard

13 13 26
(#), 13 Kr (¥) és 13 pikk ) van. (4)(3)(6]

52
(23
3.1.14.28. felada

A 000, 001,...,999 harom jetypzamok kdzott hany olyan szam van, amelyekbedmjsgyek
szigoruan monoton ndve&worrendben vannak? Példaul a 028 szam szamjegyekvw

10
sorrendben vannak, de a 244 szamban n m, )

3.1.14.29. felada



Egy olyan Uj szamitdgép chipet tesztelnek, amelyriéka van. Az 6sszes olyan tesztet ki kell
prébalni, amelybek labra magas fesziiltség értéketés- k) labra alacsony fesziiltség értéket

kapcsolnak. Hanyféle teszt mintat kell 6sszeserokigni? (E)

3.1.14.30. felada

Az 6t6s LOTTO jatékban 90 sorszamozott golyd kd&gblyot hiiznak ki visszatevés nélkiil.
Mekkora az esélye, hogy egy véletlenfeerkitoltott szelvénnyel

(a) 5 talalatunk lesz

(b) 4 taldlatunk lesz

(c) 3 talalatunk lesz

(d) 2 taldlatunk lesz

iei 1 Vaii 0 taldlatunk lesz?
3.1.14.31. felada

A bridzs jatékban az 52 kartya lapot egyformanjékti a 4 jatékos kdzott, azaz mindenki 13
lapot kap.
Az egy jatékoshoz kerdilapok sorrendje nem szamit, csak az, hogy melyilaf kertlt hozza.

. e . . s 52! 52) (39) (26
Hany kulonboa kezdés alakulhat ki a bridzs jatekbar(?—. 1307 - (13) : ( 13) : ( 13))

Egy négyzetracsos papirlap 4 sorbdl és 4 oszldddhégyzetét bekeretezzik. Ebbe a 4x4-es
tablazatba zérd "0" és "X" jeleket irunk, 6sszedelarab "0" jelet és 8 darab "X" jelet. A kitOltés
sorrendjére nem vagyunk tekintettel az alabbi kegkligel. A szamitasok menetét indokolja!

(a) Hany kulonbdZ mintazat johet létre?

(b) Hany kilonboé& olyan mintazat van, amelyben minden sorban pont@sdarab "0" jel van?
(c) Hany kilénb6é olyan mintazat van, amelyben nem keril 2 szomszédgyzetbe (melyek
oldalakkal érintkeznek) ugyanolyan jel?

(d) Hany klonboé& olyan mintazat van, amelyben minden "0" jelnektpean egy "0"

szomszédja van €s minden "X" jelnek pontosan egys2dmszédja?
3.1.14.33. felada
Egy négyzet alakd tabla oldalait felosztottuk 4exdy részre és igy kaptunk egy 4x4-es

tablazatot. A 16 mézvalamelyik 4 megjére 4 egyforma korongot helyeziink el, az elhelgezé
sorrendje nem szamit. A szamitasok menetét indakolj

(a) Hany kiulonbdg elhelyezése lehetséges a négy korongnak a 1lénez

(b) Hany kiloénboé olyan elhelyezés van, melyben a 4 korong mindegyddamelyik atlbban
helyezkedik el?

(c) Hany kulénboé olyan elhelyezés van, melyben a 4 korong egyikessaz atloban?

(d) Hany kiloénboé olyan elhelyezés van, melyben minden sorban depism csak egy korong
szerepel?

Egy részeg postas figyelmetlenil oszt szét 6t é\sdok cimzettjei kozott.

(a) Hanyféle kulonb&mddon oszthatja szét az 5 levelet dsszesen?

(b) Mennyi a valészifisége, hogy mind az 5 cimzett megkapja a sajatd&xel

(c) Mennyi a valosziiisége, hogy pontosan 4 cimzett kapja meg a sagiétév

(d) Mennyi a valészifsége, hogy pontosan 3 cimzett kapja meg a sagiétév

(e) Mennyi a valésziisége, hogy pontosan 2 cimzett kapja meg a sagelév

A szamitasok menetét indokolja!

A sik egya ' egyenesén kijelolink 11 pontot ésazeégyenessel parhuzamos masik '
egyenesen 10 pontot.

(a) Hany kulonbd& (nem elfajuld) haromszoget képezhetiink a megadoitiok segitségével,
mint csucspontokkal?

(b) Hany kilonboé (nem elfajuld) négyszoget képezhetiink a megadaitiox segitségével,



mint csucspontokkal?

(c) Hany olyan kilénbdgzcikk-cakk vonalat képezhetiink, amelyben kiindulazlka ' egyenes
valamelyik pontjabdl és egyenest hizunlk'aegyenes egy tetdleges pontjahoz. Ezt folytatva,
a jelenlegi pontbdl vonalat hizunk a méasik egyemgsmég szabadon hagyott pontjahoz. Az

eljarast addig folytatjuk, amig el nem fogynak alsd pontok?

Van 8 teljesen egyforma (méretre, szinre, stbgddak, amelyeket nem lehet egymastél
megkulonboztetni. Van harom dobozunk, amelyekiigttdd az 1, 2 és 3 szamokat. Hany
kulénb6 modon lehet a 8 egyforma labdat a 3 sorszamoabtizba szétosztani Ugy, hogy

(a) tetsdleges szamu labda kerllhet barmelyik dobozba?

(b) egyik doboz sem maradhat Gresen?

(c) egyik doboz sem maradhat Uresen és a harmabliibztba paratlan szamau labdat kell pakolni?

3.1.14.37. felada

Hét zaszldnk van, melgbketts piros, keth kék és harom z6ld sAinAz azonos szinzaszlokat
egymas kozott nem lehet megkilénboztetni. A 7 Badlrdl jobbra sorba rendezve jelzéseket
szeretnénk leadni tavolra. Hany kulonbgelzést tudunk leadni a sorba rendezéssel, ha

(a) a sorrendben nincs semmilyen korlatozas?

(b) az azonos sziredszldknak egymas mellett kell lenni?

(c) piros szifi zaszl6 utan csak z6ld sdimaszlo lehet?

idi kék és iiros nem lehet egymas mellett?
3.1.14.38. felada

Valakinek 10 baratja van, akik kdzul 6 fia és 4ldRgy partira a 10 barat kdzul csak négyet tud
meghivni. Hanyféleképpen hivhatja meg a 4 bardtgt,

() nincs korlatozas, hogy a 10 kdzul kit hiv meg?

(b) ha van két olyan baratja, akik nincsenek jamig/ban, ezéiiket egyitt nem hivhatja meg?
(c) ha van két olyan baratja, akiket vagy egyuttrhég vagy egyiket se hivja meg?

d) ha két lanyt és két fiut szeretne meghivni?
3.1.14.39. felada

Tekintstiink egy hét szamjegitlallo telefonrendszert. Mindegyik szamjegy 0,1,2,8,6,7,8,9
lehet. Egy kdzvélemény kutatdshoz, kivalasztunktiedszeiken egy telefonszamot!

(a) Mekkora a val6szirsége, hogy olyan telefonszamot valasztunk ki, abeslynincs két
azonos szam?

(b) Mekkora a valosziisége annak, hogy a telefonszamok névedorrendben lesznek?

(c) Mekkora a valészirsége annak, hogy a kivalasztott szamhoz tartoéfizets, ha 6sszesen

10000 olyan telefonszam van, amelyet még nem hbdié
3.1.14.40. felada

Egy egyetem a meghirdetett kurzusokat alapg&atfelébb szinti kategoriakba sorolja. Az
egyetem egy szakan 8 alapsii(Al, A2, A3, A4, A5, A6, A7, A8) kurzust és 10 $8bb szinti
(F1, F2, F3, F4, F5, F6, F7, F8, F9, F10) kurzudtajanlani a hallgaték szamara. Egy hallgato
altal kivalasztott egyéni tanrend akkor érvenyes4 lalapszirit €s 3 fel8bb szinti kurzust
tartalmaz.

(a) A hallgaték hanyféleképpen allithatnak dsszgukaak kilonbo& érvényes tanrendet

(b) Tudjuk, hogy az F1, F2, F3, F4 és F5dbls szinti kurzusok eifeltétele az Al alapszitt
kurzus. Vagyis, ha valaki az F1, F2, F3, F4, F56tdh kurzus valamelyikét valasztja, akkor
szikségképpen valasztania kell az Al alapkurzlst is

Hanyféleképpen lehet 6sszedllitani érvényes taetentelyldl az A1l kurzust kihagyjuk?

(c) Hanyfélekéeppen lehet 6sszedllitani érvényestatet, melyben az A1 kurzust kivalasztjuk?
(d) Hanyféleképpen lehet 6sszeallitani érvényestatet agy, ha az F1, F2, F3, F4, F5dels

kurzus kozul pontosan egyet valasztunk?
3.1.14.41. felada

Egy tancos rendezvényen 4 fia és 4 lany jott 6ssze.



(a) A 8 résztvetr hanyféleképpen sorakozhat fel egymas mellé edhas@

(b) Hanyféle olyan sorrend alakulhat ki, melybdarayok egyméas mellett vannak?

(c) Hanyféle olyan sorrend alakulhat ki, melybeftakbzva allnak a lanyok és filk, azaz
minden fil utan egy lany all és forditva?

idi A tancolashoz hany kilénb®# part (fit — lany) alkothatnak?
3.1.14.42. felada

Egy vallalat 20 szamitégépe kdzott szeretne hal&aatsolatot kiépiteni. A szamitdgépek két
épuletben vannak elhelyezve. Az épuletek mindedpghkélO - 10 gép van.

mindegyik masikkal?

(b) Hany kulonboé& 6sszekotést kell Ietrehozni akkor, ha az egyiketpén lev mindegyik
gépet 6ssze szeretnék kotni a masik épuletbémtevdegyik géppel? Tehat az egy éplleten
belul lewoket nem kotik 6ssze!

(bl) Mekkora a valdsziisége ekkor, hogy 2 véletlensizen kivalasztott gép kozott van

0sszekottetés?
(bz) Mekkora a valdsziisége ekkor, hogy 3 véletlensizen kivalasztott gép mindegyike k6zott

van 0sszekottetés?

(c) Hany kilonboé 6sszekotést kell 1étrehozni akkor, ha a két éidedtt nem hoznak létre
0sszekottetést csak az épuleteken belid ¢@pek mindegyikét, kotik 6ssze mindegyikkel!
(¢1) Mekkora a valdsziisége ekkor, hogy 2 véletlensizen kivalasztott gép k6zott van

dsszekotés?
(%) Mekkora a valdsziisége ekkor, hogy 3 véletlensizen kivalasztott gép mindegyike kdzott

van 0sszekottetés?

Harom barat megbeszéli, hogy a 15 tételt tartalnvasgara ugy készilnek fel kzésen, hogy
mindenki kidolgoz 5-5 kilénb@ztételt irasban. Amikor készen vannak a 3-szodblgozassal,
akkor egymas kozott kicserélik. llyen médon mintbatételt egytttes ével kidolgoztak és
minden tételt csak egy valaki dolgozott ki. A viaaga tanar a 15 tétel kdzil véletlensieer
kivalaszt 3 tételt és minden diak ezt a 3 tétghjka

(a) Hanyféleképpen valaszthatja ki a tanar a 183 kéizll a vizsgan Kitzott 3 tételt?

(b) Mekkora a valosziisége, hogy mindenki kap a sajat kidolgozott tétadeiil pontosan egyet
a vizsgan? c) Mekkora a valosisége, hogy mindharom tétel a vizsgan egyetlen (drékdegy,

hoii kii altal kidolgozott 5 kozul val6?
3.1.14.44. felada

Egy angol nyelvtanar a forditasi gyakorlat vizsgakigelolt 8 oldalnyi szoveget otthoni
feldolgozasra, melyl) a vizsgan véletlenszigen kivalaszt 3 oldalt. Eldiba harom oldalbdl kell
minden diaknak 1 oldalt tet§legesen kivalasztania a vizsgan, amelyet lefordit.

(a) Mennyi oldalt kell egy diaknak minimalis feldoiznia otthon, hogy biztosan legyen olyan
oldal a vizsgan, amelyet mar leforditott?

(b) Istvan elhatarozta, hogy csak 5 oldalt tanulyparéat a nyolcbél. Mekkora a valosisgge
annak, hogy ezen 5 oldal valamelyike szerepel sgéiz a tanar altal kivalasztott 3 oldal kozo6tt?
(c) Mennyi legyen az a legkevesebb oldalszam, ashédyvannak otthon at kell tanulmanyoznia,

hogy % -nél nagyobb legyen annak valog@age, hogy a kijeldlt 3 oldalban szerepel legalabb

eqgy altala déizetesen leforditott oldal?
3.1.14.45. felada

Tekintstk a 4 bitbl all6 kddszavak halmazat! Példaul egy lehetséges#o: '0110'

(a) Hany kulonbo& kddszo készithap

(b) Hany olyan kédsz6 van, amelyek ugyanannyi teigalmaznak, mint ahany 0-at?

(c) Hany olyan kddsz6 van, amelyeket balrél jobdive@sva ugyanazt kapjuk, mint amikor
jobbrdl balra olvassuk?



Tekintsik az 5 bittl allé kddszavak halmazat! Példaul egy lehetséges#o: '01101"

(a) Hany kulénbog kodszo készithé?

(b) Hany olyan kédsz6 van, amelyben eggyel tébbetepel, mint ahany 0?

(c) Hany szimmetrikus kddsz6 van? Vagyis adjuk meglyan kddszavak szamat, amelyben a
k6zép$ harmadik bitre nézve szimmetrikusan ugyanazokeklsizerepelnek jobbra és balra?

iPéIdéuI a’'01010’ kodszé szimmetrikus.)
3.1.14.47. felada

Hanyféleképpen lehet=2-m tenisz jatékost parositani és az m darab teriszipdz

| hozzarendelni az éldordulé megrendezéséhez?

Egy szabdlyos jatékkockaval hatszor dobunk.

(a) Mekkora a valésziisége, hogy olyan dobassorozatot kapunk, amelylmams kgt azonos
szam?

(b) Mekkora a valésziisége annak, hogy a hat dobasbol&ke#tost kapunk?

| (c) Mekkora a valdsziisége annak, hogy a hat dobasbol 3 paros és 3gréletiz?



