V 3.2. Valésziniiségek szamitasa geometriai és szamitogép algebrai eszkozokkel

Valdsziriiségszamitas és statisztika ) Készilt a PTE PMMIK-n a
szamitogép algebrai tAmogatassal | TAMOP -4.1.2.A/1-11/1-2011-0098 tamogatésayal
Klincsik Mihaly

V 3.2.1 Bevezetés

Ha egy véletlen kisérle@2 eseményterét geometriai alakzattal tudjuk legfandolunk itt egy
szakasz, haromszog, téglalap, kor, téglatest, ggimhipusu alakzatokra, akkor a tér
dimenziéjatdl figgen valamehA<=Q részhalmam( A) mértékét dossz terilet illetve
térfogat adja meg.

Az A = Q esemény valosziiségét klasszikus valosisegi medben a

p(A) = -MA
m(<Q)
mértékek hanyadosaval értelmezzik, amol) az A esemény mértéked6Q2) az eseménytér
mértéke. Az igy értelmezett valosisgg mindig 0 és 1 k6zé esik, mivet n(A) < m(Q),
hiszen kisebb halmaz mértéke kisebb. Tovabba R{fEsiti a valdsziiiségre tett-additiv
tulajdonsagot is.
Mivel geometriai alakzatokfordulnak eb a valészitiségek ilyen szamitasa soran, ezért kapta a
modszer a geometriai valosigeg nevet.
Emlékeztetiink arra, hogyhassziusagaterulet és aérfogat kiszamitadsahoz bizonyos esetekben
sziikségesek a differencialidgegralszamitaseszkozei is. Ezért a valdsigggelmélet ezen
részében felhaszndljuk az integralszamitas eredeitény
A mostani szamitasokat részben mar targyaltuk &gjezet 1.7 pontjdban az eseménytér
| konstrukcidjanal és a 2. fejezet 2.7 és 2.8 pdrdjaia valosziiségek meghatarozasanal.

Célunk az alabbi fogalmak, 6sszefiiggések és eljarasok megismerése,

megértése

Folytonos Q eseménytér meghatarozasa  Folytonos egyenletes eloszlas megadasa a
feladatok sz6vege alapjan Statistics csomagdJniform( a b) segitségével

Maple Statistics csomag
RandomVariableeljarasanak alkalmazasa
folytonos valtozok Iétrehozasara

Folytonos Q eseménytér dimenzidjanak
és m(Q) mértékének szamitasa.

Az Aesemeny berajzolasa a folytori@s Miveletek folytonos valosziiségi valtozokkal

eseménytérbe.
Az A esemény m( A) mértekének A Statistics csomadProbability eljarasanak
kiszamitasa. alkalmazasa

i L Folytonos valdsziitségi valtozokra az
Az A esemeny(A) valoszitiségének . eoszlas fiiggvény szamitasstatistics csomag

szamitasa™ - hanyados alapjan.  CDF(X x) eljarasaval o
m(Q) - sirtiség flggvény szamitas&atistics csomag
PDF( X, x) eljarasaval

Szimulacios Maple program irasa photscsomagnequaleljarasaval lineéris




véletlen szamok generélasaval folytonoegyenbtlenségekkel hatarolt sik tartomanyok
eloszlassal abrazolasa

Az 1D-s és 2D-s folytonos eseményterek
megkulonboztetése

3.2.2. Valosziiségek szamitasa folytonos eseménytérben

Milyen valtozasokkal kell szamolnunk a valésdagek meghatarozasanal, ha az eseménytér

amelyben dolgozunk nem diszkrét, hanem folytonogédes diszkrét terek esetében Maple

segitségével altalabarbelidtuk allitani az eseménytér elemeit és a melgfedszhalmazt

megszamoltattuk egy programmal. Ez nefikadik folytonos esetben. Nagyobb szerepet kap a
| szemléltetés.

_Egészits[)k ki azon tevékenységek tablazatat, atr&lyepontban a valdésZiségek
| kKiszamitasanal adtunk a folytonos esemeénytérre.

Tevékenységek geometriai valésziiségek szamitadsa soran

1. 1épés. | A folytonosQ eseménytér kivalasztasa, szemléltetése(€s) mértékének
szamitasa

2. 1épés. | A feladatban szerepE esemény meghatarozasa és szemléltetése az es@rmnyt
beldl

3. l1épés. | AzE eseményn( E) mértékének szamitasa

4. lépés.|AP(E) = m(E) hanyadossal szamoljuk Bzsemeény valdsziisegeét.

m(Q)

. lépés. | A feladat szimulacioja

5
6. Iépés. | A Statistics csomag segitségével prébaljuk automatikusan dnadmo
valosziriséget.

A szemléltetés, a szimulacio és a véletlen véaltpaakk az elemek, amelyek Gjként kertltek a
tablazatba.

Fontos az, hogy az eseménytér dimenzié szaméaadafielak megfeléen helyesen allapitsuk
meg. Talalkoztunk (név nélkil) ugyanis olyan tankérel, amelyben helytelenil allapitottak
meg az esemeényteret. Kiettimenziés helyet egy dimenzidés eseményteret ad&k Ilyen
| csapdaba kénnyen beleeshetlnk.

3.2.3. Valoszitisegek szamitasa 1D-s geometriai eszk6zokkel

A kovetked példaban agseménytéregy intervallum lesz és aseményalgebra
részintervallumolo - algebraja. Arra épitjik a valostsegek szamitasat, hogyadszinisegi
| mérték az intervallunhossaval aranyos.

3.2.3.1. PELDA. 1D-4 Q, S, P) valdsziniségi mes egyenletes eloszlassal

Osszuk két részre a [0,1] intervallumot egy vétetiefien valasztott X szammal.

(a) Mekkoravalosziniségyel lesz a keletkezett két rész négyzetének dssmagmbb, mint
Sio

9

(b) Generaljunk a [0,1] intervallumban 500 daxapontot egyenletes eloszlassal, majd




rajzoljuk fel a

— 2. 5
Yo =%+ (1=%)" > 5
feltételt teljesid pontokrelativ gyakorisagait! Vessik 6ssze a kapott abrat az (a) pontban
kapott valészifiséggel!
(c) A Statisticscsomag segitségével allitsuk akY = X2+ (1 —X) 2 véletlen valtozot és

szamoljuk ki eP(Y> % ) valosziriséget! Kozelitstik agy, n= 1 ..500) pontokgyakorisag

hisztogramjat Y siir iiség fliggvéngvel!

:Megoldés
Mi a véletlen kisérleta példaban? Az X pont véletlensiedlasztasa [0,1]-ben. Asseménytér
a kisérlet 6sszes lehetségasenetekinek halmaza és ez a [0,1] intervallt [0, 1].

Vigyazat ne tévesszen meg senkit a kimenetel szo! Itt @ ketelt nem ax’ + (1— x)zformula
jelenti ésQQ nemennek 6sszes lehetséges éertéke, mert akkor myt{a%, 1} lenne az

esemenyter!

A példa az22 = [0, 1] intervallum pontjaibol taplalkozik, amelynek sz&saga (nem

megszamlalhatdan) végtelen. Ezé(2) =1 az intervallum hossza méri a benneslpentok
| mennyiséget.

(a) Meg kell hatarozni & 0,]lintervallumon belll &edve® esetek

A:1XEQ:X2+ (1-X)2> %}

részhalmazét és ennek A) mértékétvagy inkabb 6sszhosszat! A mértékek hanyadosaaadja

A esemény(A) valosziniségétNevezeteseR(A) egyend a kedved esetek mértéke és az

0sszes esetek mértékének hanyadosalatiolenziobana mérték jelentédmosszisag

p(A) = A~ ).

l m(Q)

Az A halmazt azon x-pontok alkotjak a [0,1] intdfuenban, amelyekre az= C + (1—x)
5
9

2

parabola értéke gz=

konstans szint fol6tt van. Rajzoljuk fel a kétdirgnyt!

Azy= X + (1— x)2 parabola és az/ = % konstans fliggvény

> restart:

rajzl = plot( [x2+ (1—-x)2 2

"9

scaling= constraineta rajzl

], x=0..1, 0..1thickness 3, color = [red blue],
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Lathato, hogy ay = X + (1— x)2 parabola ketix- helyen is felveszi ag= % konstans értéket.

| Ezeketsolveparancs segitségével kapjuk meg!

Metszéspontokx - koordinatainak szamitasa

> metszéspontoks sort([solve{ £+ (1—x)%= % )D

a, b := metszespontgkmetszéspontgk

metszéspontak %

—

-1 2
a,b:= 33 (1.3.1)

Tehat a ket metszéspoqt= % ésx, = %

A parabola azé szint folott van a{ O% ] és a[% 1} intervallumokon. Tehéat az A halmaz két

9
x-intervallum uniéja
1 2
A=|0,=|U | =, 1].
°3]Y 5
Az A halmazmértékea két intervallum hosszanak dsszege

oo ) e [3)5 +3-3

P({xe[o,l]:xzﬂl—x)zz%}):rr:((g)): : :%.

Vagyis a keresett valészﬁség%. Az alabbi rajz z6ld vonallal szemlélteti Azseményt az

Ezért




|_Q =10, 1] intervallumon belul.

AZ X% + (1— x)2 > % pontok rajza a[ 0, 1] intervallumban

> kedvezo= plot([[[O, 0], [a, O]], [ [b, O], [1, O]1], color =green thickness=5) :
vonalak:= plot( [ [ [4, 0], [a, %H [[b, 0], [b, %”] color =black Iinestyle:Z) :

> plots-display [ rajz1 kedvez@vonalak)
1,

0.8

0.6

0.4

0.2

;(b) Igazoljuk a fenti szamitas jogossagét a kisédehulacis programjanak megirasaval!
Generalunk 500 darafy szamot egyenletes eloszlassal a [0,1] intervalarmMajd rajzoljuk fel
az
— 2. 5
=%+ (1-%)" > 5

feltételt teljesid pontok relativ gyakorisagaitR’y A) = % valosziriséggel egyditt.

Egyenletes eloszlasu 500 pont generélasa [0,1] im&lumban

ith( Statistics : randomizé¢ ) :
= 500;
= Samplé Uniformo0, 1), N) :

> Wi
> N
> U
Histogram U)

N :=500




01 02 03 04 05 06 07 08 0.9

Az y:x2 + (1— x)2 > % feltételt teljesité pontok relativ gyakorisaga

. 2 £t gt £
R valésziniség

> Yn:=map x>xX + (1 —x)2 U) :
> relativ_gyakorisagok= NULL : gyak:= 0:
for kfrom 1to Ndo

if Yn[ K > % thengyak:= gyak+ lendif:

relativ_gyakorisdgok= reIativ_gyakorisélqu%alk ;
enddo:
relativ_gyakorisagok= [ relativ_gyakorisagok:
> rajz1:= Statistic$ LineCharf(relativ_gyakorisagokhickness= 3,axis= [ gridlines= [ 10,color
= black] ], tickmarks= [ 10, 10], legend= [ Azx"2 + (1-x) "2 relativgyakorisagal,

view=[1.N,0..1]) :

plots-display( rajzlplot( % 1.N, color =red thickness= 3) D




50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

— AzX + (1— x)2 relativ gyakorisagai

Az abrardl leolvashato, hogy y,;:ﬁ +(1- xn)2 > g feltételt teljesid véletlen szamok

relativ gyakorisagai ingadoznalpa % valbsziriség korul. Ezért aglméletialapon tortéé

| szamitasaink 6sszhangban vannak a szimulaciokaal&ppotgyakorlati szamitadsainkkal.

_(c) Hasznaljuk ki &Statisticscsomag azon képességét, hogy folytonos valiiségi valtozokon
képes "egyszébb" miveleteket elvégezni! Igy az X egyenletes eloszlbképes az

Y=X?+ (1—X) 2 mivelettel kapotl valtozora @(Y > % ) valosziriséget kiszamolni a

Probability eljaras! Vagyis automatizalja mindazokat a tew§kégeket, amelyeket mi azleb
| matematikai szempontbol elvégeztink!

Geometriai valdsziniség véletlen valtozékkal

> X = RandomVariable UniforifD, 1))
> Yi= X2+ (1—-X)?

> P('X'Z-I— (1-X)2> 5) :Probability(Y> 5)

9 9
X:=_RS3
Yi= R¥+(1— _R3?
P(% <X2+(1—X)2)=% (1.3.2)

_Ugyanigy a valtozo siriiség fuggvényét BDF( Y, X) vagyis a ProbabilityDensityFunction
|_eljaras szamolja az x helyen!

Y siiriiség fuggvénye és a2y, N = 1 ..500) sorozat hisztogramja

> := simplifyf PDR Yx))

(1.3.3)




1
<_
0 x < 5
— 1 x<1
fi=1 v -1+4+2x (1.3.3)
1
il =1
> X
0 1<x

=> suruseg= plot( f, x=0..1.2thickness 3, color =red) :
HY := Histogranm( Yn:
plots-display( [ HY suruseg)

7,

1.2

| [Léthat()an aigiség fuggvény jol illeszkedik a gyakorisag hisztogrertékekre!

V¥ 3.2.4. valoszifiségek szamitasa 2D-s geometriai eszkdozokkel

A kovetked példabarkét véletlen szarot kell valasztani, de a szamitasok soran csakyygiket
figyeljuk. Ekkor azeseménytéma sik egy haromszoge lesz.egemény algebra haromszog
mérhed tartomanyainak rendszere. Arra épitiink a valdis#igek szamitasanal, hogy a

| valésziniségi mértéka tartomanyokeriletével aranyos.

3.2.4.1. PELDA. 2D-9 Q, S P) val6sziniségi mes nem téglalap eseménytérrel
Véalasszunk véletlenszen egyP(x y) pontot azA(1, 0), B(0, 1) ésC(0, 0) csucsponti
deréksz6§ haromszog belsejében (lasd az abrakisérletkimenetele a valaszt®tpont
x-koordinataja.




0.6
.a Véleten pont

0.4

0.2]

C A

(a) Irjunk szimulacios progranot a kisérlet bemutatasara tgy, hogy dupla vélgiberiokat
generalunlegyenletes eloszlassakx €s az/ koordinatdkra & 0, Jlintervallumbdl. Majd
tartsuk megazokat azx, y) pontokat, amelyek a&&BC, haromszogbe esnek. Rajzoljunk fel

haromszogbe é5500 pontot és ezek koordinatainakyyakorisag hisztogranjat!
(b) Mekkora valdszitiséggel esik a véletlen pontkoordinataja d 0.2, 0J5ntervallumba?
Mutassuk meg, hogy &zx) =2 — 2-x siirtiség fuggvényalatti terilet segitségével
szamolhatjuk ki a

P(0.2<x<0.5)
valosziriséget!
(c) Rajzoljuk fel ax-koordinatak] 0.2, 0.bintervallumba esésénedlativ gyakorisagait és a
kiszamolt valdszitiséget! Igazoljuk ezzel a (b) pont szamitasanakelssBgét!

_Megoldés
Készitsiink abrat kisérletbemutatasara. A program irasa ravezet bennirmpattak helyes
| generéalasaral

A kisérlet bemutatasa Maple-ben

> restart: with( plots) : with( Statistics : randomizé ) :
H := polygonplot [ [1, 0], [0, 1], [0, O] ], color = yellow) :
Pontx:= Samplé Distributiofi Uniformd 0, 1), 1)[1]:
Ponty:= Samplé¢ Distributioff Uniformh 0, 1), 1)[1]:
while Pontx+ Ponty> 1do
Pontx:= Samplé¢ Distributiof Uniforrah 0,1),1)[1]:
Ponty:= Samplé¢ Distributiof Uniforrah 0,1),1)[1]:
enddo;
Pont:= pointplot( [ PontxPonty]) :
vonal:= plot( [ [ Pontx Ponty], [ Pontx 0]], style=line, linestyle= 2, color
=red, thickness= 3) :

S:= textplo{ | PontxPonty a véletlen porilign'= { ‘abové tight'} font




= ["times", "roman’, 16]]) :
display( [ H Pont S, vonal], scaling= constrained

1
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(a) Mibdl taplalkozik akisérlet? A generalasnal lattuk, hogyéblb az egysegnégyzetben kell
generalnunk egyenletes eloszlassal pontokat. Mddlkvalogatni azokat, amelyek a H
haromszodgbe esnek. Igy a maradék pontok is eggsnddnszlasban fordultakoeh H

haromszdgban! Tehat eageménytéazQ = ABC, haromszog befspontjainak halmaza, amely

ketté dimenzios Ennek mértéken(H) = % aterilete.

Annak feltétele, hogy B 0,]X [0, 1] egységnégyzetben &P (x, y) pont az ABC
haromszdgben legyen az-y < 1 feltétel teljesilése. Tegylk fel, hogy egyenleteszlassal
pontokat generaltunk a H=ABC haromszdg
H={(xy)|0<x<10<y<1-—x}

belsejében. Vilagos, hogy az x-koordinatak gyakaabdsnek = 0 kdzelébe, mint

x=1 kozelébe. Hiszen &1 1, 0) csucspont kézelében csak kis teriikairtomanybdl
valaszthatunk pontokat, ezzel ellentétben a BCdiggees oldal mentén sok olyan pont kdzl
valaszthatunk, amelye& koordinatdja ugyanaz

Az alabbi program addig general pontokat az egyésg@gretben, amig 500 pontot nem kapunk a
haromszog belsejében. Ezért nem tudjikeesmegmondani, hogy hanyszor fut le a pontot
| generalo ciklus!

500 véletlen pont a hdromszodgben és

a pontok x - koordinatainak gyakorisag hisztogramja

> N:=500:
pontok:= NULL :i:=0:
> whilei <Ndo
Px:= Samplé Distributioff Uniformh 0, 1), 1)[1]:
Py:= Samplé Distributioff Uniformh 0, 1), 1)[1]:
if Px+ Py <1then
pontok:= pontok [ Px Py] :
i=i+1:
endif:
enddo:




pontok:= [ pontok] :
rajzpontok:= display( [ H pointplot( pontoktitle
= A pontok egyenletes eloszlassal a haromszdghen
> pontokx= map( x~>x[ 1], pontok : display( Matrix(2, 1,
[ Histogran( pontokxitle
= Az x-koordinatak gyakorisag hisztogramjaajzpontok ) )

Az x-koordinaték
gyakorisag
hisztogramja

B,

0.10.30.50.70.9

A pontok egyenletes
eloszlassal a
haromszogben

0 0.20.40.60.8 1

(b) A hisztogramral leolvashaté, hogy xazkoordinatak nem egyenletes eloszlasban
helyezkednek el o 0,]intervallumban! A példa kérdése az, hogy milyealggn esnek az
x-koordinatak d =[0.2, 0.5 intervallumbal!
Lattuk a 2.8. pontban, hogy az ilyen szamitasoforéibs szerepet jatszik egyrészt az

F(x) =P([0,x])
eloszlas fliggvénynasrészt ennek derivaltja az

d

F(x) =4 FX
siriséeg fuggveny
Ezek felhasznaldsaval tetéeges[a, b] = [0, 1] részintervallum valdsziiségét kétféleképpen

is kiszamolhatjuk
b

P([ab]) =F(b) —F(a) =] f(x)
a

hasznalva az integralszamitas és a differenciaiséaamewton-Leibniz-féle alap tételét.
Mondjuk meg az eseménytér ismeretébeR(az =P([0, X]) valésziriséget tetsdeges
0 < x < 1 mellett! A geometriai valésziiség szamitasi elve alapjan
m( T)
m(H)
A fenti tomor jeldlés megtévesgtmert al 0x] intervallumP valészitiségét nem & 0,]1
eseménytérben kell szamolni. A péddapfeltételezettesemenytere ld = ABC, derékszog

haromsz6g. EbbenTg halmaz

P([0,x]) =

T={(ab)eH:0<a<x}




olyanP(a, b)pontokbdl all, amelyek efskoordinatija 4 0] intervallumba esik. Kénriylatni,
hogy T, egy trapéz, melynek cslcsponGdio, 0), B(0, 1), D(x, 1 —x) ésE(x, 0). Rajzoljuk fel

| a trapézokat animacioval a2rtékeket ndvelve!

A trapézok animacioja

> trapézok= [Seq polygonplof [ [0, 0], [0, 1], [x, 1 —x], [% 0]], color =yellow),x=0.1..1,0.3 ] :
> display( trapézokinsequence true, scaling= constrainedtitle = A [0,x] intervallumon vett trapézpk
tickmarks= [ 10, 10])

A[0,X] intervallumon vett trapézok
1
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0 0.10.20.30.40.50.60.70.80.9 1

(A trapéz tertiletének képletét alkalmazva
_ X(1+1—X) _ X(2—X)

M%) 2 T2
és igy az eloszlas fuiggvény
X- (2 —X)
F(x) =P([0,X]) = : =x-(2—x), ha0< x < 1.

A siiriség fliggvényt az eloszlas fiiggvétyk- szerint derivalassal kapjuk, tehéat

f(x) :% F(x)=(x-(2—%))'=2—2-x, ha0<x<1.

Az x-koordinatak eloszlas fliggvén Az x-koordinatak siiridaséq fi

> X:=%X"F = X—>X(2—X) > X=X f:=x>2—-2-X
> plot(F(x),x'=0..1,thickness 3, > slriség= plot(f(x),x'=0..1,
scaling= constrained thickness 3, scaling
F:=x—x(2—X) =constrained : slriiség

fi=x—2-—-2x




1
0.8 2
0.6 1.
0.4 1
0.2 0
0 0.20.40.60.8 1 0-2())(-6 1
X

[ Tehat ax-koordinatak = [0.2, 0.5 intervallumba esésének valosigge az eloszlas
fuggveénnyel
P([0.2,0.5) =F(0.5) —F(0.2) =0.5(2—-0.5) —0.2:(2—-0.2) =0.75—0.36 =0.39
€s ugyanez disiseg fuggvénnyel
0.5
P([0.2, O.Eﬂ):J (2 —2-x) dx=0.39.

L 0.2

(c) A szamitasok elvi alapjait é&sitsik meg egyrészt a gyakorisag hisztogram ésiaégy
flggvény egymasra rajzolaséaval, masrészt a rajgilorisagok és a szamolt valosdég
| dbrajaval.

A hisztogram, a giriiség fliggvény és a trapéz tertlet

[> befestett= plot( f(x), x=0.2..0.5filled = true, color = yellow) :
> display( [ siiriiség, befesteHjstogram( pontokx ], tickmarks= [ 10, 10, title
= A hisztogram, aiiiség fuggvény és a trapéz terilet




A hisztogram, a stiriiség fiiggvény és a trapéz teriilet
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0 0.10.20.30.40.50.60.70.80.9 1

X

(A stirGiség fiiggvény jol illeszkedik a hisztogramhoz. Befestettiik sarga szintire a stirliség
fuggvény 7= [0.2, 0.5] intervalluma alatti trapéz tertiletet. Ez a teriilet szemlélteti a kapott
| p =0.39 valoszintséget.

[ Most rajzoljuk fel a 0.2 < x < 0.5 feltételt kielégitdé pontok relativ gyakorisagainak valtakozasat
| a kiszamolt p =0.39 valdszintiséggel egyditt!

Az x-koordinatak relativ gyakorisagai és a valosziniiség

> relativ_gyakorisagok == NULL : gyak == 0 :
for kfrom 1 to Ndo
Px := pontok[ k][ 1] :
if (0.2 <Px)and (Px <0.5) thengyak := gyak + 1 end if

relativ_gyakorisagok = relativ_gyakorisdagok, gyTak :

end do:
relativ_gyakorisagok := [relativ_gyakorisagok] :
> rajzl := Statistics| LineChart|(relativ_gyakorisdgok, thickness = 3,axis = [ gridlines = [ 10, color
= black] ], tickmarks = [ 10, 10 ], legend = | "Az x-koordinatak relativ gyakorisagai" |,
view=[1.N,0..1]) :
plots:-display( [ rajz1, plot(0.39, 1..N, color = red, thickness = 3) ])
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— Az x-koordinatak relativ gyakoriségai

[ A relativ gyakorisagok a kiszamolt valosizség kortl ingadoznak és azokhoz egyre kdzelgbb

| kertilnek! Tehat szamitasaink helyesek voltak.

3.2.5. Talalkozasi probléma és megoldasa

3.2.5.1. PELDA

Romeo és Julia taldlkozot beszélnek meg egy bizodyéan belll. Ezen az egy 6ran bell
barmelyik iddpont egyforman valészimmindkettjik érkezésére. Aki edmek érkezik, az var
15 percet. Ha a masik nem érkezik meg ezen a epdelil, akkor elmegy és nem
taldlkoznak.

(a) Mekkora valdszitiséggel talalkozik Romeo és Julia?

(b) Generaljunk 200 igpontot ROmeo érkezésére és 20Epmhtot Julia érkezésére egyenletgs
eloszlassal! Rajzoljuk fel a talalkozas esemé@mgtiv gyakorisagait! Mutassuk meg, hogy a
relativ gyakorisag értékek az (a) pontban kiszanaitisziriség korul ingadoznak!

(c) A StatisticscsomadgRandomVariabl&sProbability eljarasat hasznalva adjuk meg az (a)
pontban szamolt valosZiséget!

Megoldas
(a) Jeldlje X Romeo érkezésiddontjat az 1 6ran beldl és Y Julia érkezégpuhtjat.
Mivel X és Y egymastdl figgetlendl barhol lehet d@én belll, ezért az eseménytér
Q={(xy)|0<x<1,0<y<1}=[0,1]x[0,1]
| egységnégyzet. Az eseménytér kelimenzios, ezérh(Q) =1 mértéke terlilete.
A talalkozas akkor jon létre, ha a két érkezés koetierés nem nagyobb, mint ¥4 6ra = 15 perc.
Ha Romeo érkezik ébb, vagyisX <Y, akkor atalalkozashozJulianak ROmeo érkezését ket

% oran belul meg kell érkezni. Egyétienségekkel felirva
*) LY <X+
Ha Julia érkezik ébb, vagyisy < X, akkor atalalkozashozR6mednak Julia érkezését kdvet
% oran beltl meg kell érkezni. Egyétienségekkel felirva

Y<SXZY+ %

Ez utébbi egyerdtlenség rendszert




(**) X= <Y<X

1
4
| alakban irhatjuk.

A (*) és (**) egyenbtlenségeket abszolut értek formaban a koveétkeémor alakba fogjuk

egybe
T:{(x,y) EQ‘ ly —X S% }

Rajzoljuk be d 0, 1x [0, 1] egységnégyzetbeTaalalkozas eseményének halmazpkods
| csomagnequaleljarasaval!

A talalkozas T eseménye az eseménytérben

;> restart: with( plots) :

> M:= inequa({ X— % <Y Yy<Xx+ %} x=0..1,y=0..1,scaling= constrainedtitle
= A talalkozas esemén}e

T := textplo{[0.5, 0.5,'T" ;align'= { ‘above right'} font= [ "times", "roman’, 20] ]) :
> display M T)

A talalkozas eseménye

A talalkozast a kék sziinrsav szemlélteti, amely egy hatszdg. A négyzet pibb sarkaban lév
szlrke pontokra a talalkozas azért nem jon létest dulia koran jott (Y kicsi) és hozza képest
Romeo tul késén érkezett (X nagy). A négyzet bal félsarkdban le¥ szirke pontokra a
taldlkozas azért nem jon létre, mert ROmeo kor&r(Jokicsi) és hozza képest Julia tul ks

| érkezett (Y nagy).
A hatszdg teriletét ugy célsaediszamolni, hogy az egység négyzet terul@té&lvonjuk a kett
darab szirke derékszbparomszog teriletének dsszegét. A két szirke rentiget, ha egybe

toljuk, akkor egya = % oldalhosszlisagu négyzetet kapunk. Ezért a talatkteriilete




Tehat a taladlkozas valos#sege

7
_ 3 .. m(T) _ 16 _ 7 _
P(T) =P(talalkozas = = = —=0.4375.
(T) ( $ m(Q) 1 16

;Annak esélye, hogy Romed és Julia talalkozik 43.75%
(b) Generalunk 200 véletlen szamot a [0,1] intervabamegyenletes eloszlassal Romeo
erkezésére és hasonldéan 200 értéket Julia érkez&dlemsrizzik, hogy &-ik idépontra
teljestl-e a talalkozas

1
X W<

feltétele. Ezek relativ gyakoriségait felrajzoljkiszamolip = 116 valosziriséggel egydtt.

A taladlkozasi esemény relativ gyakorisagainak szintécidja

[ > with( Statisticg : N:= 200 :
X := Samplé Distribution( Uniform( 0, 1) ), N) : Y := Samplé Distribution( Uniform( 0, 2) ), N) :
> relativ_gyakorishgok= NULL : gyak:= 0:
for kfrom 1toNdo
if ‘Xk_ YIJ < 0.25thengyak:= gyak+ 1 endif:
relativ_gyakorisdgok= reI::ltiv_gyakorisétqungalk ;
enddo:
relativ_gyakorisdgok= [relativ_gyakorisagok:
> rajzl:= Statistic$ LineChart(relativ_gyakorisdgokhickness= 3,axis= [ gridlines= [ 10,color
= black] ], tickmarks= [ 20, 10], legend= [ "A talalkozas relativ gyakorisagajView
=[1.N,0.1]) :
plots-display( | rajz1plot(0.43751.N, color = red thickness= 3) |)
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[ A talalkozas eseményének relativ gyakorisagai zékieltp = 0.4375 valdszifiség koril
| ingadoznak.

(c) Definidljuk azX és a2y ekezési idket, mint véletlen valtozokat, amelyek egyenletes
eloszlasuak a [0,1] intervallumban. Ezek szimbdjikaRomeo és Julia érkezésbmbntjait.

Definialjuk ezekkel & =|X — Y| eltérés valtozoét! A talalkozas esemény«%ﬂ'eK % }

egyenbtlenség irja le. EnnelR(T < %) képlettel jelolt valosziiségét &tatistics csomag




Probability( T< % ) eljarasa kiszamolja, athidalva ezzel eddigi matiieer6feszitéseinket.

A talalkozas val6sziisége véletlen valtozékkal

> with( Statistic$ :
X : = RandomVariable Uniforf©0, 1)) :
Y := RandomVariable Uniforif©0, 1)) :
T:=|X=-Y|:

A talalkozas eseményeProbabiIity( T< % )

A talalkozas eseményref—6 (1.5.1)

| |:A kapott valészifiség megegyezik az altalunk kiszamolt értékkel.

V¥ 3.2.6. Haromszog szerkeszthéségi probléma és megoldasa

3.2.6.1. PELDA.
Egy egységnyi hosszUsagu palcat véletlefigrevalasztott 2 helyen eltdriink 3 kisebb darabra.
(a) Mekkora valoszitiséggel szerkesztlieharomszog a keletkezett 3 szakaszbol?

(b) Generaljunk 200 dupla téréspontot egyenletes Essal és rajzoljuk fel a haromszdg
szerkeszthéség esemeényéneglativ gyakorisagait! Mutassuk meg, hogy a relativ
gyakorisagok az (a) pontban kiszdmolt valészéy koril ingadoznak!

_Megoldés
(a) A haromszdg szerkesztliség eseményének egyértéltairasahoz jeldlje a keletkezett
harom szakasz hosszat x, y és z.

X vy vz

Mivel a harom szakasz 6sszhossza 1, exérty +z=1.

Ebbdl kifejezhet) valamelyik valtozo, legyen ez példaul z és iggelab az x és y valtoz6 a
torések helyeinek egyértelnfeirasahoz
L z=1—x-Y.

Egyértelnti, hogy az 0< x < 1 és 0< y < 1 egyenbtlenségeknek teljesuini kell az oldalakra!
Mivel azonbarz=1 —x—yész > 0, ezért ax +y < 1 egyenbtlenségnek is fenn kell allni
minden elemi eseményre. Ezek az eg§ehségek egy haromszdéget hataroznak meg;az
Descartes-féle derékszbgoordinatarendszer élsiegyedében

» Q={(xy)|0<x<10<y<1x+y<1}

A palca torésének eseménytere

;> restart: with( plots) :

> esemeénytér= polygonplot[ [0, 0], [1, O], [0, 1]], color ="DarkGrey",thickness 3,
scaling= constrainedtickmarks= [ 10, 10Q]) : eseménytér
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Ellenérizzik az ilyen probléma esetén, hogy a feladat Eirtkisérlet kimeneteleiés az
eseménytér elemekozott kdlcsdndsen egyérteirmegfeleltetést tudunk-e létrehozni. Tehat
barmely(x,y, z) ésx +y + z=1 toréshez egyértelimn hozzarendelh&e egy(x, y) pont az
haromszogben. Forditva, barmeélyy) ponthoz az) haromszoghl egyértelniien
| hozzarendelhéte egy(x, y, z) ésx +Yy + z=1 torés.

Tehat az eseménytér ketlimenzios és ennek( Q) = % mértéke aerllete.

A haromszog szerkesztliseg feltétele az ugynevezbiromszog egyeritlensée@k teljesilése.
Melyszerint barmely két oldal 6sszege legyen nagyaiint a harmadik oldal. Ez 3
egyenbtlenség felirasat jelenti

H={(xy) €Q|x+y=>zx+z>yy+z>x}
| A Hhalmaz egyestlenségeibe helyettesitsik beal — x — y kifejezést és rendezzuik.

Feltételek a haromszdg szerkeszthégtéghez

X+y=>z X+z=>y y+z>Xx
X+ty>1—x—y X+ (1—x—-y) >y y+(1—-x-y) =X
1 1 1
> = = > 5 2
X+y=> 2 2 =Y 2 = X

A kapott hatarol6 egyeneseket rajzoljuk be az esgtéébe és adjuk meg az altaluk kijelolt
| tartomanyt!

A haromszog szerkeszthéség H eseménye az eseménytérben

i 1 1 1 1
> = e e e e
H polygonplo( 2,0}, 2" o 0, >

T := textplo{ [ 0.3, 0.3,"H" align'= { 'above tight'} font= [ "times", "roman’, 20] ] ) :
display( [ Heseménytéf |, title = Haromszog szerkeszthiség eseménye a piros haromszog

, color = "Red" thickness= 3] :




Haromszog szerkesztliség eseménye a piros
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A harom szlrke és a piros haromszog egybevagoéit, £egyer tertleti részt kaptunk az
eseménytérben.

[ A fenti abra piros szinnel jeldit haromszogél kivalasztva egyx, y) pontot, olyan
z=1—x —y érteket kapunk, amellyel &%, y, z) hosszakbdl haromszdg szerkeszihbtivel a

H halmaz egy egyebtdzaru derékszdigharomszog, melynek befogé%a hosszu, ezért terllete

2 2 1
m(H): 2 :g.

Tehat a haromsz0g szerkeszéiséy valdszitisége

Azt mondhatjuk, hogy atlagosan minden négy véteiteti toréskél egy olyan lesz, amelyh
| haromszog szerkesztbiet

(b) Az egységnégyzetben egyenletes eloszlassal adpagknk(x, y) pontokat, amig az
eseménytérben 200 pontot nem kapunk. Az esemémntémszogéhez hez nem tartozo
pontokat eldobjuk és a toblix, y, 1 — x —y) formaban gijjtjik. A pontokat berajzoljuk az
eseménytérbe, hogy vizualisan eligmni tudjuk az egyenletes eloszlas feltételéngkdalését.

200 véletlen pont generalasa egyenletes eloszlassabseménytérben

> with( Statistic§ : randomizé ) :
N:= 200 :
torések= NULL :i:=0:
> whilei <Ndo
x:= Sampl¢ Distributiof Uniforrd 0,1),1)[1]:
y := Samplé¢ Distributiof Uniforrd 0,1),1)[1]:
if x4+y<1then




z=1-Xx-Yy:
torések= torések|[x Yy, ] :
i=i4+1:
endif:
enddo:
torések= [ torésel :
> display( [ pointplof map & [a;, & ], toréseR ), eseménytdr)
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A haromszog szerkeszthéség relativ gyakorisagainak szimulacioja

> relativ_gyakorishgok= NULL : gyak:= 0:
for kfrom 1to Ndo
x = torésekk][1] : y:= torésekk][2] : z := torésekk][3]:
if (x+y>z)and (x+z>y)and (y+ z> x) thengyak:i= gyak+ 1 endif:

relativ_gyakorisdgok= relativ_gyakorisélqugyTalk :

enddo:
relativ_gyakorisdgok= [ relativ_gyakorisagok:
> rajzl:= Statistic$ LineChart(relativ_gyakorisdgaokhickness= 3,axis= [ gridlines= [ 10,color
= black] ], tickmarks= [ 20, 10}, legend
=["A haromszog szerkesztléstg relativ gyakorisagdiview=[1.N,0..1]) :
plots-display( [ rajz1plot(0.25, 1 N, color = red, thickness= 3) ])
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— A héromszog szerkeszthet6ség relativ gyakorisagai

| [Lathatéan a relativ gyakorisagok & 0.25 valdszitiség koril ingadoznak.

¥ 3.2.7. Buffon-féle fi probléma és megoldasa

A probléma eseményterét megtalalni a kdveikgobléemanal nem egys#éiTovabba a
| kedved esetek mértekének kiszamitasahoz az integralszstngtfel kell hasznalni.

3.2.7.1. PELDA

Tekintstink egy sik felulétjatékasztalt, melynek fellletéparhuzamos egyeneseket
rajzoltunk egymast@gységnyi tavolsag. Radobunk az asztallapra egységnyi hosszusag
tiit véletlenszdren tébbszor egymasutan és feljegyezzik, hogyaa aisztallap valamelyik
egyenesét metszi-e vagy sem.

[l

Hatarozzuk meg annak valdsigegét, hogy divel eltalalunk egy egyene$t

_Megoldés
| A lehetséges kimenetelek egyértélmegadasahoz hany fuggetlen valtozé sziikséges?
o ) o A tii poziciéjanak leirasa
Néhany véletlen kisérlet 7y
1
7 112
ol ! &P d v
—~—
1 T
0<d< 5,05+
2 =72

A lehetséges elemi kimeneteleket a kéveikezt koordinataval tudjuk leirni
 Jeldljed atii kbzépponfanak tavolsagéatlagkdzelebbi egyendsl.

» Jelbljeo atii és az egyenesek hajlasszégatianban mérve.

A dtavolsagértéke 0O és% k6zott valtozhat. Ha ugyanis> % lenne, akkor mar egy masik

egyeneshez lesz kdzelebhi&kbzepe, mint%. Ezértd értékére valasszuk ezt zali— nél kisebb
tavolsagot.

A ¢ szbgértéke 0 és



% kozott valtozhat Ha ugyands > % lenne, akkor &ités a

parhuzamosok kozotti ket szog kozil valassaudtekére a hegyesszdoget.
lgy a leesettit helyzetét egyértelfien jellemeztik az egyenesekhez viszonyit\a,al)
szamparral, ezért az eseményter

Q={(<p,d) 0<9<7,0<d< %}
[ Az esemeénytéer egy téglalap, melynek terllete
_rl_=x
i mQ) =557
Az eseménytér Kedvezé esetek leirasa
9 Q={(p.d)|0<p<®, 0<d<t 1
A Sps<=. 0sds<-
1/2 O 1
O 112
(D d
- ) 4
w2 P P B

[ A jobb oldali 4bra jel6lései:
* O a ti kdzéppontja
* P a i egyenesének metszéspontja az O ponthoz legkdzelgypdnessel
* B az O pont méilleges vetllete az O ponthoz legkdzelebbi egyenesen
| *djeldli az O é8 pontok tavolsagat = |OB

Megallapitas
A tii akkor és csakis akkor metsz egy egyenest, haiiéfe|OR < %

egyenbtlenség.

Az OBP, deréksz6gd haromszogél meghatarozzuk a2Ptavolsagotl €se segitségével

, _. d
Sln(Q)—ﬁ

d
_ sin(o)
Tehat ait pontosan akkor metszi valamelyik egyenest, hagélja
d 1
< -

sin(p) ~— 2

|OR =

| egyenbtlenség.
A metszésre nézve kedveeseteket az

MI{((p, d) ‘ d< %sin((p) }
tartomany adja meg.
Tehat ha a




d= % -sin( @) fliggvényt berajzoljuk a (@, d) koordinatarendszerbe, akkor ezen

Orbe grafikonja alatti tartomany a kedvezo eseteket tartalmazza az Q eseménytéren beliil..

Az eseménytér és benne a tii és egyenes metszésének eseménye

> restart .
with( plots) :
., I T 1 1
eseménytér = polygonplot[ [0,0, ], ?, 0], 5, 5 }, 0, 3 ,color = grey) :

> M:= plot[ % sin(@), =0 ..g, d=0..0.5, filled = true, color = "DarkSlateGray", tickmarks

= | piticks, 5| j :
T := texiplot([0.4,0.1, A tii és egy egyenes metszési eseménye)align'= { 'above','right'} font'

nn

= ["times", "roman", 14]]) :
display( [ M, eseménytér, T | )
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|
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m(M)=J E~sin((p)d(pZ%'[—cos((p)](pzoz=%(—cos[gj +cos(0))=%.
0

2 - 0.6366.
L

| Tehat kb. 63,7% annak esélye, hogy a tlivel eltalaljuk a parhuzamos egyenesek valamelyikét.

Elfogadva azt az elvet, miszerint egy valdszintliséget a relativ gyakorisagok egyre jobban
megkozelitenek, ha a kisérletek szama nagy, akkor ebbdl kiszamithatjuk = értékét kozelitoleg a




2  _ 2n
P(M) k(M)
képlet alapjan, ahd{,(M) jeldli azt, hogyn kisérletidl hanyszor kovetkezett be bkmetszesi
| esemény.
[ Erre felépitve tobb kisérletet is elvégeztekrtekének kdzelitkiszamitasara. A kovetkéz

tablazat tartalmazza ezen kisérlet@lf adatait: a kisérletézszemélyt, aii hosszat, a dobasok
szamat, a talélatok szamatréértékére kapott kozetiertéket.

T =

Kisérletezo

A ti hossza

Dobasok szima

Talalatok szima

Becslés m-re

Wolf, 1850

5000

2532

3.1596

Smith, 1855

6

3204

1218

De Morgan, ¢.1860

1.0

600

382

Fox, 1864

1030

489

3.1595

Lazzerini, 1901

83

3408

1808

3.1415929

Reina, 1925

5419

2520

869

3.1795

[ Az alabbi internet cimen interaktiv programot tiagdlink, melyben a dobalasokkal szemléltetik
|t kozeli értékének szamitasatip://vis.supstat.com/2013/04/buffons-needle/

[ Lathato, hogy a modszer nagyon lassan konvergélt agyakorlatban nem alkalmas
[ értékének nagy pontossagu szamitasara.

¥ 3.2.8. Bertran-féle paradoxon levezetése

A kovetked példa azt mutatja, hogy az eseménytér geomedpaerentacioja meghatarozza a

valbsziriség értéket! Kulonb@zreprezentaciok mellett mas és mas valdsggeket kaphatunk

ugyanarra a problémara! Az ellentmondas vagy pa@uosak latszolagos és az eseménytér
| reprezentécidjaval valik egyértelne a valoszitiség meghatarozasa.

PROBLEMA

Vélasszuk ki véletlenszigen egy adotkdr valamelyikhdrjat és szamitsuk ki annak
valosziriségét, hogy a kivalasztott har nagyobb, mint a &drbatészabalyos
haromszdg oldala

Megoldas
A keresett valésziiseg ertéke attol fuggn mas és mas lesz, hogy milyen koordinatat
hasznalunk a hurok azonositasara. A véletlen $2otgse is hozzajarul ahhoz, hogy a
megoldasra kapoktarom kilénboz értek mindegyike helyes lesz. Az egyértelenedmeényhez
| a feladat szOvegét pontositani kell!

Az Q eseménytér a korben kivalaszthatd kulorbddzrok lesznek. Azonban valahogyan
szamszdfsiteni kell a ktlonb&z harokat Ggy, hogy koordinatakat kell egyértéém
hozzarendelni és ez megteh#ibbféle modon is.

Felteheb, hogy a kor sugana= 1 és a koordinata-rendszer origdjat a kor kozéggoa

| helyeztik!

Jeldlje A és B a har két végpontjat
és M a kozéppontjat. Legyen tovaliba




aaz Apont aB ponté® azM
pont polarszdge a O
koordinatarendszerben!

Az AB hur egyértelmiien leirhaté az alabbi 3 kiilonb6# modon

(1) Az M pont (x,y) derékszdgkoordinataival

(2) Az M pont (rf) polar - koordinataival

(3) Az A és B pontok (1) és (1p) polar - koordinataival

;Nézzijk, hogyan lehet az AB hur L hosszat kiszam@denti reprezentaciok mellett!
A véletlensz6 mindharom esetben azt jelenti, hogy a megaddsisznalt koordinatakat

| véletlenszdfen valasztjuk. A feladat kérdése arra vonatkozilgyhmikor lesd. > /3 .

1. megoldasi mdédszs

A harM(x, y) kozéppontjanak a kér belsejében kell lenni, azaz

¥ +y <1
egyenbtlenségnek teljestlni kell! Az M pont megadaséavalia egyértelien megrajzolhatjuk
és ez forditva is igaz!

A hur L hosszat x és y-nal &z 2-\/ 1- (x2 + yz) képlet adja meg, mert Pitagorasz-tétele

alapjan

oM =X +y
IAM| =y OF —OM? =J 1— (0 +V?)
L=|AB =2:|AM| =2/ 1 — (@ + V) .

Ha azM (x, y) pont a szabalyos haromszogbgq irt
kor belsejében van, akkor a hur hosszabb, n
a szabalyos haromszog oldala. Ennek a korr
a sugara =Y. Ezért a 6sszes esetek halmaz
R=1 sugaru kor

Q={(xy)|¥+y <1l
A kedve® esetek halmaza

2
A:{(x,y) Y < (%) }
Ezért a valosziiség
_ Qterillete _ rm _(13\%_ 1
~ Aterilete 121 ( ) -

2
I 2. megoldasi modsze

= —.

NS




A har M kézéppontja megadhat6 egyértéém a kor O kdzéppontjatdl mért |OM| tavolsaggal
és azOM| szakasz x-tengely pozitiv felével bezigzdggel. A feltételek ekkor
0<r<1és0<0<2m

A hlr L hosszét segitségével 8 =2-\/ 1 — o képlet adja meg, meft=x* + y2 az ebzéek
| alapjan.

Tehét az L hossz nem fligg az M pént
polarszégéil. igy kivalasztva egy hurt és azt
forgatva a k6zéppont koril megkapjuk az 6sszg«
ugyanolyan hosszusagu hart. Ezért r
Q={r | 0<r<1}=[0,1].
Ennek megfelélen a kedvez események halmazg
A={r|0<sr<%}. \
Ezért a valosziiség

~

[O, % ] intervallumhossza

1
_ 2 _1
P 1

[0, 1] intervallumhossza

A szimmetria miatt az A és B végpontok kdzul azikgty mondjuk B-t tetslegesen
rogzithetjik. Legyen B az (1,0) koordinat4ju pornizszintes tengelyen. Az A pontot valasszuk
véletlenszdien a kdrvonalon barhol. Az A pont ¢} polarkoordinataira a

O<a<2nrn
| egyenbtlenség teljesdil.
A har L hosszat a cos-tétel segitségével is megpttha

L=y 2—2-coda),

Tehéat az eseménytér

Q={a | 0<a<2n}=[0, 2x]. A
Az AB har hossza akkor lesz nagyobb mint a
szabalyos haromszo6g oldala, havasz6g a 2/3 és o B
4n/3 értekek kozott valtozik. Ennek megféleh a
kedved események halmaza

47 21t 4w
<

A={a|%§a_ 3 =l 3 ' 3 1.
Ezért a valosziiség
Zn 4n hossza 2n
_13°3 _ 3 _1
P [0, 21| hossza 2n 3

[ A harom megoldas mindegyike helyes, tehat ugyarsapablémara 3 kilénbézredmeényt is
kaphatunk. A kapott eredményeﬁg % és%. Az eltérések onnan adodnak, hogy a feladatot
nem fogalmaztuk meg pontosan. Vagyis az ellentmeodak latszolagos.

m Ha val6szifiségi problamakat fogalmazunk meg, akkor tgy kelteniink, hogy




| L.a megoldas egyértelimegyen!

\ 4

Y

3.2.9. ElIméleti ellenord kérdések

Milyen med esetén hasznaljuk a valésisggek szamitasanak geometriai médszerét?
Mondjon ra példat!
Az 1 dimenzios eseménytérnél hogyan szamoljulgkifeesemeény(A)
valdsziriségét? Mondjon ra példat!
A 2 dimenziés eseménytérnél hogyan szamoljuk kiegseméng(A)
| valdsziriségét? Mondjon ra példat!

| SReE4) Milyen alapelveket hasznal a Romed és Julia tafki pelda?
Mekkora a valésziisége a haromszog szerkeszibégnek egy véletlen palca harom
| részre toresekor?

A Buffon tii dobalasi ksérleténél mik lesznek azok a valtoadhellyel egyértelien
| leirhatunk egy kimenetelt?

A8 Honnan eredete az ellentmondas a Bertran-féldgramal?

3.2.10. Gyakorlo feladatok

Hajotorottek egy lakatlan szigeten azt tervezilgyha viharban 6sszeroncsolédott hajéjuk arboc
radjanak felhasznalasaval Uj, kisebb hajot épiteAekhar a 40 méteres arbocrudat harom
véletlenszdr darabra torte szét. Ha van olyan darab, amelyil@@rnél hosszabb, akkor a
kisebb hajot meg tudjak épiteni. Mekkora valogzéggel taldlnak olyan hosszu darabot, hogy a

hajé megépithétlegyen, amikor kilsznak a roncsokhoz?
3.2.10.2. feladd

Egy kikotbe két hajo érkezését varjak. A hajok érkezése agighfiiggetlen és egy 24 orasdtartamon
beltl barmikor bekdvetkezhet. Az egyik haj6 kiraied 2 dérahosszat, a masik kirakodasa 4 érahosszat
vesz igénybe. Amelyik hajé @b érkezik, azt elkezdik kirakodni és a masiknatakézni kell a rakodas
Vvégeig, ha kdzben érkezik.

Mekkora valdszifiséggel nem kell varakozni egyik hajonak sem?

3.2.10.3. felad4

Az a” és b” szamokat véletlenszem és egymastol fuggetlenul valasztjuk a [0, 1]rirgbumban.
Mekkora a valdsziisége, hogy a@C 4 2-b-x + 1 = 0 masodfoku egyenlet gyokei komplex szamok?

Rajzolja fel az eseményteret és a kedvesetek halmazat!
3.2.10.4. felada

Az a” és ,c” szamokat véletlensZamn és egymastol fliggetlendl valasztjuk a [0,1]rirebumban.
Mekkora a valosziisége, hogy a@’ + x+c=0 masodfoku egyenlet gyokei valos szamok? Rajzol]

fel az eseményteret és a kedveseteket!
3.2.10.5. feladd

A [0,1] intervallumban véletlensZezn és egymastol figgetlendl valasztjuk az x ésaiynekat. Mekkora

a valoszidsége, hogy a%y _ 1 +X> % feltétel teljesul, vagyi;stévolséga% -t6l ésx Osszege

2

nagyobb% -nal?

3.2.10.6. feladd
A [0,1] intervallumban véletlensziggn és egymastdl fiiggetlentl valasztjuk az x ésaynskat. Mekkora

a valoszidsége, hogy a);/ _ 1 +x < % feltétel teljesul, vagyiytévolséga% -t6l ésxdsszege

2

kisebb~ —nél?
4

3.2.10.7. feladd




>

[0,1] x [0, 1] egység négyzetben véletlenszer valasztunk egy(x y) pontot
(0<x<1,0<y<1). Mekkora a valésziisége, hogy a pont koordinataira teljesikgz< %

egyenbtlenség?

3.2.10.8. feladd

A [0,1] x [0, 1] egység négyzetben véletlendimar valasztunk egy(x y) pontot
(0<x<1,0<y<1). Mekkora a valosziisége, hogy a pont koordinatéira teljesit-az %

egyenbtlenseg?

Egya= 2 oldalhosszUsagu négyzet belsejében kivalaszttieklenszaren egy pontot. Mennyi a
valdszirisége, hogy a pont kézelebb van valamelyik cstcshior,a kozépponthoz?

3.2.10.10. feladd

Egy 6temeletes hazban az egyes emeletek kdzothGatsag van, a foldszint és azéetsnelet kozott
8m. Ha a liftajt6 2m, akkor mennyi a valésigige annak, hogy a lift véletlenstenegakadéasakor az
ajtot teljes egészeben fal takarja?

Az A(0,0), B(2,0), C(2,2) és D(0,2) csucspontlu égységyzetben kivalasztunk véletlensieeregy P(X,
y) pontot. Mennyi a valosziisége, hogy a P pont az AB oldalhoz kézelebb vant minégyzet O(1,1)
kozéppontjahoz?

Kor alakd R sugarua céltéblara I6vunk. (A talalateainisége aranyos a terulettel.) A céltablat
koncentrikus korokkel 10 részre akarjuk felosztagy, hogy mind a 10 részben a talalat valdsztge

ugyanakkora legyen. Hogyan kell a kérdk sugaragjvatasztani?
3.2.10.13. feladd

Véalasszunk két véletlen szamet ésy-t a [0, 1] intervallumbdl. Mekkora valéstiséggel lesz a két

szam egymashoz 0.5-nél kbzelebb?
3.2.10.14. felad4
Egy egységnyi oldalhosszlUsagu négyzetre véletleimzeddobunk egy sugaru kdrlapo(r < % J :

| Mekkora valoszitiseggel esik a korlap teljes egészeben a négyzeijéee?
3.2.10.15. felada
A [0,1] intervallumban egymastadl fliggetlenil ésetlEnszeien valasztunk egy X és egy Y

| ketszerese!

3.2.10.16. felada

A [0,1] intervallumban véletlenszen valasztunk egy A szamot f0A < 1). Jeldlje X a
kapott A é5 1- A) intervallumok kdzul a hosszabbikat, azéz max A, 1 —A).

(a) Adja meg @(X < % ) valGsziriséget!

(b) Szamolja ki eP(X > %) valészitiiséget!

szamot. Hatarozzuk meg annak val6ézéyét, hogy az egyik szam kisebb lesz, mint a masik



