V 4. Feltételes val6sziiiség €s a szorzas-szabaly alkalmazasai. A dontés fa.
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Klincsik Mihaly

V 4.1.Bevezetés

A logikai miiveletek és az esemény algebréveletek k6zott szoros megfeleltetés van. A logikai
tagadas, az "és" illetve "vagy'tuveleteknek az esemény komplementere, eseményekegyyl
bekbvetkezése és az események unidijeehetek felelnek meg. Mi a helyzet a logikai impltko
vagy ha, ...akkor tipusuimelettel? Mi ennek az esemény algebrai megf@@lA valasz a
feltételes valosziiség. Ha az A és B események kdzul mondjuk a B relmhdrekdvetkezik mint
A, akkor megkérdezhetjik, hogy B ismeretében melasg az A esemény valosiigege.
Ha egy B esemény mar bekovetkezett, akkor ez ladti@bet az A esemény valosiségére.
Kdvetkeztetni szeretnénk az A esemeény valdisgigéere, annak egy rész informacidja alapjan.
Nevezetesen ismerjuk A azon részét, amely mar rizmatkezhet be. Ennek a kapcsolatnak a
leirdsara szolgdl a feltételes valosizigg. AzA esemény B eseményre vonatkozo feltételes
valésziniségétaP(A| B) = % hanyadossal definialjuk. Mivel B mar bekodvetkezerért
az eseménytér ledkzill a B eseményre és a B mértekéhez kell viszamydta A esemény B-beli
részének mértékét. Sok esetben a feltételes vaildsrj megadasa természetes és a szorzat
esemeény valosziisegét kell kiszamolni #( AB) =P(A| B) -P(B) szorzas-szabaly segitségével.
A feltételes valdsziiség és a szorzas-szabaly megjelerdkési vagy valoszifiségi fa
diagramon. Az etsdontési fazis éleihez a dontés valogayeit rendeljik, a masodik dontési
fazis éleihez feltételes valosigegeket rendellink. A fa gréaf levelei mellett kitélvesszik a
szorzat eseményeket €s az ezekhez tartozé valéégieket. Ezeket a szorzas-szabaly alapjan a
fak éleihez rendelt valdés4iségek szorzataval szamoljuk.
A fa diagram mellett a masik fontos eszk6z a vatidsegi adatok reprezentalasaralalazat.
Mindig hasznaljuk egyditt a fa diagramot és a taititz hogy a megfelélkovetkeztetéseket le
tudjuk vonni.

Célunk az alabbi fogalmak, 6sszefiiggések és eljarasok megismerése,

megértése

Egyuttes valosziiségek tablazatanak készitése.

Feltételes valoszintiség definicidja . PP PO N ?
& ) Feltételes valosziiségek szamitasa tablazatbal.

A valbsziriségek szorzas-szabalya MgpI,eGr aphTheorycsomagsraph DrawGraph
eljarasai

Dontési fa diagramok készitése: dontési

fazisok, valdszitiségi sulyok, szorzat

események valosZiségeinek

szamitdsa dontési fa alapjan

V 4.2. Feltételes valdsziiség fogalmanak d@lkészitése
Tekintstink keth bevezet példat a feltételes valosigeg fogalmanak megvilagitasahoz.

| 4.2.1. PELDA Két kocka dobas




Egy dobdkockaval kétszer dobunk egymas utan. éefdjzt az esemény, hogy a dobott
pontszamok 6sszege nagyobb, mint 8
A = { a két dobas pontjainak dsszege > 8}.

B esemény jelentse azt, hogydetkobasra 6tost dobtunk

B = { a két dobashbdl az élslobas eredménye 5 }.
B esemény megé&ti az A esemény bekovetkezését!
(i) Szamitsuk ki a P(A|B) feltételes valodmaget, vagyis mekkora annak valészigge, hogy
a két dobas pontjainak 6sszege nagyobb lesz &hélé, hogy tudjuk az dlslobas
eredmeényét, amely 5 lett.
(i) Szemléltessuk a tablazattal és fa diagrammalem@sytér elemeinek szétosztasat A és B
halmazokra!

Megoldas
Az Q eseménytér elemeit az {1, 2, 3, 4, 5, 6} halmanégaval képezett Descartes-szorzata adja
meg, vagyis az 0sszes rendezett parok halmaza!

Két kocka dobas eseménytére
> convert Matrix6, 6, (i,j) —[i,j]), seb

Az A és B halmazok az eseménytérbe

=]

{[1,1],[1,2],[1,3],[1,4], [1,5], [1, (1.21) (1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5, (1,6),
61, [2,1],[2,2],[2,3],[2,4],[2, (2,1), (2,2), (2.3), (2,4), (2,5), (2,6),
51, [2,6],[3,1],[3,2],[3,3], [3, Q= | (31),(32),(33) 34), 35), 36, |
4], [3, 5], [3, 6], [4, 1], [4, 2], [4, (4,1), (4,2), (4,3), (4,8),[4.5), (4,6),
3], [4, 4], [4, 5], [4, 6], [5, 1], [5, 5,0, (5.2, (5.3).f5.4), (5.5), (5.6,
2], [5, 31, [5, 41, [5, 51, [5, 61, [6, (6,2),(6,2),[6.3), (6.4), (6.5). (6,6)}
1], [6, 2], [6, 3], [6, 4], [6, 5], [6,

61}

A = { a két dobas pontjainak dsszege > 8}=
= (3,6), (4.,5), (4,6), (5.4), (5,5), (5.6), (6.35.4), (6,

5). (6.6)} _ _
Az A esemeényt 10 elemi esemény alkotja, azaz | A
| =10, ezért
_IA _10 _ 5 _
P(A) =12 == == =0.2777
(A o 36 18 0

Ha az el§ dobasradl tudjuk, hogy 5 lett, akkor a két dobagiigmar csak az aldbbi 6 elemi
esemenydl allhat

B={(51). (5.2), (5,3), (5,4), (5,5), (5.,6) }.
Ezek kozill az elemi események kozil ki kell valaszazokat, amelyekre a szamok dsszege > 8.
Ezekaz A - B ={(5,4), (5,5), (5,6) } leltetegek. Mivel a B esemény 6 elemi esemétlyésak 3
johet szbéba, ezért a feltételes valdszay
_IAB _3_1

P(AB =—==—=0.
(AB) 1] 6 2 0.5
Szamitsuk ki az A-B és a B események valdis#geit is
moJAB 3 1 _B_6 _1
P(A-B) |Q| 36 - 12 esP(B) |Q| 66"

A feltételes valdsziiséget kiszamithatjuk a fenti két valos@ég hanyadosaként

P(AB)



36

Események tablazatanak kapcsolata a Venn-diagrammal

A tablazat aA-B, A-B, A-E, A-B szorzat események valosipg@geit tartalmazza, valamint a
sorok és oszlopok 6sszegeit. Az alabbi kétszidintési fa diagram is ugyanazokat a szorzat
esemeények valosZigégeit mutatja és mellette a feltételes valdsageket is.

P(B)=1/6

Dontésifa
diagram

P(Bc)=5

1. Dontésifazis
az els6 dobasrdl

2. Dontésifazis
az 0sszegrél

Osszeg nagyobb,
5-6s lett az mint 8
els6 dobas
Osszeg nem

nagyobb, mint 8

Osszeg nagyobb,
mint 8
Nem lett 5-6s
az els6 dobas
Osszeg nem

nagyobb, mint 8

Szorzat események

valoszinlsége

P(A-B)=1/12

P(AcB)=1/12

P(A-B%)=7/36

P(Ac-B)=23/36

Osszeg= 1

Az els dontés arrdl szol, hogy vajon 5 szamot kaptunk-elg dobasnal. A masodik dontés a
két dobas 6sszege alapjan torténik, hogy az oserpgbb lett-e 8-nal vagy sem. &zinten a
fa éleihez a dontés valos#gegeit irjuk. A masodik dontési szinthez tartozldszinisegek
feltételes valosziiségek. A feltételben azok az események szerepahmknan jottiink a fa



diagramon a masodik szinthez.

A tablazatbdl a feltételes valosigegeket osztassal kapjuk. igy tovabbi feltételédszaniségek
a tablazatra alapozva a kovetkdesznek

_ e
=\ P(AB) __ 36 _ 7
P(AB) o(B) 5 30

6

— 23
~imy-P(A-B) _ 36 _23
P(A[B) o(B) % 30"

Tehat a tablazat egy bélsella értékét leosztjuk a sor vagy oszlop végeéh tesszeggel, egy
feltételes valosziiséget ade

4.2.2. PELDA. Monty Hall probléma.
A jaték leirasa.

Show niisor keretében egy jatékosnak felajanljak, hogy msteegy Uj autdt, ha szerencséje yan
€s jol dont. A jatékszabalyok a kovetkkz
1. |épésHarom zart ajté van a szinpadon. Ketjfto mogott egy-egy kecskét helyeztek el €$ a
harmadik ajté mogott talalhato az Uj autd. Az Bleeések véletlenszigek, de a Misorvezet
tudja, hogy melyik mdgott milyen nyeremény talathat

2. 1épésA jatékos ramutat a harom ajto kozll az egyikre.

3. IépésA jatékos altal ki nem valasztott 2 ajté kdzubtékvezet kinyitja azt az ajtot, amelyi
maogott kecske van. Ha mindkgityen, akkor szabadon dont.

4. lepésA megmaradt 2 ajto egyike biztosan az autot rajjatekos eldonti, hogy marad-e a
eredeti dontésenel vagy megvaltoztatja azt.

5. IépésA jatékvezet megmutatja a nyeremeényt a kivalasztott ajtd m¢gaiajd
ellensrzésképpen a harmadik ajtot is kinyitja.

Megjegyzés. Az Interneterhdtp://www.stayorswitch.coraimen jatszani is lehet a jatékot.

1. STRATEGIA
Ha nem véltoztatunk az élslontésiunkon, akkor atlagosan 1/3 esetben fogunk

A

™

nyerni.
2. STRATEGIA

Ha valtoztatunk az elsddntésiinkdn, akkor atlagosan 2/3 esetben fogunk
nyerni.

A stratégiék jeleritségét a jaték soran az alabbi egy$zéblazat magyarazza. Nézzik meg mi
torténik, ha az etsajtd kinyitdsakor tudjuk, hogy mogoétte mi talalhat

1. Ajto nyitas Nem valtoztatunk Valtoztatunk

Auto Nyerés Vesztés
Kecske Vesztés Nyerés
Kecske Vesztés Nyerés

Mivel kétszer annyi kecske van, mint auto, ezérkamels kivalasztaskor kecskére mutatunk,
majd megvaltoztatjuk déntésiunk, akkor nyeriink. Ek@szer olyan gyakran kdvetkezik be, mint
a veszités, amely akkor kévetkezik be, ha az aattatimazé ajtéra mutatunk, majd valtoztatunk
dontésunkon.



KOVETKEZTETES
Erdemes minden esetben megvaltoztatni eredeti sidmitét a masodik dontési helyzetben, mert
ekkor kétszer nagyobb eséllyel nyerink.

4.2.2.1. Készitsiuink szimulacios

Elso 1épésként egyenletes eloszlasban generaljakitd@zhelyzetétmeghatarozo 1, 2 vagy 3 ajtd
sorszamokat. Az autot a megfélaslborszamu ajto mogeé képzeljuk. Készitiink egy 18Miehuto
vektort!

> restart:
> randomize ) :
> with( Statistics :
> X := DiscreteUniforni1, 3)
X:= DiscreteUnifornt1, 3) (1.2.2)

\

N := 100
N := 100 (1.2.3)

\

auto:= mapround, SampleX, N)_)
1..100 Vecty,,

Data Type: anything

auto:= (1.2.4)

Storage: rectangular

Order: Fortran_order

A hisztogram felrajzoldsaval az aut6 helyének etptea kivalasztasat tudjuk elié&nzni.
> Histogram autpfrequencyscale absolutg

Most jon a jatékos ebsdontése. Az ajté sorszamanak valasztasara genkiighét 100 véletlen
szamot az 1,2 és 3 kozul fuggetlenil az auto p@aidil.

> valasztas= map(round, Samplex, N) )



1..100 Vectoy,,

Data Type: anything

valasztas= (1.2.5)

Storage: rectangular

Order: Fortran_order

MR e EIMaradunk eredeti dontésiinknél. A programozas s@ijaniink arra, hogy a
masodik dontést mar nem kell generalni, mert gutudonteni a nyerést vagy veszitést as els
dontés alapjan. Mint ahogyan azt a tablazat issjita
> nyerésekl= NULL:
for kfrom 1toNdo
if autg K| =valasztag kthen
nyerésekl= nyerésekll else
nyerésekl= nyerésekl0
endif:
enddo:
nyerésekl= [nyerésekl
nyeréseki=[0,1,1,1,1,1,0,0,2,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,1,0,1,0,0,0,0,0,0, (1.2.6)
0010,10,10,0,0,0,0,0,1,0,0,1,0,1,0,0,1,2,0,0,@,0,0,1,0,1, 1,
1,1,02,1,0,0,0,1,0,1,0,0,0,0,0,2,0,0,0,1,0,1,0,0,@,0,0,0,0,0, 1,
0, 0]

Tehét, ha az autd helye megegyezik a kivalasztidival, akkor nyer a jatékos, mert maradunk
eredeti dontésuinknél. Képezziik a relativ gyakoolkaty
> gyakl:= 0:rgyl:= NULL:
for kfrom 1toN do
if nyerésekll k=1thengyakl:= gyakl+ 1 endif:

rgyl:= rgyl, [k, QELM] :

od:
rgyl:= [rgyl]:
AR EeEIMegvaltoztatjuk eredeti dontésiinket.
Ebben az esetben akkor nyeriink, ha valasztasunleggezik meg az aut6 poziciéjaval.
> nyerések2= NULL :
for kfrom 1toNdo
if auto[ K] =valasztag kthen
nyerések2= nyerések20 else
nyerések2= nyerések2l
endif:
enddo:
nyerések2= [nyerések
nyerések2=[1,0,0,0,0,0,1,1,0,0,1,2,1,2,1,0,2,1,1,0,1,0,1,1,1,1,1,1, (1.2.7)
1,1,010,1,0,2,1,2,1,1,1,0,1,1,0 1 ,1,1,0,1,1,0,1,0,0,
0,01,00,1,1,2,0,2,0,1,2,1,21,1,0,1,1,1,0, 1,0,0,1,1,1,1,1,0,
1, 1]

> gyak2:= 0:rgy2:= NULL:
for kfrom 1toN do
if nyerésekp k=1thengyak2:= gyak2+ 1 endif:

,1,0,1,1,0,0 .
1,1,1,0,1,0,



rgy2 = rgy2 [K —gysz] :

od:

rgy2:= [rgy2]:
Rajzoljuk fel kék szinnel az 1. stratégiahoz tastogerések relativ gyakorisagait, és piros szinnel
a masodik stratégiahoz tartozokat!

> plot([rgyl % rgy2 %] 1.N, 0..1,style= [ point line, point, line], color = [blug blue

red red], thickness 3)

0.8] =

0.6

0.4

0.2 =

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Lathatd, hogy a valtoztatas stratégigja melgeta nyerés esélye, mig a helyben maradas esetén

1
3

Kevert stratégia esetén aiz es a% valosziriség kozott tetsiteges értéket elérhetiink. Ez alatt

csak= a nyerés esélye.

azt értjuk, hogy a jatékos minden jaték soran dard, hogy megvaltoztatja-e eredeti dontését
vagy nem.

1 2 .
> kevert:= 3 p+ 3 (1—p)

> plot(kevertp=0..1, 0..1thickness 3, scaling= constrainegdaxis= [gridlines=[ 10,
linestyle= 2, subticks=false color = blue]], title = Kevertstratégia
2

1
kevert=-—p+ —
ever 3 P13
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Az abra azt mutatja, hogy ha a jatékos @ < 1 valdsziliséggel jatsza a helyben maradast és
(1—p) — vel a valtoztatas stratégiajat, akkor tétsges valoszifiség kijohet a nyerésr[e%,

% intervallumban.

4.2.2.2. A Monty Hall probléma eredményeinek leverése

A levezetés konkrétsaga érdekében és az altalanossgszoritasa nélkul feltehetjik, hogy
(i) a jatékos kinyitotta 1. szamu ajtot és

(i) a misorvezed kinyitotta a 2. szamu ajtot, ahol kecske van.

LegyenekA,, A,, A, ésB az alabbi esemeények:

A~{azautoa k — ik ajtd mogottvan}, aholk=1, 2, 3 és
B = {a misorvezefkinyitottaa 2. ajtot}.
Miel6tt a misorvezet kinyitta volna a 2. ajtét az autd barmelyik ajtégott ugyanolyan eséllyel
lehetett
_ _ _1
P(A) =P(A) =P(%) =3
1. [épésSzamoljuk ki aP(B|A1) feltételes valosziiséget!

Ha az aut6 az 1. ajtd mogott van és a jatékos ajgdta mutat, akkor a jatékvededzabadon

valaszthat a 2. és 3. ajtok kozil, mert mindketbgott kecske van. Ezé?( B‘Al): %

2. lépésSzamoljuk ki aP(B|A‘1:) feltételes valoszitséget!

Ha az autd nincs az 1. ajtd mogott, akkor egyfoeswllyel lehet a 2. vagy 3. ajtd mogott. Ezért a

1
C | ——
Al)_ 2"

jatékvezed % valdsziniséggel mutat majd a 2. ajtora. TeﬁéB
3. Iépés.Szamoljuk & (B) valbsziriséget!
A teljes valOszifiség-tétel alapjan




i -o{of ) (9 00 34 + 3 -3

4. lépésSzamoljuk eP(A1|B) feltételes valosziiséget!

A Bayes-tétel alapjan annak feltételes valdsz@ige, hogy az autd az 1. ajt6 mogott van
1 1
ooa < TEAIPA) 25 1
(AB)=——p5 T 73
2

Vagyis, ha a jatékddtart az eredeti dontese mellett, akk%reséllyel nyer.

Az autd nem lehet a 2. ajtd mogott, mert azt niatkt a jatekvezét Ahhoz, hogy EP(A3|B)
valdsziriséget kiszamoljuk, ehhozéblb aP( B|A3)val()szirﬁiséget kell szamolni.
5. Iépés.Szamoljuk EP(B|A3) feltételes valosziiséget!

Ha az aut6 nincs a 3. ajtd mogott, akkor a jaté&iel valoszifiséggel mutat a 2. ajtora, hiszen
az autot nem mutathatja meg és a jatékos az taagtatatott, ezért arra sem mutathat. Tehat

P(B/A;)=1.
6. Iépés.Szamoljuk eP(A3|B) feltételes valosziiséget!
A Bayes-tétel alapjan annak feltételes valdszdge, hogy az autd a 3, ajtdé mogoétt van

1
P(BA,)-P(A) L3
P(AB) - (|P()B)( ) 32
2

Vagyis, ha a jatékasegvaltoztatjaaz eredeti dontéset, akkér eséllyel nyer.

Osszegzés
Tehat, ha a jatékdstart az eredeti dontése mellettazaz masodszorra is ugyanazt az ajtot

valasztja, mint élszor, akkor a nyerési esél%e.
Ha viszont a jatékamegvaltoztatja az eredeti dontésétaizaz masodszorra azt az ajtét valasztja,
amelyet elére nem jeldlt meg, akkor a nyerési esé@e

Tehat érdemes mindigegvaltoztatni eredeti dontésiinketmert igy dupla akkora a nyereési

4.2.2.3. A Monty Hall probléma dontési fa diagramjd



Szorzat

s . Nverés-
A jatékos A jatékos 2. dontése események i
. . az els6hoz képest vesztes
1. valasztasa valdszinlsége
12 Marad P(A-M)=1/6 Nyerés
Autod
1/ 12 Valtoztat P(A-V)=1/6 Vesztés
23 1/2 Marad P(K-M)=1/3  Vesztés
Kecske
Események: a stratégidkra 1/2 Valtoztat P(K-V)=1/3 Nyerés

V =Viltoztatas -
M=Maradas Osszeg=1

A fa graf el$ dontési szintjén a jatékos &éigalasztdsa van, hogy az autét tartalmazo ajtét
valasztotta vagy a kecskét tartalmazé ajtét. A miksdontési szinten a jatékos masodik
vélasztasa van, amely lehet valtoztatas vagy mar&d#ek alapjan a szorzat események
valésziriségei szamolhatok, amelyekre eldonthejyértelntien a nyerés vagy vesztés eseménye.
Ezeket irtuk a fa diagram utani oszlopba és a etel§fsorba.

Hasonl6an, mint a 4.2.1. példa esetében tettik myMdall probléma valdsziiség tablazatat
rajzoljuk fel.

Valtoztatas o — —_—
k. 6 2
1
Maradas —_ 1_ 1_
6 3
» 1 1
Osszeg — =
2 2
1
L .. P(nyerésvaltoztatas _ 3 _2
P(nyerégvaltoztatas P(valtoztatas 1 3
2
1
. .._ P(nyerésmaraday _ 6 _1
P(nyerégmaradas P(maradas 1 3"

2
Tehét a dontési fa diagram és a tablazat alapj@azeltuk sejtésiinket!



V 4.3. Feltételes val6szifség definicidja és tételek

4.3.1. DEFINICIO. Feltételes valoszitiség
Az A esemény B eseményre vonatkoz6 feltételes ralisegén a
P(AB)
PAR= 5 g

hanyadost értjik, Ha(B) > 0.

A P(AB)valGsziriség kiejtése: a& esemeny valosziisége @ feltételre vonatkozoan vagy ezzel
egyenértélken az A esemeny feltételes valoszdge a B esemeényre.

Valgjaban a feltételes valos#seg egy Ujabb mérték, amelyet a iegiS— [0, 1]

valbsziriséggel definidlunk. EzértRabetivel jelolés 6sszemossa az eredeti mértéket és az Uj
mértéket. Valdjaban a korrektebb jelolggA) = P(A|B) lenne. Fogadjuk el a 4.3.1. pontban

hasznalt jel6lést, tudva azt, hogy ez egy U] vahdisgi me# 0 valészitiség mértékkel.
A most definialt valészilsegbl megmutatjuk, hogy eleget tesz a val6dzéy axiomainak.

4.3.2. ALLITAS. A feltételes valosziiség 0 és 1 kozé esik.
Tets®leges A és B eseményekre

0<PAB)<1
teljesdl.
Bizonyitas
Az ANB < Btartalmazas és a valésigeg monotonitasa mid A-B) < P(B). Ahonnan
P(A-B)
=— <1 .e.d.
P(AB) P(B) <1 Qed

4.3.3. ALLITAS. Az eseménytér feltételes valdsziisége 1.
Tetsgleges B eseményre

P(QB)=1
teljesul, ahok) az esemeényter.
Bizonyitas
: . P(Q-B) _ P(B)
Mivel B-Q =Q tP(QB)= = =1. Qed.
ive , ezértP(Q|B) PB P(B Qed

4.3.4. ALLITAS. Egymast kizaré események dsszegénéitételes valdszifisége tagonként
szamolhato.
HaA, ésA, egymast kizaré esemenyek, akkor a

P(A 1 AJB)=P(A[B) +P(AB)

additivitas teljesul.

Bizonyitas

A halmazok disztributiv ffiveleti tulajdonsaga alapjg®, +A,)-B=A,-B + A,-B, tovabba az
A,-B ésA,-B tagok egymast kizaré események, neitsA, is az volt. Ezért az 6sszeg (eredeti)
valbsziriségét tagonként vehetjik

P((A+#)B) =P(A'B) +P(AB

):
_P((A+4)B) _ P(AB)+P(AB) _P(AB)
P(A+AJB)= P(B) - P(B) P(

Ezek alapjan




P(AB) +P(A]B)
Q.e.d.
A feltételes valosziiség szamitasahoz sziikséges a szorzat eseményiniedége és a feltételi
esemeény valdsziisége. A feladatok szovege alapjan a feltételeszaiiség kiszamitasa a
definiciéra épulten nehézkes. Jelléneset az, hogy a szorzat esemény valdsegét szamoljuk
a feltételes valosziiséggel, mert a feltételes valoslsag szamitasa egysieEzt az utat
kovetjuk majd a 4.4. pontban.

4.3.5. PELDA. Feltételes valosziiség szamitasa definicio alapjan

Statisztikai adatokbol tudjuk, hogy annak valoézéyge, hogy Pécsett esik ad gmius 15-én
0.33 és annak valéstisége, hogy junius 15-én és 16-anis esik 0.2 .

Ha tudjuk, hogy junius 15-én esik, akkor mekkoreakbszirisége, hogy 16 -an is esni fog az
esd.

Megoldas
A feladatban szerefpkét esemény

A ={az e$ esik Pécsett junius 16-an } és B = { ad esik Pécsett junius 15-én }.
A feladat szévege szerint P(B) = 0.33 és a szeaaaszirisége P(A-B) = 0.2 .
Meg kell hatarozni a P(A|B) feltételes valosd@get, amely definicié szerint

_P(AB) _ 02 _
P(AB) P(B) 0.33 0.6061. &

Statisztikai adatokbol kibanyaszhatjuk a szamitasizdkségeB(A-B) ésP(B)
valdsziriségeket, de ezek az esetek nem gyakoriak.

V 4.4, A valoszitiségek szorzasi-szabalya

Sok — a gyakorlatban is felmeéid probléma esetén a feltételes val6gzéay adott és eBba
szorzat esemény valos#gegét kell kiszamitani. A feltételes valosmég definicidéjaban szerépl

_ P(A-B)
P(AB)= "5 g
egyenbséget szorozzuk meg P(B) netreel! Ekkor kapjuk a szorzas-tételnek nevezett
Osszefuggést
P(A-B)=P(AB)-P(B).
Az allitas altalanosithato két tényed tetszleges szamu tényée.

4.4.1. TETEL. Szorzas-szabaly
TetsdlegesA,, A,,..., A, események szorzatara teljesiil az alabbi azonossag

Bizonyitas

Az egyenbség n=2 esete a definicidbdl kovetkezik. Tekintsiik= 3 esetet!

A szorzas rivelet asszociativ, ezért zarojelezéssel képezzéntekyesdt. Majd a két tenyess
szorzatra alkalmazzuk a szorzas- szabalyt n=2teseté

P(Ar (A2 As)) = P(A|AxAg) P(Ay Ag) =P(AdAy Ag) P(AdAs) P(4)-
Ezzel igazoltuk a tétel allitdsat n=3 esetre.
Tetsdleges n pozitiv egészre az allitast teljes indukadibizonyithatjuk be a fentiekhez hasonlo
maodon.
Q.e.d.
Nézzink egy egysz&példat a szorzas- tétel alkalmazésara.




4.4.2. PELDA. Szorzas-tétel alkalmazasa mintavétaés valdszifiségeinek szamitasara
Egy doboz 10 csavart tartalmaz, amély® hibas. Keth csavart huzunk ki egymas utan
véletlenszdien. Mekkora a val6sziisége annak, hogy a két csavarbdl egyik sem hibas?

Megoldas
Nem mondtuk meg a példa megfogalmazasanal, hogyatsvés nélkil vagy visszatevéssel
vesszik-e ki a csavarokat. Oldjuk meg mindkét ¢gstdasonlitsuk 6ssze az eredményeket!
(a) eset. Kihlzas visszatevés nelkul
Els6 huzaskor 10 csavar kdzott 7 j6 csavar van, amedgieldl kell 1 j6 csavart kivenni. Ezért az
A ={elsére 0 csavar h(zas} esemény valofizige
_ 7

P(A) = 15"
Mivel a kivett csavart nem tesszuk vissza, ezémaodik hizas &t mar csak 9 csavar van a
dobozban. Ha feltesszlik, hogy azedskihGzott csavar jo, akkor a dobozban 6 j6 csavanadt.
Ezért azA, = {masodikrgdt hizunk esemeny valosziisége aA, esemény feltételezése mellett

megadhaté

6 _ 2
P(AA)= 9 =3

Megjegyezzik, hogy ak, esemeny valosziiseget nem tudtuk volna megmondani, ha nem

teszunk fel semmit. Hiszen nem tudjuk pontosanytedgp huzasnal mi tértént.
A szorzas —tétel alapjan a szorzat esemeényre kapju
_ _2. 1 _ 1 _
P(AA) =P(AJA)-P(A) = 375 = 75 = 0.466

valésziriséget kapjuk. Lathato, hogy a feladat megoldasanseélkilézhetetlen fogalom volt a
feltételes valosziiség, amelyet természetes mdédon lehetett szamolni!

(b) eset. KihGzas visszatevéssel
Mivel 10 csavarbol 7 j6 es 1 j6 csavart kell kiverazért elé hluzasra aA,={jo csavar huzas}

esemeény valdsziiseége nem valtozik

P(A) = s

Mivel a kivett csavart visszatettik, ezért a masddizasnal is 10 csavarbdl kell kivenni egyet és
a dobozban 7 j6 csavar van, fuggetlendl attol, hogtortént ebtte. Ezért

_ 1 _
P(AdA)= 19 =P(%)-
A jobb oldalon szereﬁlP(Az) azt jelzi, hogy ertéke fuggetlen attol, hog§te azA,

bekdvetkezett-e vagy nem. Ugyanis a kivett csauaszatesszuk.
A szorzas —tétel alapjan
7 7

P(ArAo) =P(AJA) P(A)P(A) P(A) = 155 =040
Tehat két j6 csavar hizasanak val6ézége nagyobb, ha a kivett csavart visszatesssik.
Nézzik egy kissé bonyolultabb esetet, amikor nesseiek vissza a kivett targyakat.

4.4.3. PELDA. Mintavétel visszatevés nélkiil

Egy dobozban N darab alkatrész van, am#lfselejtes. Négy alkatrészt veszink ki
véletlenszdien visszatevés nélkil. Mekkora a val6§sége annak, hogy él® jot, masodikra
és harmadikra selejtet és negyedikre jot hazunk ki?

Megoldas
Definialjuk a kérdéssel kapcsolatos aldbbi négynéseyt



A = {ak — adikhlzasrakivettalkatrészhibatlan}
ahol k=1, 2, 3, 4 lehet.
A feladat dD(Al-Az-Ag-A4) szorzat esemeény valésigegét kérdezi!

A szorzatban a masodik és harmadik tétiyfagadas eseménye szerepel, jelezve azt, hogy
masodik és harmadik kihlzasra selejtet szeretniériiz i!

Az elsh hazas ditt N db alkatrésziink van. Kozottik (N-S) a jo atkar és elibd egy jot kell
kivenni, ezert aA, esemény valosziisegét meg tudjuk kezdetben mondani

P(A) =
A masodik huzés étt (N-1) db alkatrészhi kell valasztani. Ha etse jot hluztunk, akkor S selejt
van a dobozban és egy selejtet kell kivenni. Ez2#, esemeny feltételes valosigegét tudjuk
megmondani a&, esemeényre

AV S
P(AJA)= 2
A harmadik huzas étt (N-2) db alkatrész van. Ha éfe jot és masodikra selejtet huztunk, akkor

az (S-1) selejt kozil kell egy selejtet kivenriel azA, esemény feltételes valosiiggége az
A, -A, szorzat feltételre vonatkozoan

TIa Al S
(A Ar)=
Tehat a harmadik hlzas valésiagét csak ugy tudjuk, ha ismerjik azdldzas eredményét is
€s a masodik huzas eredményét is.
A negyedik huzas étt (N-3) db alkatrésziink van. Ha &ls j6t, masodikra és harmadikra selejtet
haztunk, akkor a megmaradt (N-S-1) jO alkatreszukegyjot kell kivenni. Ezért a&, esemény

feltételes valésziiseget meg tudjuk mondani Az A,-A, egyittes eseményre vonatkozoan
N (N—S—1)
P Ay A A= HE 2o

A szorzas-szabaly alapjan kapjuk a keresett valdsaget

P(ArAy Ay ) =P(A N%M (h%)(%)
_(N=S-1) S-—
- N-3 N 2 N —1 N
A példa tanulsaga az, hogy a feltételes valdsZgeken keresztil célstieaaz egyittes
esemeények valdsZinégét szamolni

4.4.4 PELDA. Feltételes valoszifség egy érdekes tulajdonséaga
Bizonyitsuk be, hogy tetéleges A, B és C eseményekre teljesil az alabbirdégég
P(A-B|C)=P(AB-C)-P(B|C)

Bizonyitas
Bal oldal a feltételes valos#iseg definicidja szerint
P(A-B-C)
P@A-BlC) = ABC)
ABIO) =55

Jobb oldal a feltételes valostgeg definicidja szerint
~ _P(AB-:C) P(BC) _ P(AB-C)
P(AB-C)-P(B|C) P(B-C) P(C) P(C)




Megkaptuk a baloldali képletet. Q.e.d.
V 4.5. Dontési fa diagram. Példak.

Az alabbi két abra egy két szingés mindegyik szinten binaris dontési helyzetetanu bal
oldali abra tablazat formaban és a jobb oldali &diagram formaban mutatja a dontés

valgsziriségeit.

Valészinis
€gi 2x2
tablazat

P(A)

P(B|A

P(B |A

_P(AB) =i, P(AB)
P(BA)= oA , P(BJA)= P(A)
P(B|X):%((Z)Q P(BlA)=
P(A-B)

P(A)

(a| A szorzat eseményeket és az 6sszeq
) | mutatja

Megallapitasok a tablazatra és a megfelélfa diagramra

Téblazat Fa diagram

et feltételes valosziiségeket és a szorzat

esemeények 0sszedla sor 6sszegeket mutatjg

fa élein

(b | A feltételes valdsziiségeket szamolni
) | kell osztassal a definicié alapjan és a

tablazaton kival irni

A szorzat események valosisegeit szamolni

kell a szorzas-szabaly alapjan és fa levelei mg

kell irni

A kovetked egyszei példakra felrajzoljuk a dontési fa diagramot é&kdazatot!

mégis riaszt a radar?

repll6gép a |égtérben, de nem riaszt a radar?

4.5.1. PELDA. Repiibgép észlelés radarral
Ha berepll egy repéfép valamely Iégtérbe, akkor a radar az esetekrée@®ben helyes
modon érzékeli azt és automatikusan jelzi a beéspiginyét. Ha nincs re@igiép a légtérben ,
akkor a radar hibas médon mégis érzékelhet éggiplet (pl. madarraj miatt) 0.1
valosziriséggel. Tegyuk fel, hogy az adott legtérben r&gép 0.05 valoszirséggel fordul €.

(a) Mekkora a valosziisége a hibas riasztas eseményének, vagyis anrgknhas repifigép

(b) Mekkora a valosziisége az elmulasztott riasztas eseményének, vagyakahogy van

é



Megoldas
Az egymast kovétesemények megjelenitésére kivaloan alkalmas a&sldat Rajzoljuk fel a
"légtérben van-e repéép” és a "radar riaszt-e" dontési fazisokhoz téraiontés fat a
GraphTheory segitségével!
> restart: with( GraphTheory : with( plots) :
> élek:= {[ {radar, "van repUb (A)"}, 0.05], [ {radar, "nincs repid (Ac)"}, 0.95],
[ {"van repub (A)", "helyes riasztas(B);, 0.99], [ {"van repub (A)",
"a riasztas elmarad (Bc),'0.01], [ {"nincs repid (Ac)", "hibas riasztas (B}, 0.1],
[ {"nincs repub (Ac)", "helyesen nem riaszt (Bg)'0.9]} :
> G := Graph( élek :
> rajzG = DrawGraph G style=treg root =radar, scaling=unconstrained :
sz:= plotg textploi([[-0.2, 0.5, "Légtérben; [ -0.4, 0.0, "Riaszt-e a radaf?) :
display [ rajzGsz])

radar

0.95
0.05

Légtérbewan repiilé (A) nincs repiilé (Ac)

0.01 0.9

Riaszt-¢ a lhaedye sar dagrdasBehitasttiRetan (Bm riaszt (Bc)

Az abran az A és B események a kovetket jeldlik
A ={van replbgép a légtérben }, B = { a radar refi§épet érzékel }
Ezek kiegészit eseményei
A°= { nincs repibgép a légtérben B° = { a radar nem érzékel repigépet }
A dontési fazis etsrészében Bgtérben led repubgepil tudunk dénteni, mert adott, hogy a
légtérberP(A) =0.05 valdszifiséggel tartdzkodik repddép.Ez azt jelenti, hogy 1 éras (60
perces) idintervallumban atlagosan 60*0.05 = 3 percig tartilik reptbgép. Mivel P(A)= 0.05



és ennek tagadag®( A°) = 0.95. Ez a két valdsziség keriil a gyokét kiindul6 két élre.

A masodik fazisban mdar riasztasrol donthetiink. Vagy riaszt a radar vagy nem. Ha va
repubbgép, akkor az esetek 99%-aban riaszt a radar.zZigy=d'van repib" csucsbél a B=
"helyesen riaszt" csucs felé vezélre a 0.99 feltételes valdsigeget kell irni. TehdP(B A) =
0.99 a riasztas feltételes val6sdég, azon feltétel mellett, hogy repiran a Iégtérben. Mivel a
graf élei a "radar" csucs fila levelek felé iranyitottak, ezért a feltételessny mindig megéti
magat az esemeényt. Itt a "van refg@p" csucs utan kovetkezik a "helyesen riaszttlarasucs.
Ezért a "van repabép" eseményt mar tudjuk, amikor a radar jelz#stntiink. igy a feltétel a
"van repubgép" a légtérben esemény.
Nézziik azA cslcsbol induld kiegésaitlet. Erre az élre a B esemdfy "radar nem jelez"
kiegészié eseményének valostisege kerll feltételezve, hogy A={van repal Iégtérben}. Mas
valasztasunk nincs, ha van repéllégtérben, ezért ez 1-re egésziti ki &zéeVvaldszitiséget
P(B°|A) =0.01
Nézzik meg a "nincs regigép a légtérben” dontés utan a radar mit tehety Y&dgz vagy nem.
Melyik van megadva? A jelzés van adva a szovegles( B| A°) = 0.1, amely azt jelenti,
hogy 0.1 a valdszirsége, hogy a radar jelez feltéve, hogy nincs tepiligégtérben.
A masik élre a kiegéssiesemény valdszisége kerilP(B°| A°) = 0.9, melynek jelentése: 0.9
valdsziriséggel nem jelez a radar, feltéve hogy nincs tepdl
(a) Nézziuk anibas riasztaseseményét, hogy lehet egyrészt megadni A és Begehasrészt a
valésziriségét kiszamolni! Mikor kovetkezik ez be? Ha egpeh kovetkeznek be aifcs
repulégép a légérbehés a fadar riaszt} események. Az egyszerre bekdvetkezést a logisai E
miivelettel tudjuk meadni, mely a halamazok metszetgyis az események szorzatat jelenti.
Pthibas riasztas = P( {nincs repiigép a légtérben} és {a radar riaszt }) =
=P(A°- B)=P(B| A°) -P@A°) = 0.1.0.95 = 0.095.
Az itt hasznalt PA®- B) =P(B|A°) - PQA°) szorzas szabalyt, a feltételes valoézéyet definiald
egyenlet atrendezésével kapjuk.
Tehat ahibas riasztasaz esetek 9.5%-ban fordulhab.el
Szemléletesen, ha a gyokém "hibas riasztas" levélhez veé&diton az élekre irt valésZisegek
szorzatat vessziik, akkor megkapjuk a keresef® PB ) valoszitiséget.
A fenti tény igaz minden gyditlevélig vezeb Utvonalra is.
(b) Hasonl6 szamitassal kapjuk az elmulasztott riasz#szifiseget
Pelmulasztott riaszta3 = P( {repiibgép van a légtérben} ES {a radar nem riaszt }) =
=P(A - B°) =P(B°|A) - PA) = 0.020.05 = 0.0005.
Tehat az elmulasztott riasztas az esetek 0.05%Fabdu els, ami nagyon kicsi. Azt lehet
mondani, hogy a radar hibai kézll inkabb a hibasatas fordul élgyakrabban, szemben az
elmulasztott riasztassal szemben.
Réaadasként rendre kiszamoljuk a fa gyokgretievelekig vett négy utvonal mentén a
szorzatokat. Ezek kozul kéttmar kiszamoltunk, amelyek a radarral kapcsolhtb&k.
Kezdjuk a Maple szamitasokat a feladat szovegéthett zaloszitiségek és feltételes
valosziriségek megadasaval, amelyek szerepelnek a fa élein.
> (P(A)) == 0.05;(P(Ac)) :=1—-P(A)
> "P(B|A) := 0.99;"P(Bc|A) := 1 — "P(BJA)
> "P(B|Ac) = 0.1;"P(Bc|Ac):= 1 — "P(B|Ac)
P(A) := 0.0500000000

P(Ac) :=0.9500000000

P(BJA):= 0.9900000000

P(Bc|A):=0.0100000000

P(BJAc):= 0.1000000000



P(BcJAc).= 0.9000000000 (1.5.1)

A baloldali atvonalon vett szorzat azB\szorzat esemény valdstigggét adja.
> "P(A*B) :=P(A) "P(B|A)

P(A*B):= 0.0495000000 (1.5.2)
Ez annak a valoszisége, hogy van repiies jelez a radar.

A maésodik Gtvonalon vett szorzat azBXszorzat esemény valésigégét adja, ah@“a B
esemeény tagadasa vagy komplementere.
> "P(A*Bc) := P(A) "P(Bc|A)

P(A*Bc):=0.0005000000 (1.5.3)

Ez az elmulasztott riasztas esete, amikor van éegdél nincs riasztas.

A harmadik Gtvonalon vett szorzat A?B szorzat esemény valosiseégét adja, ahe® az A
esemeény tagadasa vagy komplementere.
> “P(Ac*B)" := P(Ac) "P(B|Ac)

P(Ac*B):= 0.0950000000 (1.5.4)

Ez a téves riasztas esete, amikor nincs tepid riaszt a radar.
A negyedik Gtvonalon vett szorzat A% B® szorzat esemény valosigégét adja.
> "P(Ac*Bc) :=P(A¢) - P(Bc|Ac)
P(Ac*Bc):= 0.8550000000 (1.5.5)

Ez annak a valGdszisége, hogy nincs refiiés nem jelez a radar. Ez a legnagyobb val@sg
eset, amely a rendszer helyegkadésének egyfajta garanciaja.
A négy szorzat esemeény valod@ageit 6sszegezve 1-t kapunk! Ez azt jelenti, lexpyy
esemeényteér teljes esemeényrendszerét kaptuk meg.
> "P(A*B) + 'P(A*Bc)’ + "P(Ac*B)" + "P(Ac*Bc)’

1.0000000000 (1.5.6)



A repiilé érzékelése radarral probléma eredeti fa diagramja

Van-e
repulé?

Jelez-e a
radar?

Szorzas szabaly

P(A"B¢) = 0.05%0.01 =0.0005

° P(A*B) = 0.0570.99 =0.0495

P(AC*B) = 0.95%0.1 =0.095

P(AC*BC)= 0.95%0.9 =0.855

fazis

1. dontési

2. dontési
fazis

Osszeg =1.0

Matrix formaban is szemléltetjik a négyféle Igiséget. A sorokban a reggépre vonatkozo
informacio van, mig az oszlopokban a radar jelezératkozo informacio szerepel. Az utolsé
oszlopban a sorok 6sszege, mig az utols6 sorbaszézpok dsszege kerdl.

> Matrix(4, 4, [Repu$ / Radar B, B¢ 6sszed, [A, "P(A*B)’, "P(A*Bc)’, "P(A*B)’
+ "P(A*Bc)'], [AS, "P(Ac*B)’, "P(Ac*Bc), "P(Ac*B)" + "P(Ac*Bc)’], [6sszeg

"P(A*B)'+ "P(Ac*B), "P(A*Bc) + P(Ac*Bc); 1]])

Repué / Radar B Bc 0sszeg
A 0.0495000000 0.0005000000 0.0500000¢
A° 0.0950000000 0.8550000000 0.9500000(¢
0sszeg 0.1445000000 0.8555000000 1

00
00

(1.5.7)

A kovetkeBkben pélcika diagrammal szemléltetjiik a négy esgméldsziriségét. igy az egyes
esetek valosziisegei 6sszemerlidt

> DynamicSystem®iscretePlot[1, 2, 3, 4], [ P(A*B), 0, P(Ac*B)’, "P(Ac*Bc)7, style

=stemthickness 3, color =red xtickmarks=[1.1 ="A*B", 2 ="A*Bc", 3 ="Ac*B",
4 ="Ac*Bc" ], title = Az ebfordulb esetek eloszlasa . A két kozgset hibat mutat



Az elsfordul 6 esetek eloszldsa . A két kdz€pss eset hibat mutat
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A*B A*Bc Ac*B Ac*Bc

A matrix mellékatléjaban allé elemek 6sszege ajbiést adja, ezek a téves riasztas és az
elmulasztott riasztasok 6sszege.

> Hibas jelzések valoszisége:= "P(A*Bc) + P(Ac*B)
Hibas jelzések valoszisege= 0.0955000000 (1.5.8)
A matrix féatlojaban allo elemek 6sszege a helyékadeés valdsziiségét adja, ezek a helyes
riasztas és helyes nem riasztas esetei.
> Helyes jelzések val6szsége:= P(A*B) + P(Ac*Bc)
Helyes jelzések valészege= 0.9045000000 (12.5.9)
Végul nézzik meg a helyes jelzéseknek a hibassekhez viszonyitott aranyat
Helyes jelzések valbszbége
Hibas jelzések valoszisége

9.4712041880 (1.5.10)
Tehat a rendszer megbizhatdsagi aranya kb. 9.5 .

4.5.2. PELDA. Feltételes szorzattér készités

Egy urnaban 3 egyforma szétcsavarhatd gomb valyekben az 1, 2 illetve 3 sorszamok
egyike talalhato. Mindegyik szam benne van valaikg$mbben és mindegyik gdémbben
pontosan egy szam van. A gomb kozul véletlerierekihizunk egyet, majd annyiszor dobunk
fel egy szabalyos pénzérmét, ahanyas szamu gonabtitkki. Jeldlje X a pénzérme feldobaga
utan kapott fej dobasok szamat!




(a) Adjuk meg a feladdaR eseményterét a halmaz elemeinek felsorolasa@&damoljunk fa
diagram segitségével!)

(b) Szamoljuk ki X lehetséges értékeit az egyes etmmmenyeken!

(c) Szamoljuk ki X értekeihez tartozo valdésmeégeket!

Megoldas
Az 1, 2 és 3 szamot tartalmazo gbmb mindegyikénekzésa egyforman valdstirezert

%, % % Ezek a fa etsdontési fazisanak élein léwalosziriségek.
Ha az 1-t tartalmaz6 gomb6t haztuk ki, akkor a peme% % valdsziriséggel esik F=Fej

illetve I=iras oldaléra.
Ha a 2-t tartalmaz6 gombot haztuk ki, akkor a pémzé kétszer kell feldobni, igy

%, % % % valosziriséggel lesz FF, FI, IF illetve 1l a két dobas.

Ha a 3-t tartalmazé goémbaot haztuk ki, akkor a pémaéé haromszor kell feldobni, igy

1 1 1 1 1 1 1 1 PP .
s’8's8'8’'8'8' 8’8 valbsziriséggel lesz FFF, FFI, FIF, FII, IFF, IFI, IIF, BIharom
dobas.

/////

@TehatQ={F, I, FF, FI, IF, Il , FFF, FFI, FIF,IFF,IIRFI, FII, Il } és igy elemeinek szam
N=14.
> restart N:=24+4+8

N:=14 (1.5.11)

(b) Szamoljuk ki X lehetséges értékeit az egyes elsaingnyeken!
Mivel X jeloli a fejdobasok szamat, ezért értékeegyes elemi eseményeken a kdvetkez
Q={F, 1|, FF, FlIF, Il , FFF, FFI, FIF,IFFIIRFI, FI, 11l }
X=[14,0, 2, 1,1, 0, 3, 2, 2, 2 1, 1, D
X lehetséges értékeit vegyik fel egy listabal
> X:=[0,1,2,3
X:=10,1,2, 3 (1.5.12)

(c) Szamoljuk ki X értékeihez tartozo valosigggeket!

A megfeleb élek mentén vett valdsZiségek szorzatai adjak az egyes elemi események
valdszirfiségét.

Példaul az X= 0 eseményhez 3 elemi esemeény ak {li}Itartozik. Ezek valoszifiségei rendre
% % % % és% % Osszeadva a valéshségeket megkapjuk az X=0 valosmggét.
Hasonl6an szamoljuk a tobbi valosigget is!

1 1 1 1 1 1 1 1 1
12 a2 &8 2 4 3 4 3 8
R e R
ox=|L 5 1 (1.5.13)

24° 24° 24’ 24
Ellenérizzik, hogy vajon minden értéket figyelembe vettérés hogy jol szamoltunk-e oly
maodon, hogy az 6sszeg 1 kell, hogy legyen!

4
> D pX,
k=1

MEIMN



1 (1.5.14)

Hogyan lehetne formalizalni az eseménytér képzé$étdm klasszikus mébol tehet dssze, U.
n. feltételes Descartes-szorzattal!

> QL:=F, |, 2:=FF, Fl, IF, Il; £83:= FFF, FFI, FIF, IFF, IIF, IF1, FII, 11l
> Q= [l @, &3]

QL=F, |
Q2 :=FF, FI, IF, Il
B:=FFF, FFI, FIF, IFF, IIF, IF1, FII, 1l
Q:=[F, |, FF, FI, IF, Il, FFF, FFI, FIF, IFF, IIF, IFI, FII, 111 ] (1.5.15)

A PX valészitiségeket a szorzas-szaballyal kapjuk.

R D S S
> PXLi= 3, 5 PX2i=seq i 1..4),PX3. sec(8,| 1..8)

> PXi= % [PX1 PX2 PX3]

PX1:= ;;
=111
SRS S

nopg PX
> Z PX
i=1
1 (1.5.17)
Miutan megalkottuk a feltételes szorzatteret a salfiségekkel egyitt, csak meg kell szamolni,
hogy melyik esetben lesz X értéke 0,1,2,3. Szarkatjag, hogy hany F hieivan az eseménytér

elemeiben, és adjunk hozza annyi valoézéget a gyak névgyakorisag listdhoz amennyi
szerepel a PX valosiseg listaban a megfetehelyen!

> with( StringTools : gyak:=1[0,0,0,0:
for k to nop{Q) do
H := map( convertQ, string);
X:= CountCharacterOccurrenc@s K H1FE );

gyak , 1 :=gyak  ; +PX
end do:
> gyak
7 11 5 1

24° 247 24° 24 (1.5.18)
A fenti szamitas folyamatat szemléltetjik fa gedfdjzolasaval!
> with(GraphTheory :
cstucsok=[sz 1, 2, 3,F, "I", FF, IF, FI, Il, FFF, FFI, FIF, FII, IFF, IFI, lIF, 111 ] :



élek:= {[{1, "y, %] [{1,F}, %] [{1,52}, %] [{Z,FF}, %] [{Z,FI}, %] [{2,
IF), %] [{2,”}, %] [{2,52}, %] [{B,FFF}, %] [{B,FFI}, %] [{B,FIF},
%], [{B,FII}, %] [{B,IFF}, %] [{B,IFI}, %] [{B,IIF}, %] [{3,|||}, %]
(o3

G := Graph( csucsalkélek) :
> DrawGraph G style=tree root = sz scaling=unconstraineg

sz
0.333
0.333/ 0.333
1 2 3

H

0.5 0MB25 0 2325
045 0] 232 g @32

| | |

FF [F FI Il FFF FFI FIF FIl IFF IFI IIF 1l

ﬁ";

V 4.6. Példak feltételes valosziiségek alkalmazasara

4.6.1. PELDA. Forgalmi dugok kialalkulasa

amelyek az alabbi abra szerint 6sszefutnak a 3szdipan.

Tanulmanyozték forgalmi dugok kialakuldsa szempgdodtf az 1 és 2 szamu olyan Utakat,




>\ /-

Az 1 és 2 szamu utak dsszekapcsolédnak és folytakdal 3 szamu atban
Az 1 és 2 szamu utak kapacitasa (vagyis a saveokazadzonos, mig a 3 szamu Ut kapacitasg
nagyobb, mint az 1 és 2 Utak kapacitasa kilon-kil&dicsforgalmi ifiszakban annak
valészirisége, hogy a forgalom bedugul az 1 szamu piter0.1. Hasonléap,=0.3 annak

valbszirisége, hogy a forgalom bedugul a 2 szamu Uton. ighs€sek alapjan ismert, hogy
ha a 2 szamu uton a forgalom bedugul, akkor aathgziton 3 alkalombdl egyszer szintén
bedugul a forgalom. Definialjuk az alabbi esemémyek

A={ a forgalom bedugul az 1 szamu aton},

B={ a forgalom bedugul az 2 szamu uton},
C={ a forgalom bedugul az 3 szamu uton}.
(a) Szamoljuk ki annak valosZinégét, hogy a forgalom
(i) az 1 és a 2 szamu Gtak mindegylb&dugul;
(i) a 2 szamu uton bedugul, feltéve, hogy a ftogebedugult az 1 szamu uton;
(iif) csak az 1 szamu aton dugul be, de a 2 szamedam;
(iv) csak a 2 szamu uton dugul be, de az 1 szaratm n
(v) az 1 vagy a 2 szamu ut valamelyikén bedugul;
(vi) nem dugul be sem az 1 szdmu és sem a 2 satmyl
(b) Tegytik fel, hogy a 3 szamu aton a forgalom bedugul
1 valosziiiséggel, ha az 1 és 2 utak mindegyikén forgalomodaetkezik;
0.15 valodsziiséggel, ha csak a 2 szamu uton keletkezik forgadlmd az 1 szamuan neny;
0.1 valésziiséggel, ha sem az 1 és sem 2 szamu utakon nigednodugo.
Szamoljuk ki annakal6sziniségeét hogy forgalmi dugo alakul ki
(vii) mindharom uton
(viii) a 3 szamu aton;
(ix) az 1 szamua aton, feltéve hogy a 3 sraémon forgalmi dug6 van.

Bizonyitas
(a) Felvesszilk a megadott valod@ageket és feltételes valédmpgeket
> restart
P(A), P(B) :=0.1,0.3
> ‘P(A|B)‘:=%
P(A), P(B) :=0.1000000000, 0.3000000000

P(AIB):= é (1.6.1)

() Mennyi annak val6sziisége, hogy a forgalom bedugul az 1 és a 2 szamkimihdegyikén?

A valosziniségek szorzas szabalyat aIkaImazE(llQ\-B) = P(A|B) -P( B) = % -0.3=0.1



> (P(AB)) = "P(A|B) P(B)

P(AB) :=0.1000000000 (1.6.2)
Teh&tP(A-B) =0.1, annak valdsziisége, hogy az 1. és 2. szamu Ut mindegyikén aléorga
bedugul.

(i) Mennyi annak valoszirsége, hogy a forgalom bedugul a 2 szamu utonyeeltéogy a
forgalom bedugult az 1 szamu uton?

A P( B|A) feltételes valosziiséget a definicio alapjan kapjuk

P(A-B)
P(B|A) B p(A)
Az (i) pontban kiszdmoltuk a szadmlal6t és a néwatva volt.
. .._ P(AB)
> "P(BJA) = —P(A)
P(B|A):= 1.0000000000 (1.6.3)

TehatP(B|A)=1, vagyis 1 valosziiséggel bedugul a 2. szama at, ha tudjuk, hogydmazit
bedugult.
(i) Mennyi annak valosziisége, hogy a forgalom csak az 1 szamu uton dugdiebe 2 szamun
nem?
AP(AB°) =P(A—B) =P(A) — P(A-B) killénbségre vonatkoz6 képlete alapjan kapjuk a
valaszt.
> (P(ABQ) = P(A) —P(AB)

P(ABg :=0.0000000000 (1.6.4)

TehatP( A-E) =0, vagyis nulla annak valos#isege, hogy az 1. aton bedugul, de a 2. Gton nem
dugul be. A nulla valészirség nem jelenti azt, hogy ez az esemény nem kletkbe.

(iv) Mennyi annak valdsziisége, hogy a forgalom bedugul a 2 szamu Gton, desaamin nem?
Most a forditott kiilnbséget kell szamd(iB —A) =P(B) —P(AB) = P(A"B).
> (P(AcB) = P(B) — P(AB

P(AcB :=0.2000000000 (1.6.5)

TehatP( A-B) =0.2, vagyis 0.2 annak valdstggge, hogy a 2. szamu Gton a forgalom bedugul,
de az 1. aton nem.

(v) Mennyi annak valészitsége, hogy a forgalom bedugul vagy az 1 szamu &dygzamu uton?
Az 0sszeg esemeény valosisegere érvény&(A-l— B) = P(A) + P( B) - P(A-B) azonossagot
alkalmazzuk.
> (P(A+B)) =P(A) +P(B) —P(AB)

P(A+ B) :=0.3000000000 (1.6.6)
TehatP(A+ B) =0.3, vagyis 0.3 annak valés#isege, hogy vagy az 1. vagy a 2. szamu aton a
forgalom bedugul.
(vi) Mennyi annak valosziisége, hogy a forgalom nem dugul be sem az 1 szarséné a 2
szamu uton?
Hasznaljuk a DeMorgan azonossagok kozihaz B = A-B az 6sszeg tagadasarol szolot és a
tagadas esemény val6smagét megadlé( A+B)=1—- P( A+ B) képletet.
> (P(AcBg) =1—P(A+B)

P(AcBg :=0.7000000000 (1.6.7)
TehétP(,_A-B) =0.7 annak valGsziisége, hogy sem az 1. szamu sem a 2. szamu Utogedofn
nem dugul be.



(b) Tegyik fel, hogy ha az 1 és a 2 utak mindegyikégalomi dugo keletkezik, akkor a 3 szamu
aton 1 val6szitiséggel bedugul a forgalom.
A feltétel aP( C|A- B): 1 feltételes valbsziséget adja meg.

> "P(C|AB) =1

P(C|AB):=1 (1.6.8)
(vii) Szamoljuk ki annak valosZiségét, hogy forgalmi dugé alakul ki mindharom uton:
P(AB-C)=7

A szorzas-szabalyt kell alkalmazni harom térdyezigy, hogy a feltételben BzC szorzat

esemeény legyen.
> (P(ABQ) := 'P(C|AB) P(AB)

P(ABC) :=0.1000000000 (1.6.9)
(viit) Szamoljuk ki annak valdsziseget, hogy a 3 szamu uton a forgalom bedBgGl) = ?
Adottak még #(C|A-B)=0.15 é$(C|A- B)=0.1 feltételes valdsziségek. Ezekkel a

feltételes valdsziiségekkel ki tudjuk szamolni a harom tényeszorzat események
valésziriségeit a fentiekhez hasonléan.

> "P(C|AcB), "P(CJAcBc):= 0.1500000000, 0.1000000000
P(CJ]AcB) P(C|AcBc)=0.1500000000, 0.1000000000 (1.6.10)
> (P(AcBQ) := "P(CJAcB) P(AcB);
(P(AcBcQ) = "P(C|AcBc)P(AcBo

P(AcBQ :=0.0300000000
P(AcBcQ :=0.0700000000 (1.6.11)

Mivel a (iii) pontban kideriilt, hog?( A- B ) =0, ezért &( C|A- B) értéke nélkiil tudjuk, hogy
P(A-B-C) =0.
> (P(ABcQ) := 'P(C|ABc)'P(ABg

P(ABcQ :=0.0000000000 (1.6.12)

Az esemeényteret felosztottuR = A-B + AB + X B+ XE részekre, ahol paronként egymast
kizarok az esemeények. A disztributiv szabalyt hakszn _ _ _
P(C)=P(CAB+C-AB+C-AB+C-A-B)=P(CAB)+P(C-AB) +P(C-AB) +P(CA-
B)
> (P(C)) =P(ABO + P(AcBQ + P(ABcQ + P(AcBcQ
P(C) :=0.2000000000 (1.6.13)

Tehat P(C)=0.2 annak valosisgge, hogy a 3. szamu aton a forgalom bedugul.
(ix) Szamoljuk ki annak valésZiségét, hogy az 1 szamu uton bedugul, feltéve h@&ygzamu
uton forgalmi dugo van.
A feltételes valdsziiség definicidja alapjan
_ P(AC)
P(AC)= P(C) B
A nevedit a (viii) pontban szamoltuk ki. Szamoljuk kPaA:-C) szamlaléot! Mivek2 =B + B,
ezert o o
A-C=A-C-(B+B)=A-B-.C+A-B-C.

A két tag egymast kizaro, ezért a valofisgyet a jobb oldalon tagonként vehetjik

P(A-C) =P(A-B-:C) + P(A-B-C)



P(ABCQ + P(ABcQ

> “P(A[C)":= 5.0

P(A|C):= 05000000000 (1.6.14)

TehatP(AC)=0.5, vagyis 0.5 a valos#isége annak, hogy a forgalom az 1. szamu aton bédugu
feltéve, hogy a 3. szamu uton bedugult a forgalom.

4.6.2. PELDA. Vizsgéak efeltétellel

Egy hallgatdé az egymasra eépuA”, "B" és "C" vizsgajat szeretné letenni. Akkaesgazhat
"B" targybdl, ha az "A" vizsgdja sikeres volt. "@rgybdl akkor vizsgazhat, ha a "B" vizsgaj
sikeres volt. A sikeres "A" vizsga esélye 0.9. taegy az "A" vizsgan, akkor a sikeres "B"
vizsga feltételes val6sZinége 0.8. Ha atmegy az "A" és "B" vizsgan is, akkesikeres "C"
vizsga feltételes val6sZiaége 0.7.

(a) Mekkora az esélye, hogy mindharom vizsgan atmegy?

Tudjuk, hogy a hallgatonak mindharom vizsgaja rséarilt. Tehat valamelyik vizsga (lehet,
hogy mindharom) nem sikerilt és akkor a raépigsga sem lehet sikeres.

(b) Mekkora annak feltételes valosig@ge, hogy az "A" vizsga sikertelen volt?
(c) Mekkora annak feltételes valosisege, hogy a "B" vizsga sikertelen volt?
(d) Mekkora annak feltételes valésigege, hogy a "C" vizsga sikertelen volt?
(e) Mennyi a (b), (c) és (d) részben kapott valdézégek 6sszege?

-

Megoldas
Az alabbi jel6léseket haszndljuk a feladatban sgérsemeényekre
A = az "A" vizsga sikeres, B = a "B" vizsga siker€ = a "C" vizsga sikeres
(a) A szorzas szabalyt alkalmazzuk a 3 télgdy B-C szorzat esemény valosif@gének
kiszamitasara
P(A-B-C) =P(A) -P(BJA)-P(C|A-B)
> restart:
P(A), "P(BJA), "P(C|AB) := 0.9000000000, 0.8000000000, 0.7000000000
> (P(ABQ) := P(A) 'P(BJA) "P(C|AB)
P(A), P(B|A) P(C|AB):=0.9000000000, 0.8000000000, 0.7000000000
P(ABQO :=0.5040000000 (1.6.15)

Tehéat annak esélye, hogy minharom vizsgan atmetigka 50.4%.
(b) A feladat P( A°| (ABC)°) feltételes valdszirséget kérdezi, mert a-B-C azt jelsli, hogy
mindharom vizsga sikeres €s ennek tagadasa az Vatagyelyik vizsga sikertelen. A feltételes
e o . P(A(ABC)Y
valosziniség definicidja alapjan ez <
P((ABC)°)
esemény része 4A B C)° eseménynek - valamelyik vizsga sikertelen- , exégamlald( A°).
lgy az ebz6 hanyados

C C\ _
P(AT(ABC)Y)= 1—-P(ABC) 1—-P(ABC) °
> p1= —+—PA

" 1—P(ABQ

. Mivel azA° = az A vizsga sikertelen

P(A°) . 1—-P(A)

P1:=0.2016129032 (1.6.16)

Tehat kb. 20.16% annak feltételes esélye, hogyaxizsga nem sikerilt feltéve, hogy a harom
vizsga mindegyike nem sikeres!

(c) A kérdés #( AB°| (ABC)°) feltételes valészirséget kérdezi, mert a "A" vizsganak
sikeresnek kellett lenni ahhoz, hogy a "B" vizsg@gkezdhesse! A feltételes valosidég

definicidja alapjan ez



P(AB°(ABC)%
P((ABC)9)

- minharom vizsga sikertelen- , ezért a szan4la B®). igy az ebzé hanyados, a feltételes
valbsziriiség definicidja alapjan

. Mivel azA B esemény része @A B C)° eseménynek

P(AB°) _ P(B’|A)-P(A) _ (L—P(B|A)): P(A)
1-P(ABC) 1—-P(ABC) 1—-P(ABC)
- pp.= (1="P(BIA)) P(A)
1—P(ABQ
P2:=0.3629032258 (1.6.17)

Tehat kb. 36.3% annak feltételes esélye, hogy adildsizsga nem sikerlilt, feltéve, hogy a
harom vizsga mindegyike nem sikeres.

(d) A kérdés @( ABC°| (ABC)°) feltételes valoszitséget kérdezi, mert a "A" és "B"
vizsganak sikeresnek kellett lenni, hogy a "C" gitsmegkezdhesse! A feltételes valozéy
P(ABC°(ABC)")
P((ABC)°)
eseménynek - minharom vizsga sikertelen- , ezértmlalP( AB C°). igy az ebz6 hanyados
P(ABC%) _ P(CI'AB)P(B| A)P(A) _ (1—P(C'|'AB)) P(B'|'A) P(A)

definici6ja alapjan ez . Mivel azA B Cesemény része 4ABC)°

1—P(ABC) 1—P(ABC) 1—P(ABC)
. pg.= (1="P(C|AB)) "P(BIA) P(A)
1—P(ABC)
P3:=0.4354838710 (1.6.18)

Tehat kb. 43.5% annak feltételes esélye, hogy m#&dik vizsga nem sikerdlt, feltéve, hogy
mindharom vizsga nem volt sikeres.
MegjegyzésNyilvanvaléan legnagyobb az esélye annak, hoggrenadik vizsga sikertelen lesz.
Hiszen a harmadik vizsga akkor is sikertelen, halgizsikertelen vagy ha az élsikeres, de a
masodik sikertelen, az egymasra épulés miatt. Eskieaesen tuljutott az €lkét vizsgan a
hallgato, akkor még hatra van a harmadik vizsgaakll megbirk6zas.
(e) A harom feltételes valostiség 6sszege 1.
> P14+ P2+ P3

1.0000000000 (1.6.19)

L

4.6.3. PELDA. A légy tartézkodasi helye
A szobaban repked egy légy ide-oda. Megfigyeltégyha legy a teljes idejéne%-részében

repul és% részében vagy a 4 oldal fal valamelyikén vagjafopon tartozkodik egyforma

valosziriséggel és kétszer akkora valossitggel van a padlon, mint tobbi fal (oldal fal és
mennyezet) valamelyikén.

Keresik a legyet a 4 oldal falon és a mennyezetemem talaljak.

(a) Mekkora valoszitiséggel van a l1égy valahol a padlon van (vagyis repul)?

(b) A Iégy teljes idejének hanyad részében kellenélnephogy az (a) pontban kérdezett

feltételes val()szﬁség% legyen?

Megoldas
(&) F1, F2, F3, F4 = a légy oldal falon tart6zkodakasemeénye, M-a légy a mennyezeten van, P



- alégy a padlén van
ezek egymast kizarok és P(F1)=P(F2)=P(F3)=P(F4)3R(p és P(P)=2p. Feltétel szerint

P(F1+F2+F3+F4+M+P)=P(F1)+P(F2)+P(F3)+P(F4)+P(M)4)|%(5’p+2p=%

Ahonnarp = % a valoszifisége, hogy valamelyik oldal falon van a légy.

A feladat az alabbi feltételes valosiseget kérdezi
C C C CpaC
P(PB1*F2*F3*F4*M") = P(PFlcFZ = F4CM ) -
P(BIBX B3 BY)
P(P)
1-P(Bl —P(B2 —P(B3) —P(B4)

mert P rész esemény®&™*B2*B3*B4 * M%zorzat eseménynek! Hiszen, ha a légy a padién
van, akkor nem lehet az oldal fal egyikén se éanyezeten se.

> restart:
2
> pi=—: 0
p 3.7 evalf( %
2p
> = : 0
pfelt 1-5p° evalf( %
_2
P-= %1
0.0952380952
4
felt:= —
pfelt 11
0.3636363636 (1.6.20)

Tehét a Iégy14—1 =0.3636 valészifseggel tartozkodik a padldn, feltéve, hogy nincazeldal

falakon, se €s a mennyezeten.

(b) Legyen x a teljes ithek az a része, melyet a lIégy repulléssel tolt (Qxx=kkor (1-x) jeldli a
teljes idbnek azt a részét, amelyet valamelyik falon vanza@nsitast az ékz6ekhez hasonléan

veégezzik, csak most p ismeretlen és a feltételésziaiség ismert-- !

2
> pi= 1—x
7
2p _1 .
> solv 1-5p - 2,{x}),evalf( %)
p:= 11 X
7 7
=g
9
{x=0.222222222% (1.6.21)

Tehét ha a légy az idején%-részét replléssel tolti, akk% valosziriséggel tartdzkodik a
padldn, feltéve hogy nincs se az oldal falakorésa mennyezeten. Az (a) esettel
0sszehasonlitva, a teljes idejének néng részében repul, mint (a) részben, hanem kevesebb

csak



% részben kellene repllniee

4.6.4. PELDA. Janos tartozkodasi helye

Janos az egész naﬁs részeét (azaz 24 6rabol 16 orat) az 5 baratja \alakénél tolti. Az 6t

barat mindegyikénél egyforma valosisgggel tartozkodhat. Szilei elindultak Janos keprsd
Eddig Janos 4 barétjat felkeresték, de nem tal&itgiknél sem.

(a) Mekkora val6szitiséggel van Janos az 6tddik baratjanal?

(b) Az egész nap hanyadrészét kellene Janosnak Imedtsteni, hogy a fenti feltételes

val()szitﬁség% legyen?

Megoldas
(a) Az eseményekre az alabbi jelélést hasznaljuk
B1, B2, B3, B4, B5 = a baratoknal tartozkodas esgme
Bi-Bk=0 egymast kizardk és
P(B1)=P(B2)=P(B3)=P(B4)=P(B5) = p.
Feltétel szerint

P(B1+B2+B3+B4+B5)=P(B1)+P(B2)+P(B3)+P(B4)+P(B5) p@% .

Ahonnamp = % a valésziisége, hogy valamelyik baratnal tartézkodik Janos.

A feladat az alabbi feltételes valosiseget kérdezi
P(B5B1°BXB3'B4) P(B5)
P(B5|B1*B2*B3*B4) = =
(®5l ) P(BI'BXBFBY) 1—-P(B1) —P(B2) —P(B3) —P(B4)
mert B5 rész esemény®4a™*B2*B3*B4 szorzat eseménynek!

> restart:
- 2
" PT 35
=
> pfelt: _p_1—4p
2
P=1s
_ 2
pfelt:= El (1.6.22)

Tehat Jéno% valbsziriséggel tartdzkodik az 6todik baratjanal, feltévagyhnincs az ets

négynél.

(b) Legyen p = x az egy baratnal tartdzkodas valdisgige. A szamitast azebekhez hasonldéan
végezzik

X.

5

> solve( 1_p4p :%, {x})

> p:=

(1.6.23)



{xz ‘Z} (1.6.23)

Tehat Janos az idején%-részét kellene a baratoknal télteni (azaz 24 drab@rat), hogy%
valosziriséggel tartézkodjon az 6tddik baratjanal, feltédagy nincs els négynéls

4.6.5. PELDA. Szines goly6k htzasa két dobozbdl

Két dobozban z6ld és sarga golydk vannak. Az edgliozban 6 z6ld és 3 sarga golyé van,
mig a masodikban 4 z6ld és 5 sarga goly6 van. Méketetien kivalasztunk egyet a két dobgz
kozul, majd a kivalasztott dobozbdl kivesziink eglygt.

(a) Mekkora a valGsziisége annak, hogy a kivett goly6 zdld $2n

(b) Ha a két doboz kivalasztasa nem egyforman valdsakkor hatarozzuk meg a dobozok
valasztasanak valészisegét ugy, hogy a zold golyok huzasanak ugyanak&gseen a
valbszirisége, mint a sarga goly6 hluzasanak! Milyen véidisérlettel valasztana ki a két
doboz kézil, hogy melyild huzzon?

Megoldas
(a) Az elss doboz kivalasztdsanak valosidége legyen p. Ez most 0.5, a véletlerisagy miatt.

> restart:

1
> p::E

p:= 1 (1.6.24)
2
Ha az el§ dobozt valasztjuk, akkog a zo6ld goly6 huzasanak valésizsege. Ha a masodik

dobozt valasztjuk, akkOJr;l a z6ld goly6 huzasanak valédmage. A szorzas -szabdly alapjan

% -p a valoszifisége a z0ld golyé hizasanak as elsbozbdl. Hasonléa%— “(1—p)a

valoszirisége a z06ld golyo huzasanak a masodik dobozbdl ¥aglé vagy a masodik
dobozbdl huzhatunk zoldet, ezért a két egyitteményg valldszitiségének az 6sszegét kell
venni!

6p L 4(1—-p)
9 + 9

A z0ld goly6 valasztasanak valosidége= S (1.6.25)
(b) Legyen most 'p' az déisloboz valasztasanak valédmage és ekkor (1-p) a masodik doboz
valasztasanak valéstisége. Az €iz6 valosziriséget irjuk fel ismeretlen 'p' értékkel és a
végeredmeénynek 0.5-nek kell lenni. A kapott egyteleldjuk meg p-re!

> A z06ld goly6 valasztasanak valés@ége=

>IOes::IIOI:4(1 )1
p —p) _
29 TT 9 T3
> solve % {p})
2,41
9PT9 72
{p =1 } (1.6.26)
4

Tehat az elsdobozt 1/4 valésziiséggel kell valasztani a masodikat 3/4 valGssatggel.
Ezt a valasztast megval 6sithatjuk egy 4 oldall szabalyos "dobb tetraéderrel” is. Példaul, haaz 1 -



el jelolt oldalara esik a tetraéder, akkor as elsbozbdl huzunk, és minden mas esetben a
masodik dobozbdl htuzunk egy golyét. Ekkor 50% kegdld golyd huzas esélye, ha sokszor
ismételjik a dobast és a huzast.

4.6.6. PELDA. Miiveletek és valoszitiségek

Hatarozzuk meg a P(A), P(B) P(AB) val6sisageket, ha adottale(AB) = P(AB%)=
% ésP(BYA°)= % feltételes valoszirségek!
Megoldas
Felvessziik a megadott 3 feltételes valGsaiget!
111
> "P(AIB), P(A|Bc), P(Bc|Ac) = 53 7
P(A[B), P(A[Bc) P(Bc|Ac):= i é; (1.6.27)

A feltételes valdsziiségek definicioit felirjuk és benne olyan atlalokée végzink, amelyekben
mar nincs tagadasiivelet!

> defl:="P(A|B) = %
_ 1 _ P(AB
=5 T () (1.6.28)
> def2:= "P(A|Bc)'= %ﬁ’g@
1_ P( A) —P(AB)
R —P(B) (1.6.29)
> def3:= "P(Bc|Ac)= 1—P(A)1 FF’)((BA))+ P(AB)
1 _1—P(A) —P(B) +P(AB
e 1—P(A) (1.6.30)

Harom egyenletink van &3( A
segitségével.
> solvg { defldef2 def3}, {P(A), P(B), P(AB)})

—

, P(B) ésP(A-B) az ismeretlenek. Megoldjuk Maple

_ 3 1 _ 5
P(A) = -, P(AB) = = P(B) = 11} (1.6.31)
TehatP(A) = fl P(AB) = 111 P(B):%. »

A kovetked példa a mifiség szabdalyozas statisztikai mintavételezés térdbkdartozik.
Megmutatjuk, hogy a dontések &@ss masodfaju hibai valojaban feltételes valdssgek.

4.6.7. PELDA. Mintavételezési hibak szamitasa tabratbol
Egy nyomtatott aramkdroket gyarté cég 2000 darakteinikai alkatrészt vesz at naponta
tovabbi felhasznélasra. A 2000 darabot tartalmaafiisnanyt megfeléinek nevezik, ha benne

selejtes darabok szama nem tobb, mint 20.
A napi szallitmanybdl kivesznek n=80 daralmtregallapitjak a selejtes darabok szamal.

Ha a selejtes darabok szama a 80 &leintaban kisebb vagy egyénmint 2, akkor a tételr




atveszik.

Ha a selejtes darabok szama a 80 &leintaban nagyobb, mint 2, akkor a tételt
visszautasitjak.
A szallitasrol 120 napon keresztll a kovetkstatisztikat rogzitették:

A 2000 tetelbdl a rosszak ill. jok szama
Rossz tételek Jo tételek Osszesen

Atvett tételek 4 85
Visszautasitott
tetelek
Osszesen 9 120

(a) Toltsuk ki a tablazat Gresen hagyott cellit!

(b) Szamitsuk ki az atvételi terv éfaju hibgjat! Tehat annak valos#segét, hogy
visszautasitunk jo szallitmanyt.

(c) Szamitsuk ki az atvételi terv masodfaju hibajahat annak valésziségét, hogy atveszink
nem megfeld szallitmanyt!

(d) Vonjuk le a kdvetkeztetéseket az atvételi tervneatkozdan!

Megoldas

A feladatban szerepleseményeknek adjunk nevet
R ={Rossz a tétel, mert a 2000 db kozo6tt ejse szama > 20 } ennek ellentét eseménye
J ={J0 atétel, mert a 2000 db kozoétt a setegzama< 20 }.

A = { a tételt atvették, mert a 80 elémintaban a selejtek szama 2 volt } ennek ellentét
esemenye

V = { a tételt visszautasitottak, mert a 80ndl mintaban a selejtek szama > 2 volt }
Toltsuk ki a tAblazatot ugy, hogy az 6sszegek tselydegyenek!
(a) Toltsuk fel a T matrix ismert elemeit!
> restart:

T:= Matrix(4,4) : T, ;= MintavételezésTL 5. =Atetel rossz(R)T; 3:=A tétel j6(J).

T, ,:= OsszesenT, ,:= Atvett tételek(A) T, , := Visszautasitott tételek(VY, ,:=

Osszesen

> T, 0T 4 T4 2Ty 4:=4,85,9,120:
> T

Mintavételezés A tétel rossz(R) A tétel j6(J) Osszesen

Atvett tételek(A) 4 0 85

_ ) ) (1.6.32)
Visszautasitott tételek(V) 0 0 0
Osszesen 9 0 120

A peremek kdzégsszamait az 6sszegitkivonassal kapjuk. Végul a tablazat kozépen allé
szamot a szélek kivonasaval kapjuk!
LD e P e P P I el PP PR VI Sl PRI VA Sl PRVl AP



Mintavételezés A tétel rossz(R) A tétel j0(J) Osszbsen
Atvett tételek(A) 4 81 85
_ ) ) (1.6.33)
Visszautasitott tételek(V) 5 30 35
Osszesen 9 111 120

(b) Elsdfaju hiba annak feltételes valosigg@ge, hogy visszautasitunk olyan tételt, amely
valgjaban jo.

P( ElSfaju hiba) = P( visszautasitjuk a tételt, feltéwgy a tétel j0) =P(V | J)
Tehat az elsfaji hibata P(V | J) :PF()(LJJ)) feltételes valbszirség kiszamitasaval kaphatjuk
meg. AP(V-J) valoszirtiséget a relativ gyakorisaggal kdzelitjuk. Tehatjal¥ sor és J jél
oszlop keresztézlésében allé 30-at el kell osztani az 6sszes 12ffigyelési szammal!

30 111
> P(VJ), P(J) = 0k, 450
> “P(V|J)'= %; elss fajd hiba= evalf( %
-1 37
P(VJ),P(J) = 4 20
_ 10
P(V]J)= 20
elss fajii hiba= (P(V|J)= 0.2702702708 (1.6.34)

Tehat az el&aju hiba kb. 27%.
(c) Masodfajd hiba = atveszink rossz tételt esemérgsratiségének szamitasa
P( masodfaju hiba) = P( atvesszik a tételt, feltéeagy a tétel rossz) = P(A | R)

Tehat a masodfaju hibata P(A | R F=(>EA\RI?) feltételes valosziiség kiszamitasaval kaphatjuk

meg.

, 4 9
> P(AR, P(R) = T35, ==
> P(AIR)= %; masodfaja hiba evalf( %
i -1 3
PAR,P(R) = 55,
——
PAIR)=
masodfajii hiba (P(A|R)= 0.444444444% (1.6.35)

Tehat a masodfaju hiba 44.4%

(d) Az el és masodfaju hiba is nagy. Az atvételi terven KeJiymddositani, hogy a hibak
csokkenjenek! Példaul a mintaban kevesebb hibasetlkell megengedni, az atvételi kiiszob
soran. Ezek a szamitasok illetve eljarasok a stii@s minbségszabalyozas (angolul: Statistical
Quiality Control) téemakoérébe tartoznak.

V 4.7. EIméleti ellendrd kérdések

88l Hogyan definidljuk &(A|B) feltételes valosziiséget?
Wi Hogyan kapjuk a val6sZieégek szorzas-szabalyat?
L& Egy kétszini dontési fa dgaihoz milyen sulyokat irunk?



¥ Hova irjuk a dontési fanal a szorzat esemény&ketloszitiségeit?
WS Mi a kozos jelleméje a valdszifiségi tablazat és a dontés fa diagramnak?
AWNS Mi a kilonbség a valés4iségi tablazat és a dontés fa diagram kozott?

V 4.8. Gyakorl6 feladatok

Harom kockéval dobunk. Mekkora annak valééséyge, hogy az egyik kockaval 6-ost dobunk,
feltéve, hogy a dobott szamok 6sszege 12?

4.8.2. felada

Tudosok az egerek tajékozodasi kepessegét és asndigygelik labirintusban. A labirintus 5
teremldl (amelyeket bekameraztak) és az azokat 6ssaédlyosokbdl all. A termek kozdl
négyben élelem van (sajt és magvak) és egy terertemasik egér. A tuddsok azt tapasztaltak,

hogy egy egér az egész napi elfoglaltsagai ké%éud részben valamelyik teremben tartézkodik

és%-részben a folyoson rohangal. Az egér a négy étalnalmazé teremben egyforma

valdsziriséggel tartdzkodik, mig a masik egérnél kétszearotyyakran fordul él A tudésok egy
adott pillanatban keresik az egeret és nem talalfaélelmet tartalmazo 4 teremben.

(a) Mekkora valosziiséggel van a masik egérnél (és nem a folydsén)?

(b) Az egérnek a teljes nap hanyadrészét kelleareraekben tdlteni, hogy a keresés fenti

feltételes val()szﬁsége% legyen?

4.8.3. felada

Két szabalyos 6 oldalt dobokockaval dobunk. Jellgzt az eseményt, hogy az 6sszeg 4 vagy 5
vagy 6 lesz, mig B azt, hogy mindkét dobas paros!

Szamitsuk kia P(A | B) és P(BJ|A) feltételes saldiségeket!

Egy utvonalon 3 egymast kdveiorgalmi jelzlampa allithatja meg az autosokat. A lampak piros
es z0ld jelzéseit figyeljiuk csak és a sarga jelaasdt figyelmen kiviul hagyjuk. A kisérlet abbdl

all, hogy feljegyezzik, hogy egy autdst a lampakdatt sorrendben megallitottak vagy tovabb
engedték.

Egy kimenetel lehet pl. 8ZZ, mely azt jelenti, hogy az él$ampa piros, a masodik és harmadik
zoldet jelzett.

Tegyuk fel, hogy az egyes kimenetelek egyformadszhiek. JeloljeP, , hogy a k-adik lampa

piros e<Z, a k-adik lampa z6ld eseményét, ahol k=1,2,3 lehet

(a) Rajzoljuk fel az 6sszes lehetséges kimeneteldiagra
(b) Dontsuk el, hogy fliggetlenek-eR, , azaz a masodik lampa piros & aazaz a masodik

lampa z6ld események egymastol?
(c) Dontslik el, hogy flggetlenek-eRy , azaz az edslampa piros ésR,, azaz a masodik lampa

piros események egymastoél?
Szemléltessilk a megoldast fa graf segitségével!

4.8.5. felada

Tekintsuk azt a véletlen kisérletet, hdgyt olyanintegrélt &ramkori chipet tesztellink, amelyek
ugyanabbdl a szilikon ostyabdl valok és azt regadipik minden esetben, hogy az aramkort
atvessziik (A) vagy visszautasitjuk (V). A kisérékr lehetséges kimenetele lehet: AA, AV, VA
és VV. Ebzetes megfigyelések alapjan ismert az alabbi valdésegi modell

P(VV)=0.01, P(VA)=0.01, P(AV)=0.01 és P(AAD.97.
(a) Hatarozzuk meg az A= { a masodik chipet visszatjik$ és a B = { az el chipet
visszautasitjuk } események valogEageit!



(b) Szamitsuk ki a masodik chip visszautasitasanalszaliségét, feltéve, hogy az élship
visszautasitott!

(c) Hogyan valtoztatta meg az &lship visszautasitasanak ismerete a masodik chip
visszautasitasanak valosisegét?

Szemléltessik a megoldasétrix alakban is éfa graf alakban is!

Tranzisztor mifdségi elledrzése kézben az alabbi adatokat jegyezték fel,artugitva azokat a
vallalatok ("A", "B", "C") és a mifiségi kategoriak ("Elfogadhat6”, "Hatareset", "Neygddhato
el") alapjan:

Minosegi kategoriak
Wallalatok Elfogadhatd Hatareset Nem fogadhato el
A S0% 40% 10%
B 60% 30% 10%
C 55% 25% 20%

A teljes termelés 30%-4t az A vallalat, 40%-at @@Balat adja. Kivalasztunk egy tranzisztort
véletlenll. Mekkora galdszinisége hogy a kivalasztott tranzisztor

(a) az "A" vallalattdl valo és a miisége elfogadhat6?

(b) "Elfogadhatd™ midsedi, ha tudjuk, hogy a "C" vallalattél szarmazik?

(c)a "B" vallalattol szarmazik, ha tudjuk, hogy aztdraset" midsedi?

Rajzoljuk fel az eredeti és az inverz fa diagrammezamitasokhoz!

4.8.7. felada

A vevok hiitészekrény vasarlasait vizsgalva egy bizonyos hatiagepeket arasito tzletben a
kovetked eseményeket figyelték:

A = a hitészekrényt eurépaban gyartottak;

B = a hitészekrény egyben fagyaszté szekrény is;

C = a ve¥ hitelre vasarolt.

Az alabbi valdszitiségeket rogzitették

P(A)=0.75, P(B |A) = 0.9, P(B) = 0.8

P(C|AB)=0.8, P(C|AB%=0.6

P(CI|A“B)=0.7,P(CA“BY=0.3

(a) Keészitse el a fa diagram &Jsnasodik és harmadik elagazasi szintjeit! Az eggyégazasokra
irja fel a megfelél eseményeket és azok valoszi@geit!

(b) Szamitsa ki a P(-C) valGszitiséget!

(c) Szamitsa ki a P(I) valoszitiséget!

(d) Szamitsa ki a P(C) valos#seget!

(e) Szamitsa ki a P(A |-B) valoszifiséget, vagyis annak valosasegét, hogy aittészekrényt
europaban gyartottak, feltéve hogy fagyaszté riédairtalmaz és hitelre vasaroltak !

4.8.8. felada

Hatarozzuk meg a P(A), P(B)( AIB°) ésP(AIB) val6szitiségeket, ha adottak a

—é C —é A . :i
P(A+B) = 4,P(A)— 3 ésP(A-B) 4
4.8.9. felada

Mutassuk meg, hogy hB(B) < P(A) , akkor P(B| A) < P(A|B) !

Egy mobil telefont gyarté cég 5000 darab elektrandikatrészt vesz at naponta tovabbi
felhasznaldsra. Egy 5000 darabot tartalmazo snalfiyt megfeléinek neveznek, ha benne a
selejtes darabok szama nem tobb, mint 20.

Atvételi eljaras:



A napi széllitmanybdl kivesznek n=100 darabot égatfiapitjak a selejtes darabok szamét.
Atvételi terv:

Ha a selejtes darabok szama a 100ieteimtaban kisebb egyeflmint 6, akkor a tételt
atveszik.

Ha a selejtes darabok szama a 100iefemtaban nagyobb, mint 6, akkor a tételt
visszautasitjak.
A szallitasrol 300 napon keresztil a kdvetkstatisztikat rogzitették.

Az 5000 tételBl a rosszak ill. jok szama
Mintaveételi — -
statisztika Rossz Jo tételek | Osszesen
tételek
Atvett tételek 5 250
Visszautasitott
tételek
Osszesen 20 300

(a) Toltsk ki a tablazat tresen hagyott cellait!

(b) Szamitsuk ki az atveteli teavelsfaju hibajat! Tehat annak valos#segét, hogy
visszautasitunk j6 szallitmanyt!

(c) Szamitsuk ki az atvételi tepymasodfaju hibajat! Tehat annak valészsiéget, hogy atveszink
rossz szallitményt!

(d) Vonjunk le kdvetkeztetéseket az atvételi temaratkozdan!

4.8.11. felada

Hatarozzuk meg a P(A), P(B), P(A|B ) és P(B-A) saidiségeket, ha adottak a P(A+B)%:,
P(AB) =% 2s P(B|A) :% valosziriségek!

4.8.12. felada

Két dobozban golyok vannak, amelyek csak szineikiidinbdznek egymastol. Az éls

dobozban 5 fehér, 7 z6ld és 6 piros, a masodikifehé¥, 8 zold és 2 piros golyo vané&tor
feldobunk egy szabdlyos pénzérmét, majd ha fepraék el§, ha iras, akkor a masodik dobozbdl
hazunk ki két golyét egymas utan. Szamitsuk ki &nreddsziriségét, hogy a két kivett golyd
szine kulonbdi lesz!

4.8.13. felads

Hatarozzuk meg a P(A), P(B)( AIB°) ésP( A°B) valdsziiségeket, ha P(A+B) %
P(A) = % P(AB) = % adottak!

4.8.14. felads

lgaz-e az alabbi allitas? Valaszat indokolja!

Egy vizsgéan a vizsgazo hallgatdk 30%-a A szako%-4B szakos és 30%-a C szakos. Annak
valoszirisége, hogy egy hallgatonak sikertilt a vizsgaja azakosok esetén 0.4, B szakosok
esetén 0.5 és C szakosok esetén 0.6. Ekkor a zidsfgének sikerllt a vizsgaja.

4.8.15. felads

lgaz-e az aldbbi allitds? Valaszat indokolja!

Haromszor egymastadl fiiggetlenil feldobunk egy ktickékintsiik az alabbi eseményeket A={a
harom kockadobas kozil legaldbb az egyik hatog=4a harom dobas értéke mind kilonb$z

Ekkor a P(A|B) feltételes valosZiseg érteke
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4.8.16. feladg

lgaz-e az aldbbi allitds? Valaszat indokolja!

Ha az A és B flggetlen eseményekre teljestl afMB)=p és P(A+B)=1, akkor p=1.
4.8.17. felada

Mutassuk meg, hogy tetdieges A, B és C eseményekre teljesil az alablasili
ALLITAS.

Ha aP(A|C) > P(B|C) ésP(A/C®) > P(B|C°) , akkorP(A) > P(B).

Az alliths megforditasa altalaban nem igaz!

4.8.18. felads

Hatarozzuk meg a P(A), P(B) és PRAvaloszitiségeket, ha adottakPda A+ B) = ;—g ,
P(AB)= % ésP(B—A) = % valosziriségek.

4.8.19. felads

lgaz-e az alabbi allitas? Valaszat indokolja!

A nok 60%-anak barna, 20%-analéke és a maradék 20%-nak voros a haj szine. A hejda

nok 5%-anak van kék szeme, mig élsdk 50%-anak és a vorosek 20%-anak van kék szegye. E
bulvar lap azt irta, hogy &k 16%-anak kék szeme van. Igaz-e az allitas?

4.8.20. felads

Egy rakéta kilovés véletlenul bekdvetkezik, ha Agglé és egy masik B relé is egyszerre
meghibasodik. Az A relé meghibasodasanak esem@giy)e®01 valoszifiséggel, mig a B relé
meghibasodasanak eseménye P(B)=0.03 valtszfigel kdvetkezik be. Ismert, hogy ha az A relé
meghibasodik, akkor a B meghibasodasanak valdszdge 0,06.

(a) Milyen valészifiséggel fordul él, hogy véletlen rakéta kilovés kovetkezik be?

(b) Mekkora a valosziisége, hogy az A relé meghibasodik, ha a B relé ihagbdott?

lgaz-e az aldbbi allitds? Valaszat indokolja!

Egy diak 2/3 valdsziiséggel tudja a tesztkérdésre adando helyes vattsrtem tudja, akkor
tippel és a helyes tipp esélye 1/4. Tudjuk, hogié& valasza helyes. Ekkor 1/9 annak az esélye,
hogy nem tudta a helyes valaszt?

lgaz-e az aldbbi allitds? Valaszat indokolja!

Egy diak 2/3 valosziiséggel tudja a tesztkérdésre adandé helyes vatssztem tudja, akkor
tippel és a helyes tipp esélye 1/3. Tudjuk, hogié valasza nem helyes. Ekkor 1
valésziriséggel nem tudta a helyes valaszt?

4.8.23. felada

Egy diak 2/3 valosziiséggel tudja a tesztkérdésre adandé helyes vatssztem tudja, akkor
tippel és a helyes tipp esélye 1/3. Tudjuk, hogié& valasza helyes. Ekkor 2/9 annak az esélye,
hogy nem tudta a helyes valaszt?



