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V 5.1.Bevezetés

Ha az A eseméng(A) valdsziisége megegyeziR(AB) feltételes valdsziiseggel, akkor azt
mondjuk, hogy az A esemeény flggetlen a B esensériyblsl a definiciobdl nem vildgos, hogy
vajon a fuggetlenség szimmetrikus tulajdonsag-érttadunk egy ekvivalens masik definiciot
P(A-B) =P(A)-P(B) formaban, amely kiderul, hogy a flggetlenség egy szimmetrikus
tulajdonsag.
Ha azA ésB események fuggetlenek, akkor fuggetlenek leszggiastol

(i) az A (A tagadas) éB események,

(i) az A ésB (B tagadas) események,

(i) A (A tagadas) éB (B tagadas) események
A flggetlenségi fogalmak fontos alkalmazasi tegikeparhuzamosan és sorosan kapcsolt
rendszerek erédmegbizhatosaganak meghatarozasa az egyes alnekdsmgbizhatésaganak
ismeretében.

Egy sorosan kapcsolt rendszer, akk@kadik, ha minden részrendszere igkdxdik.

Amennyiben a flggetlenséget az elromlas eseményaittideltesszik, akkor az ered
megbizhatésag@m=p;-p,-...-p, képlettel szamolhatd, ahglazi- ik részrendszer megbizhatosaga

(0<p <1).A képlet elemzésével koniyatni, hogyp < min( Py Py Py - Tehét a sorosan

kapcsolt rendszer megbizhatésaga rosszabb legrasdeabb részmodulnal is. Ezért sorosan csak
nagyon nagy megbizhatésagu rendszereket kapcsdigsae.

Egy parhuzamosan kapcsolt rendszer, akkor nékddik, ha egyik részrendszere sertikiidik.
Amennyiben a flggetlenséget az elromlas esemeénysitifeltessziik, akkor az efed
megbizhatésagm=1 — (1— Py)- (1— Py) e (1— Pn) keplettel szamolhato, ahglazi-ik
részrendszer megbizhatése'(ga< ® < 1). A képlet elemzésével koninyatni, hogy
P = max Py, Pa---r Pp) - Tehat a parhuzamosan kapcsolt rendszer megbsauatgobb lesz a

legjobb részmodulndl is. Ezért parhuzamos kapcsaldiga a megbizhatésagot. Ha az anyagi
eréforrasok megengedik, akkor agy névelhetjuk a mértgiksitményeink (pl. aram energia
ellatas, repidgépet iranyito vezeérlést...)ikodesi biztonsagat, ha redundansan beépitink még
ugyanolyan alrendszert parhuzamosan. Mert, ha ék@xn egyik, akkor funkcidjat atveszi a
masik. Mindezek a megoldasok nagyobb koltségetyigjérk.

Célunk az alabbi fogalmak, 6sszefiiggések és eljarasok megismerése,

megértése

Sorosan kapcsolt alkatrészékgllé rendszer eréd
megbizhatésagatpe= p;-p,-...-p,, Szorzattal

szamoljuk

Két esemény fiiggetlenségének eredeti
definicidja a feltételes valoszintiséggel

, . e , .. Parhuzamosan kapcsolt alkatrésZgldilo rendszer
Két esemény fliggetlenségének masik ereds megbizhatésagat a

definicidja a szorzat esemény _1_ 1 el e ]
valoszintiségével P ,1 ( 1-py)-(1-py)--r(1- py) keplettel
szamoljuk




Események fliggetlenségének
megjelenése a dontés faban: a mésodAk
dontéshez tartozo sulyok nem feltételes
valdsziriségek, hanem valostisegek

soros kapcsolés lerontja a megbizhatosagot

Események fliggetlenségének
megjelenése a valosisegi
tablazatban: minden cella elem egyenA parhuzamos kapcsolas javitja a megbizhatdsagot
a sor és oszlop végen tev
valbsziriségek szorztavaval

V 5.2. Két esemény fiiggetlensége

5.2.1. DEFINICIO. Az A esemény fiiggetlen a B esemy
Ha teljesil a

P(A) =P(AB)
egyenbség akkor azt mondjuk, hogy az A esemény fligg&hasi.
Szavakkal ez azt jelenti, hogy az A esemény vaddseige nem valtozik, akar felteszem, hogy a
B esemeény bekovetkezett, akar nem teszem fel. BeB&semeény bekdvetkezése nincs
hatassal az A esemény valosizégére.

A fenti definiciobd6l nem vilagos, hogy ha az A esempfliggetlen a B esemétjtakkor vajon a
B esemény is figgetlen-e az A eseméhyt mindennapi sz6hasznélatban két dolog

fuggetlensége alatt automatikusan szimmetrikugdioesagot értiink. Van egy masik értelmezése

is az esemeények figgetlenségének, amely mutageanetriat €s a kovetkézétel az alapja.

5.2.2. TETEL. Fiiggetlen események szorzatanak vaieiiségét tényednként vehetjiik
Az A és B események akkor és csakis akkor fliggeitieima
P(A-B) =P(A)-P(B)

Bizonyitas
Két iranyt kell bizonyitani
(i) = Legyen A és B fuggetlen. Ekkor a fliggetlenségls @efinicidja alapjan
P(AB)=P(A).

A P(A-B) =P(AB)-P(B) szorzas szabalyba behelyettesitve a fliggetldakételét

P(A-B) =P(AB)-P(B) =P(A)-P(B)
azonnal kapjuk a bizonyitando egy@séget.
(i) <=Teljesuljon most a tétel P(A-B) = P(A) - P( B) egysgge. Meg kell mutatni, hogy az A
esemény flggetlen a B eseméihyA feltételes valdsziiség 4.3.1. definicidja szerint és a tétel
egyenbsége alapjan
_P(AB) _ P(A)-P(B) _
P(AB) P(B) P(B) P(A).

Tehat az A esemény fliggetlen a B eseniégmzt 5.2.1. definicio értelmében. Q.e.d.

A tétel alapjan egy ujabb flggetlenségi definion@ndhatunk ki, amelyi a fliggetlenség
szimmetria tulajdonsaga azonnal latszik.

5.2.3. DEFINICIO. Két esemény fuiggetlenségének Gjatértelmezése
Az A és B eseményeket fliggetleneknek nevezziik, ha
P(A-B) =P(A)-P(B)

teljesdl.

A flggetlenség ezen definiciéja jobban mutatja,yhag A és B flggetlensége szimmetrikus



tulajdonsag. Tehat, ha A fliggetlen @-takkor B is figgetlen A-tél.

5.2. PELDA. Fuggetlenség ellafizése definicio és tablazat alapjan (folytatas)
Két szabalyos 6 oldaltd dobokockaval dobunk. Jellgrt az eseményt, hogy az 6sszeg 4 Vfagy
5 vagy 6 lesz, mig B azt, hogy mindkét dobas paros!

(a) Szamitsuk ki a P(A | B) feltételes valosméget!

(b) Fuggetlenek-e egymastél az A és B események?

(c) Hogyan valtozik az eredmény, ha valamelyik esenéggdasat vesszuk?

(d) Abrazoljuk 2x2-es tablazatb&helemeinek A és B halmazokba valé szétosztasatjeldint
a flggetlenség a tablazatban!

Megoldas
Korabban a feltételes valosigeget a definicié alapjan kiszamoltuk.
AzQ={1,2,3,4,5, 62 Descartes-szorzat 36\% eleméll megkell nézni, hogy mennyi elem
esik az o
A-B,A-B, A-B, A-B
diszjunk tartomanyokba.
> restart
> E = Matrix(6, 6, (X, y) = [X y]) :
> Q := convert Eset
> n = numelemgQ)
Q:={[1,1],[1,2],[1,3],[1,4], [1,3], [1,6],[2,1],[2,2], [2, 3], [2,4], [2, 5], [ 2,
[ [ [ [ [ [ [ [ [

n:=36 (1.2.2)

A lehetséges osszegeket kiolvassuk az sszegekindhtts azA ={[i,j] € Q|i+j=4,5,6}
halmaz elemeit ez alapjan megadjuk.

> 0sszegek Matrix(6, 6, (X, y) =X +VY)

> A={[1,3],12,2],[3,1], [1,4],[2,3],[3,2], [4,1], [1,3], [2,4], [3, 3], [4, 2], [5,

11}
> nA:= numelems A

(234 5 6
345 6 7
456 7 8
0sszegek
567 8 910
6 78 910 11
|78 9 10 11 12]
A:={[1,3],[1,4],[1,5],(2,2],[2,3],[2,4],[3,1], [3, 2], [3, 3], [4, 1], [4, 2], [5,

11}
nA:= 12 (1.2.2)
Mindkét dobas paros esemény elemeit két egymastzeaiy ciklussal tudjuk generalni!

> B:= {seq se([ X],y=2.6,2,x=2..6,2}
> nB:=nopg B



B:={[2,2],[2,4],[2, 6], [4, 2], [4, 4], [4,6], [6,2],[6,4], 6, 6]}
nB:=9 (1.2.3)

(b) Fuggetlenek-e egymastél az A és B események?
Szamoljuk ki ?(NB):% ésP(A) valbsziriségeket! Ha egyetk, akkorA és
B flggetlenek.

. ) Ao nAB
> AB:= AN B;nAB:= nopg AB; (P('AB")) = —;
nB

n
. .._ P(AB)

> (P(B)) =

AB:={[2,2],[2,4][4, 2]}
nAB:=3
1

P(AB) = 5

(1.2.4)

Tehat A és B fuggetlenek, mé&tAB)=P(A) =

Ellensrizzik az°(A-B) =P(A) -P(B) egyenbséqg teljesilését is!
> feltétel:= P('A")-P('B') =P('AB')
1

ftalm L — L
feltétel:= 12 - 12 (1.2.5)

Tehat az A és B események fliggetlenek!

(c) Hogyan valtozik az eredmény, ha valamelyik eseméggdasat vesszik?
Mutassuk meg, hogy pl. A tagadas fluggetlerB-t

> (P('Ac)) =1—P('A")

> 'P(A0)'-'P(B)'=P(Ac)-P('B")

P(AcQ) = :22,

qumm:é (1.2.6)

> Ac:= Qminus A; AcB:= Ac N B; nAc:= nopg Ag¢; nAcB:= nopg AcB
> (P('ACB)) = nAcB
Ac:={[1,1],[1,2],[1,6], [2,1],[2,5],[2,6], [3,4],[3,5],[3, 6], [4, 3], [4, 4], [4,

51, [4, 6], [5, 2], [5, 3], [5, 4], [5, 5], [5, 6], [6, 1], [6, 2], [6, 3], [6, 4], [6, 3],
[6, 61}




AcB:= {[2, 6], [4, 4], [4, 6], [6, 2], [6, 4], [6, 6]}

nAc:= 24
nAcB:= 6
P(AcB) := é (1.2.7)

Tehat valéban teljesilR( A*B) =P( A%) -P(B) egyenbség, amely szerinh és B események
flggetlenek!

Készitstink egy tdbazatot, amelyikben az A és tagadaés tagadasa halmazok elemeinek szama
szerepel, valamint az 6sszeg sorok és oszlopok!

> ABc:= AN (QminusB); nABc:= nopg AB¢
ABc:={[1,3],[1,4],[1,5],[2,3],[3,1],[3, 2], [3, 3], [4, 1], [5, 1]}
nABc:=9 (1.2.8)

> F := Matrix([[ fuggetlensé®B',Bc, 6sszeg, [ 'A’, nAB nABG nA], [ 'Ac, nB— nAB nAc
—nB+ nAB nAc], [6sszeg, nB, nAe- nB + nAB + nABc, n]])

| fliggetlenség B Bc 6sszdg
A 3 9 12

Fi= (1.2.9)
Ac 6 18 24

0sszeg 9 27 36

Ellenérizzik, hogy a tablazat egy bélsellajaba irt szam teljesiti azt a feltételt, hegyené a
sor végen lely szam és az oszlop végéendeszamok szorzata, osztva a teljes 36 6sszeggeal. Ez
fuggetlenség miatt teljesil, mert példaul

p(aB) = ABl _pa) pig = A 1B
n n n
n
> for i from 2to3do
for j from 2to 3do
F F,.
. 474,
print| F. -='—]
[ " Fa.4
enddo
enddo
3=3
9=9
6=6
18=18 (12.2.10)

Az egyenbségek azt jelzik, hogy mindegyik cella elemre wljaek a fliggetlenség feltétele.
Tetsdleges 2x2 tablazatban a fenti tulajdonsagot éfieghetjik. Teljesilése esetén az adatokat
fuggetleneknek nevezhetjik.

Ha egy tablazat nem figgetlen adatokat mutat, ak&pezhetiink béle egy masik olyan
tablazatot, amely fliggetlen adatokat mutat és aé&gén és oszlop végen teadatok
megegyeznek az eredeti 6sszegekkel.

V 5.3. Tételek események fliggetlenségére




5.3.1. TETEL. Fiiggetlen események tagadasai is figgtenek egymastol
Ha az A és B eseményglggetlenek akkor

(&) A és B eseményekfidggetlenek
(b) A ésB események iliggetlenek
(c) A ésB események ifiiggetlenek

Bizonyitas _

(a) Feltesszik, hogi ésB fuggetlenek, azaR( A-B) =P(A) -P(B). Meg kell mutatni, hogyA és

B is fliggetlenek, az&( A-B) =P( A)-P(B) teljesiil.

Alkalmazzuk az események kilonbségére vonatkozocsasagotA, B fliggetlenségét és a

tagadas esemény valésmegére vonatkozd azonossagot o

P(A-B) =P(B—A) =P(B) —P(A'B) =P(B) —P(A)-P(B) =P(B)- (1 —P(A)) =P( A)
-P(B).

Ezzel igazoltuk a tétel (a) allitasat.

A tétel (b) részének bizonyitasa hasonld, mineazdsz bizonyitdsa csak az A és B szerepet

cserélnek.

(c) Meg kell mutatatni, hogy hR(A-B) =P(A)-P(B), akkor P(X-E) = P(X) -P( B)teljesill.
Hasznaljuk a tagadas esemény valdssgére vonatkozé azonossagot, a DeMorgan azonossago
az A+B valoszifiségére vonatkoz6 azonossagot és a fliggetlenséget

P(AB)=1-P(AB)=1-P(A+B)=1-P(A+B)=1— (P(A) +P(B) — P(A-B))
=1—P(A) —P(B) +P(A)-P(B) = (1—P(A))- (1—P(B)) =P( A) -P( B)
Ezzel a tétel allitdsat igazoltuk. Q.e.d.

5.3.2. PELDA. Fiiggetlen meghibasodasok

Két egymastadl figgetlenul k6 dsé készilék esetén annak valosigi@ége, hogy
az eqgyik 1 6ran belil izemzavar miatt meg@do2
a masik 1 éran belll tzemzavar miatt meg&hbl5

Mi a valdszitisége annak, hogy egyik készilék se all meg 1 &b

Megoldas

A feladatban szereflesemeényekre vezessink be jeldléseket!
A= { az els készllék 1 oran belll izemzavar miatt megall }
B={ a masodik készilék 1 6ran belil lzemzavar tnmetgall }

A feltételek szerint P(A) = 0.2 és P(B) = 0.15 .

A feladat &P( A- B) valoszitiséget kérdezi!

Mivel A és B fuggetlenek, ezéA ésB is fliggetlenek. Tehat

P(A-B)=P(A)-P(B)=(1-0.2)-(1—0.15) =0.8-0.85=0.68.
Tehat 68% annak esélye, hogy egyik készllék saedl 1 6ran belll Gzemzavar miast.

V¥ 5.4. Sorosan és parhuzamosan kapcsolt rendszerek ghézhatosaga

Tekintstinkn darab sorosan kapcsolt modult vagy részrendsaaglyek megbizhatésaga
Py Por-.., P, EZ @zt jelenti, hogy az— ik részrendszer egy adotbidtervallumbarp,

valdsziriseggel nikodik. A megbizhatésag annal jobb, minél kozeleabpy értéke 1-hez.

I Py ) "7 1 Ppa Py —

Definialjuk az alrendszerek {thodési eseményeit



A ={a k-ik alrendszer rikddik egy adott id intervallumon beltl }

pk:P(Ak) (k=1, 2,...,n).
Feltétel: az egyes alrendszerek egymastdl figgetlenil hivéedomeg és igy figgetlenek a
mikodések is.
Legyen
B = {a sorosan kapcsolt rendszer egésze az adoittiervallumon belll rik6dik}.
Kérdés: Hogyan szamolhatjuk ki a P(B) valositseéget az alrendszerpkmegbizhatosaganak

ismeretében?
A sorosan kapcsolt rendszer egésze akkdaabdik, ha niikddoképes a rendszer mindegyik

alrendszere, azaz
B=A A;.. A,
A fliggetlenség alapjan
p=P(B) = P(Al'Az'---'Ah) = P(Al) -P(AZ) P(Ah) =p; Py Py

Sorosan kapcsolt rendszer megbizhatésaga ,rosszaiii’a legrosszabb megbizhatésagu
alrendszer megbizhatésaga

p=< min{ Py Pgyes Py }-

5.4.1. TETEL. Sorosan kapcsolt rendszer megbizhatéga
Ha ap,, p,...,p,, megbizhatosagu és flggetleniilkidG alrendszerekorosankapcsoltak,

akkor az ereélp megbizhatésagot a
P=P1Py--Ppy
szorzattal szamolhatjuk.

Tekintstink mosh darab parhuzamosan kapcsolt modult vagy részrertdamelyek
megbizhatoésaga, p,,..., P,

Py

P,

Pr

A = {a k-ik alrendszer riikodik egy adott id intervallumon belul } ég, = P(Ak) (k=1, 2,...,
n).

Feltétel: az egyes alrendszerek egymastdl figgetlenil hivéedomeg és igy figgetlenek a
miikodések is.

Legyen
B = {a parhuzamosan kapcsolt rendszer egésze drziddlotervallumon belll rikodik}.



Kérdés: Hogyan szamolhatjuk ki a P(B) valositseéget az alrendszerpkmegbizhatosaganak

ismeretében?
A parhuzamosan kapcsolt rendszer egésze aldtomiikodadik, ha egyik alrendszesem

miikodik, azaz o

B=A A;..-A.
Mivel fuggetlen események tagadasai is fliggetleerdst o

B P(B) =P(A Ay ..-A)) =P(A)-P(A)-...P(A).
A P( A) tagadas események valos@égeit helyettesitsuk qz —1P(A) ) valbsziriséggel,
valamintP( B) =1 — P(B) azonossag alapjan
P=P(B)=1—(1—P(A)) (1 =P(A)) (1 =P(A))=1— (1=py) (1= Py).
5.4.2. TETEL. Parhuzamosan kapcsolt rendszer meghiatésaga
Ha ap,, p,...,p,, megbizhatdsagu és fliggetlenilkidd alrendszereparhuzamosan
kapcsoltak, akkor az eré@ megbizhatéségot a
P=1—(1-py) (1-Py) - (L1- Py)

képlettel szamolhatjuk.

5.4.3. PELDA. Aramkor megbizhat6saga
Egy aramkor 5 egymastdl fuggetlentikadsé alkatrészBl all az alabbi &branak megfedel
elrendezésben

08 095 09

0385 08

Annak valészifisége, hogy egy bizonyossidtervallumon beltl nem romlik el a megfdiel
alkatrésp, =0.8,p,=0.95,p,=0.85,p,=0.9,p; = 0.8.

Mekkora a valésziisége annak, hogy a vizsgalbitervallumon belll az egész aramkor
mikodoképes ?

Megoldas
A feladatban szereflesemeényekre vezessink be jeldléseket!
A= { a k-adik készllék a vizsgaltdthtervallumon belul nem romlik el }, ahol k=1,2,3 8 lehet.

B = { az egész aramkor a vizsgalbiatervallumon belul mikodoképes lesz }
A feltételek szerint
P@A) = p1=0.8, P&)=p2=0.95, PA;)=p3=0.85, P4, =p4=0.9 és ) =p5=10.8 .
Feladat a P(B)=p valdsZiség meghatarozasa.
Az 1. és 2. aramkoéri elemek sorosan kapcsoltakt ezék ered megbizhatésaga az egyes
megbizhatésagok szorzata
p;,=0.80.95=0.76.

A p,, megbizhatésagu blokk és a 3. aramkari elem parhogan kapcsoltak, ezert



P1,41-(1-0.76)(1 —0.85)=1 -0.24.15=1 —-0.036=0.964
A 4. es 5. aramkori elemek parhuzamosan kapcsaiziit ezek,; ered megbizhatosaganak
szamitasahoz az egyes megbizhatosagdak Rimnt szorzatait kell kivonni 1-d
P,s=1-(1 -0.9)(1 -0.8)=1 - 0.10.2=1 -0.02=0.98.
A p,,3€sp,; blokkok sorosan kapcsoltak, ezert ezek p @radgbizhatésaga az egyes
megbizhatésagok szorzata
P =Pyog° Pus =0.9640.98=0.94472
Tehat a teljes aramkor az adotbimtervallum 94.47%-aban tkodoképes. #

Osszetett rendszerek nagy szamu komponenst taradimak, amelyek bonyolult médon
lehetnek 6sszekapcsolva. Ezért a meghibasodotipdoemsek kidrése igen komoly és nehéz
feladat. Feltételezzik, hogy az egyes dssdktmeghibasodasanak eseményei egymastol
fuggetlenek. Ez a feltételezés egysizér megbizhatdésagi szamitasokat.

5.4. PELDA
Egy szamitdégép haldzat az A és B csomopontokaitkstie, a C, D, E és F kozbéns
csomopontokon keresztil az abran lathatd modonéeziekel.

Minden kdzvetlenll 0sszekdtott X és'Y csomopontkia vonal egy adofty

valosziriséggel nikodik. Feltételezzik, hogy a kapcsolati hibak egstoldtiggetlenul

fordulnak eb. Az abran lathato tikbdési valdszitiségek adottak
Pac=0.9Pyp=0.75 pc ¢=0.8 pc =0.99 p g=0.9 pz g=0.9 p 5=0.85.
KERDES

Mekkora a valGsziisége, hogy az A és B csomopontok kowéit kapcsolaf

MEGOLDAS

A hélozatot fel kell bontani sorosan és parhuzamdésacsolt alrendszerekre!

Ugyanis a sorosan kapcsolt és a parhuzamosan kapositszerek megbizhatésagat az
0sszetetik megbizhatosagaibdl egysten kiszamithatjuk.

SOROSAN KAPCSOLT RENDSZEREK MEGBIZHATOSAGA

Tekintslik az alabbi 3 sorosan kapcsolt rendszgliljik az egyes elemek megbizhatésggat

p, ésp, valoszitisegekkel. Tehat a k-adik komponens az esetelpl%dban nmiikodik és 100( 1
— Ry % -ban nem rikddik. Ekkor a soros kapcsolas miatt az egész memaskkor nikodik,

ha mindegyik komponensiikodik. A fliggetlenség miatt az alabbi levezetegsél
P(arenszer mkodik) =P({azl. mikddik} ES{a 2. mikoddik} ES {a 3. miikodik} ) =
= P({azl.mikodik}) * P({a2.mikodik})* P({a3.mikddiky) = p;e p, - Ps



Tehét a sorosan kapcsolt komponengekbo rendszer megbizhatésdga az egyes komponensek
megbizhatésagainakorzata

PARHUZAMOSAN KAPCSOLT RENDSZEREK MEGBIZHATOSAGA

Tekintsiik az alabbi 3 parhuzamosan kapcsoltsztl Jeldlje ugyanigy az egyes elemek
megbizhatésagat,, p, ésp, valoszirisegek. Ekkor a parhuzamos kapcsolas miatt az egesz

rendszer akkanem mikodik, haegyik sem mikodik. Nem csak a tikodések fliggetlenek,
hanem a nem tikddések is, ezért

P(a renszer wkodik =1P(arendszenemmiikodik) =

=1- P({azl. nemmikddik} ES {a 2. nemmiikddik} ES {a 3. nemmitkodik} ) =
1—P({azl.nemmikodik}) * P({a2.nemmikddik})* P({a3.nemmikdodik}) =
1-1—=p)* @ —py) *(1 —py

b

Tehat parhuzamosan kapcsolt komponendedlb rendszer megbizhatosagat megkapjuk, ha az
egyes komponensek megbizhatosagat kivonjuél 1nliajd ezeket 6sszeszorozzuk és a szorzatot
kivonjuk 1-kol.

Térjunk vissza a probléma megoldasahoz. A halézatgellemzi, hogy a vezetékek vagyis a
kapcsolatok megbizhatésaga van adva. Tehat a kampeket célszérX ->Y alakban megadni,
hogy mit - mivel kot dssze. llyen médon az egyeszétetk parhuzamos és soros kapcsolddasat
probaljuk kibogozni! A végeredményt az alabbi alwatatja.

08 09
09 C2>E—E-B
ADC
C2F—F-B
A 095 085 B
0.75 095
A-D D-2B

Vegyuk fel az adatokat Maple-ben!
> restart:



Pac:= 0.9000000000R,; := 0.7500000000P . := 0.8000000000P .- := 0.9500000000;
Peg:= 0.90000000009, := 0.8500000000@, := 0.9500000000
P, := 0.9000000000

P,p = 0.7500000000
P. := 0.8000000000
Pep = 0.9500000000
Peg:= 0.9000000000
P.g := 0.8500000000
Ppg = 0.9500000000 (1.4.1)

Kezdjuk az alabbi két sorosan kapcsolt alrendswesgbizhatésagéaval:
(C->E) és (E->B) sorba kapcsoltak
(C->F) és (F->B) sorba kapcsoltak.
A kapott szamitasok a C->B k6zotti ket parhuzamdsgtsolt komponensek megbizhatosagat
adjak, ennek megfel&n CB1 és CB2 jeloléseket haszndljuk.
> P[CB1]:=P[CE] P[EB]; P[CB2] := P[CF] P[FB]
Pcg, :=0.7200000000

Peg, = 0.8075000000 (1.4.2)

Szamitsuk ki a CB1 és CB2 két parhuzamosan kapaiseiidszerél CB kapcsolat
megbizhatosagat!
> P[CB]:=1— (1—P[CB1]) (1—P[CB2))

Pcg:=0.9461000000 (1.4.3)

A most kapott CB komponens sorba van kétve az A@ganenssel! igy kapjuk az AB kozotti
kapcsolat egyik parhuzamos alrendszerének megb&dgit. Igy az elnevezés AB1 lesz.
> P[AB1]:=P[AC] P[CB]

Pag1:= 0.8514900000 (1.4.4)

Az AB kozotti also agon két sorba kapcsolt kompanesn. igy kapjuk az AB2 alrendszer
megbizhatosagat.
> P[AB2]:= P[AD] P[DB]

Pago:= 0.7125000000 (1.4.5)

Végil az AB1 és AB2 alrendszerek parhuzamosan kitpks Szamitsuk ki a feladat altl
kérdezett AB mikodés megbizhatdsagat!
> P[AB]:=1— (1—P[AB1]) (1—P[AB2)])

Pag:= 0.9573033750 (1.4.6)

Tehat az A és B kozotti halozat megbizhatésagarQ\atgyis az esetek 95.7%-abatikadik €s
csak kb. 4.3%-ban nincs kapcsolat az A és B csontopdk6zott.
Szamoljuk ki, hogy egy nap 24 6r4jabdl atlagosanmygkeideignincs kapcsolataz A és B
csomopontok kozott!
> 24 (1—P[AB])

1.0247190000 1.4.7)
Vagyis naponta 6sszesen 1 6ra szlinet lehet aBAcésmodpontok kdzotti kapcsolatban. Ezen
javitani kétféleképpen lehet: vagy az elemek megtitisdgéat néveljik vagy ujabb parhuzamos
elemeket iktatunk be. Mindegyik megoldas Ujabbdéijek aran megy.#



V 5.5. Fliggetlenségi vizsgalatok

5.5.1. PELDA. Balesetek bekdvetkezése
Egy gyorsforgalmi Utszakaszon, annak valdézdge, hogy baleset kbvetkezik be egy adott

percberemberi hibabdl erealienplzlo_5 =0.00001 és hogy a baleset az adott perohigszaki

hiba miatt kovetkezik b92:10_7=0.0000001. Feltételezzik, hogy ez a kétféle hiba

eléfordulasa egymastodl fuggetlen.

(@) Mekkora a valésziisége, hogy egy adott perchdmaieset kovetkezik b@
(b) Ha az egymast kouepercekben bekbdvetkézsemeények (baleset vagy balesetmentessgg)
kolcsdndsen fliggetlenek akkor, vajon mekkora asziltsége, hogggy év alatihem lesz
balesetezen az Utszakaszon? (Szamoljuk az évet 365 hpppal

MEGOLDAS
Legyen A={ a baleset emberi hibabdl kovetkezett &&B = { a baleset tiszaki hiba miatt

kovetkezett be} a feladatban szefekét esemeny. Ezek valosigggei adottal(A) =p, = 10°°
ésP(B) =p,=10"".

> restart: (P(A)) := 107>
> (P(B)) := 10’

1
PIA) = 160000

1
P(B) = 16000000 (1.5.1)

() Ki kell szamolni az (A+B) 6sszeg esemény valdszégét. Hasznaljuk a P(A+B) = P(A)+P
(B)-P(A-B) azonosséagot!
> 'P(A+B) = P(A) + P(B)-P(AB);
o 101
PA+B) = 0000000
A P(A-B) szorzat esemény valdsigegét a fliggetlenség alapjan tudjuk szamolni, mert
P(A-B) =P(A)-P(B) .

—P(AB) (1.5.2)

1

P(AB) = 000000000000 (1.5.3)
> (P(AB)) :== P(A)-P(B); .
PIAB) = 7000000000000 (1.5.4)

A szorzat nagyon kicsi a masik két taghoz viszamyiezeért nagyjabol P(A) értekét kapjuk az
0sszeg valbsziisegére!
> "P(A+B);'P(A+B)'=evalf( %;
10099999
1000000000000

P(A+B) =0.0000101000 (1.5.5)
(b) Annak valGszifisége, hogy 1 perc alatt nem lesz baleset = 1- P{AWel fiiggetlenek az

esemeények, ezért ezt a valosisi@get annyiszor kell 6sszeszorozni 6nmagaval, ap&ryvan
egy évben

> (1-"P(A+B)") 36524-60, Egy év alatt nincs balesetevalf( %9 ;
Egy év alatt nincs baleset0.0049489181 (1.5.6)




Tehét kb. 0.5% annak a letisége, hogy 1 éven belll nem lesz baleset! Tehdtesziztos, hogy
lesz baleset. L)

A kovetked példa azt mutatja, hogyan hasznaljak ki az eseeléfiygggetlen ismétlését a vezeték
nélkulli telefon adatatvitele soran a biztonsag hésére.

5.5.2. PELDA.Mobil telefonok adatéatviteli biztonsaganak névelése

A kommunikacié nagyobb megbizhatésaga erdekébembiegyformaciot a vezeték nélkuli
telefonok adatatvitele soran 6tszor ismételnek egggnas utan. Tehat egyetlen "nulla” bit
informécidt Ugy tovabbitanak, mint 5 db nulla "0008orozatot és az "egyes"bit informaciot
agy, mint 5 db egyes "11111" sorozatot. A dfeerendezés az informacidelyesek itéli, ha
otbél harom vagyannal toébb binaris informacio hibatlan. Ennek tagadasa, az adat atvitel
hibas volt, ha az 6t bitél legalabb 3 bit hibagsn érkezett.

Mekkora ahibas adatatvitel P(H) valosziisége ha egyetlen bit tévesztésének a valdsgge
g=0.17?

MEGOLDAS
Jeldlje A az egy bit fizikai kildésének eseméngaéigly lehet O vagy 1. Minden bit informécio
logikai tovabbitasa soran az A eseményt 5-szortedjiik, egymastol fliggetlenil. Minden
ismétlésnél a bit tévesztésének a valdsage ugyanakkora q=0.1 és a sikeres atvitel
valészirisége p=1-g=0.9. Jeldlfgaz egy bisikeresatvitelét, €3 ennek tagadasat a bit
tévesztédnek eseményét. A tévesztés kétféle lehet: vagyl Q-lesz vagy forditva 1éb0 lesz.
Az alabbi fa diagram mutatja az egyes bitek sor@ikeres adatatvitelekes aréveszteses
adatatvitelek lehetiségeinek elagazasait!

S = Sikeres volt az adatatvitel , T = Tévesztéeid az adatatvitel soran
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Az egyik bit atvitelének sikeressége nincs kihathasnasik bit adatatviteli sikerére. igy az egyes
bitek atvitele flggetlen az@&o bitek atviteleiél. Ezért minden olyan élre, amely S csucsba vezet
0.9 valésziiséget kell irni és minden olyan élre, amely T sbacvezet 0.1 valosZiseget kell

irni. Az dsszes binaris valasztasi leisgigek szama2 32. Ennyi levele van a fanak és a fa
gyokerédl ennyi utvonal vezet a levelekhez. Tehat 32 kidiaihitvonalon juthatunk el a
gyokertl valamelyik levélig. Az atvonalak mentén vett &ielirt atmeneti valdsziiségek
szorzata megadja az adott sorrendben Iejétssa'édr’ss vagy tévesztéses adatatvitel

,,,,,,

P(0y) =P(T-T-SST)= P(T)-P(T)-P(S)-P(S) P(T)=0.9 0.2°.

Adjuk 6ssze azokhoz a sorokhoz tartozé valdsdgeket, amelyekbéh-nal kevesebls beti
szerepel, vagyis 3 bit atvitele vagy 4 bit atvitedg)y mind az 5 bit atvitele soran tévesztés
tortént! Ezek alkotjak hibas adatatvitelt

Csak aT5 ={w,, } elemi eseményben van 5 db T lngehat ekkor mind az 5 bit hibasan ment

at. llyen esetben, ha "00000" volt a kuldott jékar a vett jel "11111". Vagy ha a kuldétt jel
"11111" volt, akkor a vett jel "00000". Ennek vatagisége O 0.1= 0.00001, a tévesztések
flggetlensége miatt.

AT4={ o

310 Oz W0, O, @} €sSEMENYL alkoto elemi esemenyekben 4 db T éstl db S
beti.



T4 eleminek szama 5 és a valdsigiégek dsszege = 5-0.9- d0=0.00045.
AT3= 0,9, 0y, 0y, 0,5 O, , 0,0, O, ®,, O, O } €SEMENYL alkotd elemi

esemeényekben 3 db T Heis 2 db S bétvan. Ezek szama 10 és a valoszéyek 6sszege = 10

.00.9-00.1° = 0.0081.
A H hibas adatatvitel eseményébe a legalabb 3 z&&slemi esemeényeit kell sszéjtgni,
azaz

H=TS5 + T4 +T3 = {035, W39, g Wy Dy Dy Dy Wy Dy Dy Dy Dy, W5, O, O Dg

A TS5, T4 ,T3 események paronként egymast kizap&rt 6sszegik valosisege a tagok

valGsziriségeinek 6sszege. Tehat a fenti valdsgigeket 6ssze kell adni, hogy megkapjuk a
P(H) =0.00001 + 0.00045 + 0.0081 = 0.00856.

hibas adatatvitel valosZiségét.

A végeredmeényt a kdvetk&zeppen interpretalhatjuk:

Az adatatvitel megbizhat6saga0.9 lenne, ha 1 bit kildéséhez csak egy bitet hasankl

Helyette azt valasztottuk, hogy 5-szor kildjuk g@yanazt a bitet. Ezaltal lassubb lesz ugyan a

kommunikéacid, de aadatbiztonsagl-P(H) =0.9914 rendvekedett Ha a kommunikacios

csatorna gyors, akkor ez a mesterséges lassitislar altal nem érzékelldeds ugyanakkor az

adatatvitel pontossaga hihetetlentl mign *

V 5.6.Elméleti ellendrzi kérdésel

Hogyan értelmezziik két esemény fiiggetlenségétéadies valosziiséggel?
sHewA Hogyan értelmezzik két esemény flggetlenségéiraatzeseményik valosssegeével?

Mit mondhatunk azA\ (A tagadas) éB események fiiggetlenségéhaA ésB események
fuggetlenek?

Mit mondhatunk aA ésB (B tagadas) események fiiggetlenséigénA ésB események
fuggetlenek?

Mit mondhatunk azA (A tagadas) éB (B tagadas) események fiiggetlenséig@aA és
B események fiiggetlenek?
Hogyan szamolhatjuk ki sorosan kapcsolt alkatiésredjének megbizhatésagat, az
egyes elemek megbizhatésagabol, ha az elemek stitrfilggetlendl romlanak el?

Hogyan szamolhatjuk ki parhuzamosan kapcsolt @kaek eregjének megbizhatdésagat,
az egyes elemek megbizhatésadgébdl, ha az elemeidstl fliggetlentl romlanak el?

Hogyan szamolhatjuk ki sorosan és parhuzamosarsktalkatrészeldd allo dsszetett
rendszer ergijének megbizhatésagat, az egyes elemek megbizgatidaha az elemek
egymastol fuggetleniul romlanak el?

V 5.7. Gyakorl6 feladatok

Tekintstk egy szabalyos kocka két fliggetlen feldabas az ehhez kapcsol6doé alabbi 3 eseményt
A ={azel$ dobas 1, 2 vagy 3 }
B ={ az el$ dobas 3, 4 vagy 5}
C ={akétdobas 6sszege 9 }!
Mutassuk meg, hogy az A, B és C eseményekre
(a) teljesul @(A-B-C) =P(A)-P(B)-P(C) egyenbséqg,
(b) viszont paronként nem fliggetlenek.
Tehat harom esemény fliggetlenségéhez nem eleégeegkovetelni, hogy a 3 tényeszszorzat
valdsziriségét tényemkeént vehetjik.

Az alabbi aramkor csak akkoriktdik, ha balrdl jobbra haladva van olyan Gtvoaahelyben



mikods alkatrészek vannak. Az egyes alkatrészek megldizagat az abran latjuk.

— 08—

’7 0.85 —‘
o oA 0.5 B
L 0.95 J

Az alkatrészek meghibasodasa egymastdl fliggetlekkdta a valosziisége, hogy rikddik a
telijes aramkor?

5.7.3. felada

Hatarozzuk meg a P(A), P(B), P(B|A)BEA-B) valosziriségeket, ha

P(A+B):%,P(E)

5.7.4. felada
1

Hatérozzuk meg a P(A), P(B) P(AB) valosidageket, ha adottale(AB) =, P(AB%)= %

= P(A-B) = % adottak. Fliggetlenek-e az A és B események?

és P(BIA%)= % feltételes valoszitségek! Fiiggetlenek-e az A és B események?

5.7.5. felada
Tekintsik azt a kisérletet, hogy egy 4 -oldalu ahais gulat kétszer dobunk fel egymas utan.
Tegyuk fel, hogy az dsszes lehetséges 16 kimeegybrman valészin azaz mindegyik

PP |
valoszmhsegel—6 .
(a) Fuggetlenek-e aA= { az el dobas eredmenye i}égs ={ a masodik dobas eredménye j}
esemeények egymastol?
(b) Fluggetlenek-e aA = { az el$ dobas eredménye 1}és B ={ a két dobas eredményének
0sszege 5} események egymastoél?
(c) Fuggetlenek-e aA = { a két dobas maximuma 2}és B ={ a két dobasimima 2}
események egymastol?
5.7.6. felada

Egy mobil telefont gyarté cég 5000 darab elektranddkatrészt vesz at naponta tovabbi
felhasznalasra. Egy 5000 darabot tartalmazo smalfiyt megfeléinek neveznek, ha benne a
selejtes darabok szama nem tébb, mint 20.
Atvételi eljaras:
A napi szallitmanybol kivesznek n=100 darabot égatiapitjak a selejtes darabok szamat.
Atvételi terv:

Ha a selejtes darabok szama a 100ietemtaban kisebb egyefimint 6, akkor a tételt
atveszik.

Ha a selejtes darabok szama a 100ietemtaban nagyobb, mint 6, akkor a tételt
visszautasitjak.
A szallitasrol 300 napon keresztil a kdvetkstatisztikat rogzitették.

Az 5000 tételBl a rosszak ill. jok szdma

Mintavételi

statisztika Rossz Osszese

Jo tételek

—J




tételek

Atvett tételek 5 250
Visszautasitott

tételek

Osszesen 20 300

(a) Toltsuk ki a tablazat tresen hagyott cellait!

(b) Szamitsuk ki az atveteli teavelfaju hibajat! Tehat annak valos#segét, hogy
visszautasitunk jo szallitmanyt!

(c) Szamitsuk ki az atvételi tepymasodfaju hibajat! Tehat annak valésziégét, hogy atvesziink
rossz szallitmanyt!

(d) Vonjunk le kdvetkeztetéseket az atvételi temopatkozdan!

5.7.7. felada

Az aldbbi aramkor csak akkoriktdik, ha balrdl jobbra haladva van olyan Gtvoaahelyben
mikods alkatrészek vannak. Az egyes alkatrészek megldizagat az abran lathatjuk.
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Az alkatrészek meghibasodasa egymastol fliggetlekkbta valdszitiséggel nikodik a teljes
aramkor?

5.7.8. felada
Hatarozzuk meg a P(A), P(B), P(A| B ) és P(B-AYsairiségeket, ha adottak az P(A+B%:,

P(AB) =% 2s P(B|A) :% valosziriségek!

Flggetlenek-e az A és B események?

5.7.9. felada

Két dobozban golyok vannak, amelyek csak szineikiidinbdznek egymastol. Az éls
dobozban 5 fehér, 7 zdld és 6 piros, a masodikifehér, 8 zold és 2 piros golyd van. Mindkét
dobozbdl taldlomra és egymastdl fliggetlentl kihbizempy-egy goly6t. Szamitsuk ki annak
valosziriségét, hogy a két kivalasztott golyd szine kiilovldégz!

5.7.10. felads

Hatarozzuk meg a P(A), P(B), P(A|B) é4PB ) valdsziriségeket, ha P(A+B) :%
P(A’) = % P(AB) = % adottak!

Fuggetlenek-e az A és B események?

5.7.11. felads

Az alabbi halézatban lathatd elemek reléket jekiliehaldzat csak akkor ikddik, ha balrdl
jobbra haladva van olyan atvonal, amelybeikddo relék vannak. Az egyes relé meghibasodasi
valOsziriségeit az abran latjuk.
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A relék meghibasodasa egymastol figgetlen. Mek&oraldszifisége, hogy ritkodik a teljes
hal6zat?

5.7.12. felads
Hatarozzuk meg a P(A), P(B), P(A | B ) és P(B-Apsainiségeket, ha adottak a P(A+B)%=,

P(AB) :% 2s P(B|A) :% valosziriségek!

Fuggetlenek-e az A és B események?

5.7.13. feladd

Egy berendezeés az A és B csomodpontjait kotik 0a8zeK,, K, K, K; kdzbené kapcsolok, az
abran lathat6 modon.
K, K3

0.9 — 0.8

= 0,95 — 1 0.95 085
Lz I‘~..4 ]515

Az egyes kapcsolok egymastdl fuggetlenll az dbdaitt &aloszifiséggel nikodnek
pk =0.9,p =0.95,p, =0.8,p, =0.95, p, =0.85.
1 2 3 4 5

Mekkora a valészifsége, hogy a teljes berendezékauokepes?
5.7.14. felada

Hatarozzuk meg a P(A), P(B)( AIB°) ésP( A°B) valdsziiségeket, ha P(A+B) %
P(A) = % P(AB) = % adottak!
Fuggetlenek-e az A és B események?

5.7.15. feladg

Az alabbi halézatban lathaté elemek reléket jekiliehaldzat csak akkor ikddik, ha balrdl
jobbra haladva van olyan Gtvonal, amelybekkéus relék vannak. Az egyes rel&ikddési
valdsziriségeit az abran latjuk
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A relék meghibasodasa egymastdl fliggetlen. Mekkoraldszifisége, hogy rikodik a teljes
hal6zat?

Mutassuk meg, hogy ha A és B fliggetlen eseményékra
P(A+B)=1—(1—P(A))-(1—P(B)).

Egy rakéta kilovés véletlenul bekdvetkezik, ha Agglé és egy masik B relé is egyszerre
meghibasodik. Az A relé meghibasodasanak esemgiy)e®01 valoszifiséggel, mig a B relé
meghibasodasanak eseménye P(B)=0.03 valtszfigel kdvetkezik be. Ismert, hogy ha az A relé
meghibasodik, akkor a B meghibasodasanak valdszdge 0,06.

(a) Milyen valészifiséggel fordul él, hogy véletlen rakéta kilovés kovetkezik be?

(b) Mekkora a valosziisége, hogy az A relé meghibasodik, ha a B relé ihagbdott?

(c) Fuggetlen-e az A és B relé meghibasodasa eggtias

lgaz-e az alabbi allitast? Véalaszat indokloja! o

Ha az A és B események fliggetlenek, akROAIB)=P(A B).



