V 6. Teljes valoszifiség- tétel és a Bayes-tétel. A dontési fa inverze
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V 6.1.Bevezetés

Ha ismerjuk az A esemeny feltételes valoggégeit olyarB,, B,, B;,..B, eseményekre, amelyek
metszete paronként lres és 6sszeglk a teljes egEmémlamint ismertek |a( BI)
valdsziriségek, akkor a donté3t A) valosziriségére a részinformaciok 6sszegzésével kapjuk.
Pontosabbanteljes valdsziniség-tételalatta a

P(A) = P(A| Bl) -P( Bl) + P(A| Bz) . P( BZ)+...+P(A1 Bn) . P( Bn)
formulat értjik a fenti feltétellel.
A fordl'tottP( B1<] A) feltételes valosziiség szamitasaraBayes-tételadja meg a valaszt

P(BJA) = P(A|:k,)a\)P( il (1 < k < nrogzitett)

Gyakran haszaljuk az= 2 specialis esetet, amikBf =B , B, = B. Ekkor a teljes valosziiség-
tétel alakja L L

P(A) =P(A|B) -P(B) +P(A| B)- P(B).
Hasonlbéan a Bayes-tétel specialis esete

_ P(AB)-P(B)
P(BJA)= T
A o(AB) -P(B) + P(AB) -P(B)

Az inverz dontési fat j0l szemlélteti a fenti erefingeket. Az inverz fa diagramot Ugy kapjuk, ha

/////

kell mind teljes valdsziiség-tételt, mind a Bayes-tételt. Az inverz f&eléntési szintjéhez
tartozé valészitiségeket a teljes valos#seg-tétellel kapjuk és Bayes-tétellel a masodikékin
szint feltételes valossaiaeégeit szamoljuk. Egy valos#isegi tablazatban a teljes valosEég-
tétel alkalmazasa annyit jelent, hogy a hianyzoéls¢vagy oszlopok) 6sszegét kiszamoljuk. A
Bayes-tétel egy valosZigégi tablazatban nem lathatd, mert az osztasoknémegki nincsenek a
tablazatban.

Célunk az alabbi fogalmak, 6sszefiiggések és eljarasok megismerése,

megértése

<

Teljes valOszitiseg-tétel alkalmazasa az inverg

Teljes valoszintiség-tétel e AP
fa valoszitiségeinek szamitasara

Teljes valoszifiseg-tétel alkalmazasa a tablazat

Bayes-tétel . : i, .
sorainak vagy oszlopainak 0sszegzesére

\v 2

Inverz dontési fa diagram készitése: az Bayes-tétel alkalmazasa az inverz fa feltétele
eredeti dontési fazisok felcserélése, sorok/aldszirfiségeinek szamitasara
felcserébdnek

V 6.2. Teljes valoszifiség-tétel és az eredeti dontési fa diagram




6.2.1. TELJES VALOSZINUSEG TETEL
LegyenB,, B,...., B, telies eseményrendszenzaz paronként egymast kizaré események ég
0sszegik a@ eseménytér
BB =@ (Vi#]) ésB, +B,+..+B,=Q.
Ekkor tetsBleges A esemeény valds#asege kiszamolhat6 a
P(A) = P(A| Bl) -P( Bl) +P(A| Bz) : P( Bz)+...+P(A{ Bn) . P( Bn)

szorzatdsszeg segitsegével.

Bizonyitas
A bal oldali 4bra mutatja & eseménytér (téglalap) felosztasat egymasba nefa nyu
B, B,, By, By, B; (n=5) részekre. E#l figgetlenll van egy A halmaz vagy esemény, amely

belemetsz néhar halmazba, de nem feltétlentl mindegyikbe.

ABs Mivel azQ esemeénytér B esemenyek dsszege eg

az 6sszedisztributiv (vagy széttagolhatd) a
szorzasra nézve a halmazok korében, azért

A=A-Q=A (B +B,+..+B) =
=A-B,+AB,+..+AB,

Mivel B-B =2 esemeények egymast kizarok minden | esetér(i,je{l, 2,..n}), ezeért az
A-B ésA~I:“$l is egymast kzéaro, azaz

(A'B)-(A'B) =2.
Tehat a fenti jobb oldali 6sszeg valéséget a Kolmogorov-axioma alapjan tagonkeént

vehetjuk
P(A) =P(AB, +AB,+..+AB ) =P(AB)) + P(AB,) +..+ P(AB,).
Alkalmazzuk itt minden tagra a valoségegek szorzas-tételét
P(AB)=P(AB)-P(B) (i €(L2,.,n}).
Ezzel megkapjuk a bizonyitand6 egyisdget
P(A) =P(A|By) -P(B,) +P(A|B,)- P(By)+..+P(A B))- P(B,). Q.e.d.

A tétel olyan esetekben hasznos segitség, amikisszeg tagjait konnyebb kiszamitani, mint
kozvetlenll az A esemény valosidégét. A tétel interpretalhatd ugy is, mint, hogyraesemeny
valbsziriségét a részeinek valosig@gébl, mint egy "puzzle"-bél tessziik 6ssze.

6.2.2. Az eljaras szemléltetése fa diagram
A szemléltetés egysZesége kedvéért az eseményteret osszuk¥d részre.




B> B;

Szorzat Valoészinu-
események  Segeik

P(B,-A)

P(AIBs)

By-A  P(BsA)

Feldaraboltuk az eseményteret
idegen részekre B, B, €sB,
esemeényekkel! Tetéleges A

esemeényt ez a darabolés diszjunk
B,-A) részekre oszt.

A graf start csucsabol indulo élek megfelelnek a
daraboldsoknak. Az egyes élekre irt

P( Bk) valésziniségek a darabok mértékei az egészhsg
tviszonyitva.

A kovetked dontési szint kétiranyu elagazasi azt
mutatjak, hogy az egy@&s darabok mekkora része van
ban illetve mekkora része nincs A-ban. Az élekre a
P(AB,) ésP( A|Bk) feltételes valoszitiségekkeriiinek.
A valbsziniségekszorzas szabalyalapjan a levelekhez
vezet uton vett szorzatoR(A- Bk) = P(A|Bk) -P( Bk) a
szorzat események valosigégeit adjak.

Ha a szirkével jeldlt sorok valosigégeit 6sszeadjuk,

akkor megkapjuk A valésziiségét! Ez az 6sszegzés
éppen a teljes valosZiseg-tétel.

A binaris csatorna egysZepéldajan jol nyomon kovethit a szamitasok.

Kédolas

o
i =N

6.2.3. PELDA. Binaris csatorna és valosziiségei
Tekintsik a legegyszénb zajos binéris csatorna modellt!

atvitel

0,95

Binaris jelek
érkezése l
Encoder

o
D

T

o

Decoder

Az abran lathato események A ={

A -

az add 1 jeléteslB = { a veV¥ 1 jelet vett }. Ezek



tagadasa a O jelekre hasonléan értelmezett mé&gdemeny.

P(A)= 0.4 P(B|A) = 0.95

Adott valoszitiségek - : —_ és
P(A)= 0.6 P(B|A) = 0.05
P(B|A) = 0.1
P(B|A)=0.9

Hatarozzuk meg P(B) valosiiseget! Tehat mekkora az 1 jel vételének valdisége?

Megoldas
A megoldas annyira egys#ehogy altalanos iskolaban is targyalhato.
Hogyan kapunk 1 jelet? Kétféleképpen, vagy a 40%Heerkeé 1 jelek 95%-a lesz 1 vagy a
60%-ban érkexznulla jelek 10%-a torzul vételi oldalon 1 jellé.
Hogyan szamoljuk egy szazalék tovabbi szazalékaszékell szorozni a szazalék labakat!
Tegyuk ezt

P(B) =0.4-0.95+0.6-0.1 =0.38+ 0.06 = 0.44.
Tehat vételi oldalon 44%-ban érkezik 1 jel és igyjalek 56%-ban lesznek.
Miért novekedett az input oldali 40%-rol 44%-ralajelek aranya? Azért, mert a O input jelek
gyakrabban valnak 1 jellé, mint az 1 jelek O jeliére mondjuk azt, hogy a csatorna nem
szimmetrikus.
Hogy mégis elbonyolitsuk az egysien megvalaszolt kérdést felrajzoljuk az eredetitésirfat.

Az adas A vétel bitjei ~Szorzat Utvonal valésziniiségek
bitjei események szorzata
2099 W =AB 0.4-0.95=0.38 = P(ay)
an | l
P
/8/4 s

\0'05 W, = A'E ‘ 0.4-0.05=0.02 = P(n,) ‘

P W= A'B | 0.6 - 0.1 = 0.06 = P(w3) \
EE)

P% Ws=AB | 06-09=054=P(n) |

Osszeg=1.00

Az 1 jel vételének valosziilsegét a teljes valosziség-tétel alapjan kapjuk

P(B) =P(AB) + P( A-B) =P(B|A) -P(A) +P(B A)-P(A) =0.38+0.06 =0.44.
A fenti diagramban szlrke szinnel kiemeltiik azakabrokat, amelybenBaesemény neve
eléfordul. Ezen sorok végeén talalhaté szorzatok osstzeg)l venni s igy kapjuR(B) értéket.

Ez a szamitasi algoritmus egysher teszi a teljes valdsZiség-tétel alkalmazasat és ez vez¢



benniinket az inverz fa diagram elkészitéséhez is.

V 6.3. Bayes-tétel és az inverz dontési fa diagram

6.3.1. BAYES - TETEL
LegyenB,, B,,..., B telies eseményrendszeazaz paronkent egymast kizar6 esemenyek ég
0sszegik a2 eseménytér
Bi-B] =@ (Vi=#]j)ésB;+B,+..+B,=Q.
Ha az A esemény pozitiv valésigedi és k rogzitett index 1 és n kozott, akkor

’ P(ABY) P(B)
P(OF) B(A| By -P(By) +P(A| By): P(B) +.+ P(AB,) P(B)

Bizonyitas
Felhasznalva a feltételes valésdég definicidjat, a szorzas-szabalyt a szamlalésamteljes
valosziriség-tételt a nevében kapjuk a Bayes-tétel allitasat.
P(AB) _ P(ABJP(B) _  P(ABJ P(BY
P(A) P(A) n
2.P(A|B) P(8)

i=1

P( BAA)I

Q.e.d.

A Bayes-tétel szorosan 6sszefligg az inverz fa dmgibrazolasaval. Az inverz fa diagram
megcseréli az eredeti fa diagram oszlopait. Hasonlhint az inverz figgvény, amely az
értelmezési tartomanyt és az értékkészletet cdeté@r invertalhato fuggvényekre. Folytassuk a
binaris nem szimmetrikus csatorna 6.2.3. péld@aneerz fa felrajzolasaval.

6.3.2. PELDA. Binaris csatorna és valosziiségei (6.2.3. példa folytatasa)
Hatarozzuk meg a P(A| B) feltételes valoés#yget, vagyis vévaltal vett 1 jelek kozott milyen
ardnyban vannak olyanok, amelyek 1 inputjeizdrmaznak? Ez a vételi oldalon az 1 jel
megbizhatdsaga.

Megoldas
Cseréljuk fel az eredeti fa diagram dontési fatiggikor kapjuk az alabbi fa diagramot, mely
szerkezetileg ugyanolyan, mint az eredeti fa.




Cseréljiik fel az eredeti fa oszlopait!

Az adas Szorzat Utvonal valésziniiségek
P ——— A vétel bitjei bitjei események szorzatai adottak
tétel alapjan kaptuk! _
= 0.38 =P(»
HJ p\P\\BY @A Jw=a8 | (@) |
D
O~ z pm/el e
soe[ A ] w=as [ owemrey ]

Sorrendcsere tortént! |

| 0.02 = P(a,) |

| 0.54 = P(a,) |

Osszeg = 1.00

Most az el§ dontési fazisban a vett jelek 1 és O aranyairatiaik. Ezeket (B) =0.44 és a
tagada®( B) =1 — 0.44 = 0.56 valosziiségeket kiszamoltuk teljes valésideg tétellel a 6.2.3.
példaban.

Ezek kerllnek az edsdontési fazis éleire.

A masodik dontési fazis az adas bigeszol. A szorzat események ugyanazok maradnak,amin
eredeti fanal, hiszen a halmazok kdz6tt a mets#gehat kommutativ. Az oszlopcsere miatt
azonban ugyelni kell arra, hogy a szorzat esemésgelendje megvaltozik az eredeti sorrendhez
képest. Masoljuk be az inverz fa végére a szosrrnényeket és ezek valosi@ageit az eredeti
fa diagrambdl, mert ezeket kiszamoltuk az eredekiglszitésénél.

A masodik dontési fazis feltételes valosE@geit Ugy kapjuk, hogy a sor vegendlezorzat
valdsziriséget elosztjuk az éslontési fazis valdsziiségeivel. Igy a feladat kérdésére a valasz

_P(A'B) _ 0.38 _
P(AB)="5 g, = gas = 0-863

-----

Jelentése: ha az output oldalon 6ss#ipyk az 1 jeleket, akkor annak 86.3%-a olyan, amiel
input jelsl valo. Mondhatjuk azt, hogy a vételi oldalon aetek megbizhatésadga 86.3%-0s.

Nézzuk, hogyan lehet Maple-ben szamolni a fa dragralészitiségeit!
> restart:
P(A), P(B|A), P(Bc|Ac) = 0.4,0.95, 0.9
A), P(BJA), P(Bc|Ac):= 0.4000000000, 0.9500000000, 0.9000000000  (1.3.1)

A kiegészib agak valoszifiségeit a komplementer szamitasi szabalyaval kapjuk.
> P(Ac), P(Bc|A), P(B|Ac):=1—-0.4,1—-0.95,1-0.9

P Ac), P(Bc|A) P(BJAc):= 0.6000000000, 0.0500000000, 0.1000000000  (1.3.2)
Szorzat- események valésﬁéégeit a szorzés -szabaly adja
> (P(AB = P(B|A) ‘P(A); (P(ABQ) := P(Bc|A) ‘P(A

P(AcB)) = P(B|Ac)-P( Ac ); ( (Achj = P(Bc|Ac) P AcC)

P(AB) := 0.3800000000
P(ABg :=0.0200000000
P(AcB) :=0.0600000000
P(AcBg :=0.5400000000 (1.3.3)



Teljes valdszifiség-tétel alkalmazéasa.
> (P(B)) == P(AB) +P(AcB);
(P(Bo)) := P(ABQ + P(AcBo;
P(B) :=0.4400000000
P(Bc) :=0.5600000000 (1.3.4)

Bayes-tételek alkalmazéasa.
. . P(AB) . .
> "P(A|B) = ——>; P(Ac|B) :=
(AB) = "5 5 P(ACIB)

P(AcB .
P(B) ’

P(A|B):= 0.8636363636

P(Ac|B):= 0.1363636364 (1.3.5)

N .._ P(AcB
, P(Ac|Bc) = —é(;c)c) ,

P(A|Bc):= 0.0357142857
P(Ac|Bc):= 0.9642857143 (1.3.6)

M1 := Matrix(2, 2,[[P(AB), P(ABQ ], [P(AcB, P(AcBg1]) :

input:= Vecto([ R A, P(A0]) :

M2 := (M1inpub :

output:= Vectof row([P(B), P(Bo), 1]) :

M3 := Matrix([ [M2], [outpuf]) :

fejlécl:= Vectof rowi([ P(B) |, P(Bc) , 6sszeg) :

M4 := Matrix([ [ fejlécl], [M3]]) :

fejléc2:=Vector( [ ", P(A) , P(Ac) , 6sszeg) :

A szorzat események tablazatafejléc2M4)

A szorzat események tablazata (2.3.7)

P(B) P(Bc) 0sszeg
P(A) 0.3800000000 0.0200000000 0.4000000Q00
P(Ac) 0.0600000000 0.5400000000 0.6000000Q00
0sszeg 0.4400000000 0.5600000000 1

P(ABQ
P(Bc)

\

"P(ABc) =

VVVVVYVVYV

A fenti tAblazat tartalmazza a szorzat eseménykisxmiségeit, valamint a sor és oszlop
O0sszegeket. A sor 6sszegek adottak voltak, migapm 0sszegeket egy-eqgy teljes valdszéy-
tétellel kaptuk

Kordbban a 4.5.1. példaban elkezdtik a feltétedéSsyiriiséq illusztracidja érdekében a
repubgép radarral vald észlelését targyalni. Felrajkoétn eredeti fat. Most olyan kérdést
teszlnk fel, amely az inverz fa diagram alapjamaszblhaté meg.

6.3.3. PELDA. Repiibgép észlelés radarral (4.5.1. példa folytatasa)
Tekintsuk Gjbdl a radarral valo reggep észlelés problémajat.
Haszndljuk a problémaval kapcsolatosan korabbaniékkfeseményeket

A ={repulégép van a légtérben} , B = { a radar refgjépet jelez}
Gyakorisagi mérések alapjan ismertek a

P(A)= 0.05, P(B|A)=0.99, P(Bj)=0.1

valosziiségek illetve feltételes valosaségek, ahok®jeléli az A esemény ellentét esemény
vagyis azt hogy nincs regiia légtérben.
(a) Hatarozzuk meg B(B) valésziriséget, vagyis azt hogy milyen gyakorisdggal érzékel
repubt a radar?
(b) Rajzoljuk fel az inverz fat!
(c) Mekkora a val6sziniisége hogy a |égtérben van repil 6gép feltéve, hogy a radar repll 6t

ét,



jelzett? Vagyis szamoljuk kiR(A| B) forditott iranyu feltételes valosZiseget!

Megoldas

Emlékeztetiink a val6sZiségi fa fazisaira: a "légtérben van-e régép" és a "radar riaszt-e" a
dontési fazisok, az élekhez tartozo valészégekre és a feltételes valosiziégekre, valamint a
szorzas szabaly alkalmazéasara! Mindezen informderlikashatok az alabbi fa diagramrél.

A repiild érzékelése radarral probléma eredeti fa diagramja

Jelez-e a
Van-e radar?

repulé?
_02° P(A*B) = 0.0570.99 =0.0495
?\@‘ R

=)
\4()@ (BCA):OAOI
o P(A*B€) = 0.05*0.01 =0.0005

P(AC*B) = 0.950.1 =0.095

Szorzas szabaly

P(A®*B¢)=0.95%0.9 =0.855

1. dontési 2. dontési

fazis fazis auzag Lo

(a) A P(B) valosziriséget megkapjuk, ha 6sszeadjuk azokat a szorzZetzidiségeket,

amelyekben a B eseményfelrdul! Ezek az 1. és a 3. sor végén kapott-BjA 0.0495 és P
B) = 0.095 valészifiségek, melyek 6sszege P(B) = 0.0495 + 0.095 46.14

Ez a szamitas a teljes valosmag-tétel egy alkalmazasa, ha a teljes eseméngzendz A é&°
esemenyek
P(B)=P@A-B)+P(BA°)=P(B|A) - PA) + P(B|A°) - PA°)=0.99-0.05+0.1- 0.95 =
0.1445
> restart: "'P(B|A), P(A), P(BJAC) :=0.9900000000, 0.0500000000, 0.12000000000
P(B|A), P(A), P(BJAC):= 0.9900000000, 0.0500000000, 0.1000000000  (1.3.8)

> (P(B)) = P(B|A) P(A) + P(BIAC) (1 —-P(A))
P(B) := 0.1445000000 (1.3.9)

A kiegészit esemény( B°) valészitiségét tigy kapjuk meg, hogy kivonjuk &ba P(B)
valésziriséget!
> (P(BC)) =1—-P(B)

P(BC) := 0.8555000000 (1.3.10)

(b) és (c)

A P(A | B)forditott iranyu feltételes valosZiseget egyrésztBayes-tételel kaphatjuk meg,
masreszt amverz fafelrajzolalasaval.

Mivel aP(B | A)= 0.99 feltételes valdszinéget ismerjik, ezért a definicio és a szorzasabzab
alkalmazaséaval at tudunk térni a forditott irangliéiteles valdszirségre a kovetkézmddon



(BJA) P(A) _ 0.99:0.05 _
P(B) 0.1445

P(repUb van a légtérber|” a radar jelez =P(A | B)= P
0.3425

- “P(A[B) = -PBIAYP(A)

P(B)

P(A|B):= 0.3425605536 (1.3.11)

Ezt a szamitast teszi szemléletessé az inverkdinazasa. Tovabba ez alapjan nem csak az
adott feladat kérdésére kaphatunk valaszt, hanelig é&l nem tett kérdésre is!
A replild érzékelése radarral probléma inverz fa diagramja

\Van-e
A
Jelez-g a repulo’

radar?
ik FIATE) = 0.1445%, =0.0495
?lk&?!\fﬂ
>
St .65
PASB) = 0.1445™, =0.095

PIATBC) = 085557 =0.0005

S7orzas szabaly

PIACTEC)= 0.8555%, =0.855

1. déntési 2. déntesi
fazis fazis

Osszeg=1.0

Felcseréltilk a dontési fazisokat: jelez-e a radam;e repitl sorrendre. Igy az elszlopban B

ésBlesz. A B esemény valosiisegét az eredeti fa alapjan szamoljuk. A két fietiserélésével

az utolso oszlopban I&sorok is felcserédnek az eredetihez képest. Keressiik a masodiksionté

fazis éleihez tartoz6 feltételes valés@ageket! Mivel a szorzatok adottak, valamint azlegy

tényed, ezért osztassal kapjuk ezeket az valdségeket!

> P(AB), P(ABO, P(ACB), P(ACBQ := 0.0495, 0.0005, 0.095, 0.855;

P(AB), P(ABO), P(ACB), P(ACBQ := 0.0495000000, 0.0005000000, 0.095000000(1..3.12)
0.8550000000

S .P(AB) . _ P(AB) ., P(ACB ,_ P(ACB .

P(B) P(B) ' P(B) P(B)
. P(ABQ ,_ P(ABQ .,P(ACBQ ._ P(ACBQ
P(BO) P(BC) ' P(BO P(BO)
P(AB) _
P(B =0.3425605536
P(ACB

W =0.6574394464



P(ABC)
P(BC)
P(ACBQ
P(BC)
A legels érték éppen a feladat (b) kérdésére adandé valasibbi szamokhoz keressiik meg a

megfeleb kérdést Példaul az utolsd 0.99941.. értéREA°| B%) valdszitiség, vagyis hogy nincs
repubgép, feltéve, hogy a radar nem jeles.

=0.0005844535

= 0.9994155465 (1.3.13)

V 6.4 Teljes valdszifiség-tétel és Bayes-tétel alkalmazasai
Az orvosi tesztek megbizhatdsaganak vizsgalatddsziaiség jegyzetek kedvenc témaja.

6.4.1. PELDA. Orvosi teszt megbizhatoséaga ritka betegség esetén
Egy bizonyosfajta ritka betegség orvosi tesztj&egicsolatban tegyik fel, hogy az 95%-ban
korrekt, azaz

() ha egy személy megkapta a betegséegetyaBk®o-os valdsziiséggel a teszt pozitiv
lesz;

(i) ha egy személy nem kapta meg a betegsékledr 95%-0s valosziséggel a teszt
negativ lesz.
Tegyuk fel, hogy a lakossag 0.001 része (tehag@kn 1000 embefbegy) kapja el ezt a
betegséget.
(a) Rajzoljuk fel a feladat déntés fa diagramjat!
(b) Mekkora a valoszifsége, hogy egy véletlenil kivalasztott személytgesegativ lesz?
(c) Készitsiik el a feladat inverz dontés fa diagramjat!
(d) Ha egy személy tesztje pozitiv lett, mekkora @sziisége, hogy valéban ebben a
betegségben szenved az dlet

Megoldas
A kétféle valasztasi leh&tégre vezessunk be egy - egy jeldlést!
A = { az illet6 személybeteg}, B = { az illeté6 személytesztje negativ
Vegyuk fel az ismert adatokat!
restart:
(P(A)) = 0.0010;
(P(AQ)) =1—P(A);
> "P(BJA), P(Bc|Ac) := 0.950, 0.950
P(A) :=0.0010000000
P(Ac) :=0.9990000000

P(B|A), P(Bc|Ac):= 0.9500000000, 0.9500000000 (1.4.1)

Szamitsuk ki az ellentét eseményeket!
“P(Bc|A) == 1 —"P(B|A)
> "P(BJAc) := 1 — "P(Bc|Ac);
P(Bc|A):= 0.0500000000
P(BJAc):= 0.0500000000 1.4.2)
(a) Szamitsuk ki a szorzat események valdsggeit! Ezek8l felrajzolhatjuk az eredeti fat.
> (P(AB)) = "P(B|A)- P(A); (P(ABg) := "P(Bc|A) P(A);
(P(AcB)) = "P(B|Ac) -P(Ac); (P(AcBg) = "P(Bc|Ac) -P(A0);
P(AB) := 0.0009500000
P(ABg :=0.0000500000
P(AcB) :=0.0499500000

A A A\



P(AcBg :=0.9490500000 (1.4.3)
Betegség és tesztjének eredeti fa diagramja

Ateszt
Eeteg-e* pozitiv-e?

f_-sc.f?'?:' e FiA™E) = 0.001*0.95 =0.00095
ophF

AL o
?‘V P(4*BC) = 0.00170.05 =0.00005

PASE) = 0.859%0.05 =0.04995

Srorzas szabaly

PASBR)= 0.959%0.95 =0.94905

1. dantési 2. dantesi
fazis fazis

Osszeg = 1.0

(b) A B esemény valdsziisegéet megkapjuk, ha 6sszeadjuk azokat a sorokatyikiren
eléfordul a B esemény.
> (P(B)) = P(AB) + P(AcB);
(P(Bg)) =1—-P(B);
P(B) := 0.0509000000
P(Bc) :=0.9491000000 (1.4.4)

Tehat egy tetsiteges személy tesztje 0.0509 valdfizéygel lesz negativ.
(c) és(d)
A forditott irdnyu valdszitiségeket osztassal kapjuk
> "P(A|B) := P(AB)/P(B);
"P(AC|B) := P(AcB /P(B);
"P(A|BC) := P(ABg /P(Bc);
"P(ACIBC) := P(AcBg /P(Bo);
P(A|B):= 0.0186640472
P(AC|B):=0.9813359528
P(A|BC):= 0.0000526815

P(AC|BC):= 0.9999473185 (1.4.5)



Betegseég es tesztjenek inverz fa diagramja

Beteg-e¥ SzorzAs szabaly
Ateszt

pozZitiv-e’ o
Rﬁ,ﬂﬂ’k P(A*B) =0.00095
o
292 . A48 g
'#ﬁ" :\LKE. P(A*BC) = 0.00005

P(AT*E) = 0.04995

P(AC*EC)=0.94905

1. dantesi 2 dantési

Osszeg=1.0
Fazis fazie J

Tehat 0.01866 annak a valédmage, hogy eqy illétszemély beteg, feltéve, hogy a tesztje
pozitiv lett!

Tehat meglefien kicsi 1.86% annak a valésisgége, hogy ha egy teszt pozitiv lett, akkor valoban

beteg az illei. Ez a nagy hiba onnan ered, hogy a betegség naijlyan fordul eb és a 5%-0s
teszt tévesztés ehhez képest nagyon rossz erek.

Nézzik Ujbdl a binaris adatatviteli csatornat idésitkkel.

5.5.3. PELDA. Binaris adatéatviteli csatorna téves#sei
Egy digitélis adatéatviteli csatorna az informaddtéris sorozatokon keresztiil tovabbitja. Az
adatatvitelek soran &brdulhatnak véletlen zajok. Nagyszamu adatatvitedgfigyelés alapjan
ismert, hogy egy "0" adas bit torzpl=1 — a valésziriséggel "1" vételi bitté és hasonloan g
"1" adas bit ugyanilyen p=& o) valdsziriséggel torzul "0" vételi bitté (Ost < 1). Tudjuk
tovabba, hogy a beérked és 1 jelek egymashoz viszonyitott aranya 3ar§Bylik a 4-hez).
Feltesszik, hogy az egymast kdvgtiek tévesztéseinek eseménye egymastol fliggetlen.
Tudjuk, hogy harom egymast kodgel vétele soran az Y="101" binaris sorozatottkép
(a) Mekkora a valésziisége, hogy az adas az X="101" sorozat volt? Adjeg m P(adas =
101 | vétel = 101) feltételes valosiségein fliggvényeben!

(b) Rajzoljuk fel az (a) pontban szamolt P(adas 9M#tel = 101) feltételes valoshseget,
fuggvényekent!

(c) Milyen o atmenet valésziiség mellett lesz a P(adas =101 | vétel = 101 )iébdte
valbsziriség értéke 0.9 ?

(d) Szamitsuk ki a P(adas =111 | vétel = 101) tdkétvaloszitiséget: figgvényében!

(e) Milyen o atmenet valdsziiség mellett lesz a P(adas =111 | vétel = 1019tédés
valosziriség értéke maximalis? Mekkora ez a maximalis vaidseg?




(f) Rajzoljuk fel a P{,=000 | Y = 101), B{; =001 | Y = 101), P{, =010 | Y = 101), PX;=011
| Y =101), PX,=100 | Y = 101), PK;=101 | Y = 101) , PX=110 | Y = 101), PX,=111] Y =
101) valészitiségek flggvényeit valtoztatasaval kozos koordinatarendszerben!

(9) Az0=0.9 megbizhatdsag esetéen az 101 vételt melyilksatiehet leginkabb
dsszetéveszteni?

Adas bitje viétel bitje
0

Binaris adatatviteli csatorna modellje

Megoldas
Eseménytér az adas harom bitjének 6sszes variaétiésége:
Q={A0=000, A1 =001, A2 =010, A3 =011, A4 80, A5 =101, A6 =110, A7 =111}
A vétel harom bitjének variacios leiségeit jel6ljuk hasonloan:
VO =000, V1 =001, V2=010,Vv3=011,v4 =105 = 101, V6 =110, V7 =111
A feladat(a) része a P(A5 | V5) feltételes valosidaget kérdezi- fliggvéenyében!
A feltételes valdsziiség definicidja és a szorzas -szabaly alapjan
_P(A5V5) _ P(V5] A5)- P(AYS)

PASTVS) = P(V5) P(V5)
Ismerjuk a szamlaloban szeréplss tényes értekeét

P(V5|A5) = P(vétel=101 | adas=101y=w-0, = 0"
mert mindegyik bit egymasitfiiggetlentl jol megy at!

. ._ 3
> restart: ‘P(V5|A5) =

P(V5|A5):= o (1.4.6)
A P(A5) jeldli annak valG6szirségét vagy relativ gyakorisagat, hogy az adasbbmemgyakran
fordul elb az "101" =A5 sorozat. Mivel a "0" jel gyakoriségf;’a esaz"1" jel gyakoriség%,

ezért ezi-i-i
7 7 7°
_3 4
> pO, pl:= 70
> (P(AY)) == pl-p0-pl
-3 4
po, pl:= 77
48
P(AS) = = (1.4.7)

Az AO, Al, A2, A3, A4, A5, A6 és A7 események egljds eseményrendszert alkotnak. A V5



esemeény valosziiségét a teljes valosZiseg-tétel segitségével kaphatjuk meg

P(V5) = P(V5|A0)P(A0)+P(V5]AL)P(AL)+ P(V5|A2)P(A20)+P(V5|A3)P(A3)+P(V5|A4)P

(A4)+P(V5|A5)*P(A5)+ P(V5|A6) P(AB)+ P(V5|A7)P(A7)

adas --> vétel valész(iaég

000 -->101,( + o)« (1 o)

001 -->101,( * o)«

010 -->101,( + )( o) (1—o)

011 -->101,( +o) (1—0a) «

100 --> 101,00 (1— o)

101 -->101,a00

110 ->101,0(1—a) (1—o)

111 -->101,0(1—0a) o

> "P(V5]A0); 'P(V5|Al), "P(V5|A2), "P(V5|A3), "P(V5|A4); 'P(V5]A5); 'P(V5|A6),
P(V5IAT) = (1—a)a(l—a), (1—a)ao, (1—a) (1—a) (1—a), (1
—o) (l—a)o,aa(l—a),cacoo(l—a) (1—a),a(l—a) o

P(V5]A0) P(V5|A1) P(V5]A2) P(V5|A3) P(V5]|A4) P(V5|A5) P(V5]A6) P(V5|A7):= (1 (1.4.8)

—oc)zoc, (1—a) o) (l—oc)s, (l—oc)zoc, (1—a) oo (1—oc)20c, (1
—o) o

P(Adas = 000) = p0*p0*p0,

P(Adas = 001) = p0*p0*p1,

P(Adéas = 010) = pO*p1*p0,

P(Adas = 011) = pO*pl*pl,

P(Adas = 100) = p1*p0*p0,

P(Adas = 101) = p1*p0*pl,

P(Adéas = 110) = p1*pl1*p0,

P(Adéas = 111) = p1*pl*pl.

> P(A0), P(Al), P(A2), P(A3), P(A4), P(A5), P(A6), P(A7) := p0p0p0, pOp0pl,

pOplp0, pOplpl, p1lpOp0, plpOpl, plplp0 plplpl

P(A0), P(A1), P(A2), P(A3), P(Ad), P(A5), P(AB), P(A7) := 32473’ :ffs’ 334:33’

(1.4.9)

48 36 48 48 64
343’ 343’ 343’ 343’ 343
> (P(V5)) := "P(V5]A0)P(A0) + P(V5|AL)P(AL) + P(V5|A2) P(A2)
+ P(V5|A3) P(A3) 4+ P(V5|A4) P(Ad) + P(V5|A5) P(AB) + P(V5|A6) P(A6)
+ P(V5|A7) P(A7)

123 2 | 136 2 36 3, 48 3
P(V5) = 343 (1—o) o+ 343 (1—a) o + 343 (1—a) + 343 © (1.4.10)
. .._ 'P(V5|AB)P(A5) . .
> "P(A5|V5)":= , lify( %
._ 48 o
PASIVOY= 343 123 (1-0)’a+ 338 (1) P+ 38 (1-0)°+ 28
343 343 343 343 ¢

4
- 8 (1.4.11)

150420+ 0" —36




A kapott figgvény-nak raciondlis tort figgvénye, melyben a szamééldeved is harmadfoku
polinom.

(b) Rajzoljuk fel az (a) pontban szamolt P(adas =M#ltgl = 101) feltételes valostisegetr.
fuggvenyekent! (2 pont)

> plot("P(A5|V5); 0.=0..1)
1,

0.8

0.6+

0.4+

0.2

A grafikonrdl leolvashato, hogy a fliggveény [0,1$zigorian monoton novekyértékex, =0
helyen 0 ést=1 helyen 1.

Ami azt jelenti, hogy biztosan hibas atvitel - a@az0 - soran, nem lesz az "101" sorozatbdl soha
"101" vételi sorozat.

llletve, ha nincs tévesztés az adatatvitelben, isagy 1, akkor az "101" adasbdl biztosan "101"
vétel lesz.

(c) Milyen o, atmenet valoszirség mellett lesz a P(adas =101 | vétel = 101 )téddte valdszitiség



értéke 0.9 ?
Keressuk a P(A5|V5) =0.9 harmadfoku egyenlet mexgatd-ra.
> egyenlet= "P(A5|V5)'=0.9

3
o

48
egyenlet= — 123 (1—0()20L+& (o) o s 36 1—o)s a8 (1.4.12)
343 343 343 343
=0.9000000000
A megoldas kozelit értékét az "fsolve" eljarassal kapjuk meg.
> fsolve egyenletr)
0.9634820752 (1.4.13)

Tehat a 0 és 1 jah=96,3 %-0s megbizhatdosaga mellett az '1016j&0%-ban '101' lesz.

(d) Szadmitsuk ki a P(adas =111 | vétel = 101) tdkétvaloszitiséget: fliggvenyében!

.y P(A7V5) _ P(V5'| A7) P(A7) ) . .
Keressuk a P(A7 | V5) P(V5) P(V5) feltételes valosziiséget, amelyet a
Bayes-tétel segitségével szamolhatunk ki!
. e e [ P(V5]AT)'P(A7) )
> =
P(A7|V5) = simpli P(V5)

64(-1+a) o

P(A7|V5):= : 3
-150+20a +o —36

(1.4.14)

> plot("P(A7|V5); 0.=0..1)



0.20

0.151

0.10

0.05

Az abrardl a kdvetkdizkdvetkedket olvashatjuk le:

(i) Ha minden bit hibasan megy at, vagyis 0, akkor nincs esély arra, hogy az adas "111"
legyen, feltéve, hogy a vétel "101" volt. llyenkayyanis 1 valdsziiséggel az adas "010" kellett,
hogy legyen.

(i) Ha minden bit hibatlanul megy at, vagyis- 1, akkor sincs esély arra, hogy az adas "111"
legyen, feltéve, hogy a vétel "101" volt. llyenkayyanis 1 valdsziiséggel az adas "101" kellett,
hogy legyen.

(iii) Mivel minden valdszifiség 0 és 1 kdzé esik és a fuggveny 0 értéket ebazkiet

végén, ezért valahol kell lenni legaldbb egy maximhelynek. A grafikon alapjan

pontosan egy ilyen hely van.

(e) Milyeno atmenet valdszirség mellett lesz a P(adéas =111 | vétel = 1010tédés
valdsziriség értéke maximalis? Mekkora ez a maximalis vatdsgg? (2 pont)
Derivaljuk a feltételes valosZiségetr fliggveényekeént és keressiik meg a derivalt zérustely



9
> “P(A7|V5): derivalt:= simplify( - ‘P(A7|V5)‘) =0; evalf( solvé %) )

64 (-1+ ) o
—150c+20c2+0c3—36
192 (oc2—130c+8)

derivalt:= =0
(ocz—oc—12) (—150c+20c2+oc3—36)
0.0000000000, 12.3523499600, 0.6476500450 (1.4.15)
> plots-display( MatriX 1, 2, [ plot( "P(A7|V5), a«=-0.5..1.2), plot( "P(A7|V5), o.= 10.5
.15) 1))
56.5
' 56.4
1 ™\
0.20.40.60.8 1\1..2 11 12 13 14 15
o o

Az abrakrdl leolvashatok, hogy=0 éso = 12.35 helyeken is minimuma van a fliggvénynek.

Mivel azonban O« < 1, ezértv=0.64765 esetén lesz maximalis a valdézége annak, hogy az
adas 111 volt feltéve, hogy vettik az 101 jelet.

> maximizé¢ "P(A7|V5)a.=0..1); maximalis érték evalf( %

2
64(11 _ 1 137) (13 _ 1 137)

2 2 2 2
2 3
267 15 13 1 13 1
= +2\/137+2(2—2 137)+(2—2 137]
maximalis értéke 0.2120602723 (1.4.16)

(f) Rajzoljuk fel a P{,=000 | Y = 101), P{; =001 | Y = 101), P{,=010 | Y = 101), PX;=011 |
Y =101), P(X,=100 | Y = 101), PX;=101 | Y = 101) , PX=110 | Y = 101), PX,=111] Y =
101) valészitiségek fuggvényeit valtoztatasaval kozos koordinatarendszerben!

Keressilk az 6sszes P(AO | vsydAOVS) _ PVS| AQ) P(AD) ~  pia7|ys) =

P(VE) P(V5)
P(A7V5) _ P(V5'| A7) P(A7) P ‘ot
P(V5) P(V5) valosziriséget, amely@l P(A5 | V5) valoszifiséget az (a)

pontban, a P(A7 | V5) valéstigeget a (d) pontban szamoltunk ki!
A tobbit is Bayes-tétel alapjan kaphatjuk meg.

> “P(A0|V5)":= simpli P(V5|A0) P(AQ) )

P(V5) '
‘ s/ P(VBIAL)P(AD) . o
e ‘S;m\F/)QWA(z PLAZ ) J-poares | p(vEAgP(AS
simplit ( Fl’(V)S)( - )i P(A3IVS) = simplif ( F|>(V)5)( L)



"P(A4|VS) = simplity| P(VSFlﬁf/)s)P B8 Peasive) =
simoiiny/ - P(VSIAB) P(AB) )
P P(V5)
2
P(AO|V5):= - 27(_14;“) =
-150+20 +o —36
2
P(AL|V5):= 36(_1“;0‘)2‘
-150+20 +o —36
3
p(A2IvS)= — 0L 12+ 0‘)3
-150+20 +o — 36
2
P(A3|V5):= - 48('1;”)‘) -
-150+20 +o —36
2
P(A4|V5):= 36('1;”)‘)2‘
-150+20 +o — 36
2
p(AB|VS)= - 48(-1+0) o (1.4.17)

150 +20° 40 —36

Mutassuk meg, hogy a teljes 6sszeg 1. Tehat kijilediz 0sszes variacios letiséget!
> teljes_osszegy simplify "P(A0|V5)+ "P(A1|V5)'+ "P(A2|V5) + P(A3|V5)

+ "P(A4|V5) + "P(A5|V5) + "P(A6|V5) + "P(A7|V5))

teljes_osszeg 1 (1.4.18)

> valoszinusegek [ P(AO|V5), "P(A1|V5), "P(A2|V5); 'P(A3|V5),; P(A4|V5),

"P(A5|V5), "P(A6|V5); "P(A7|V5)]

2 2

27(-1+0a) o 36(-1+a)a (1.4.19)

—150c+20c2+(x3—36’ —150c+20c2+(x3—36’

valoszinusegek

36(-1+0)° . 48(-1+a)a 36(-1+a) o
150+20°4+0°—36 -1504+20°+0a°—36 -1504+20° +0° —36

3

48 o

343 123 2 136 2 36 5, 48 3
343 (170) 0F g3 (1ma) ot 5 (1m0) 545 ¢
48 (-1+0a) o 64(-1+0) o

—150c+20c2+(x3—36’ —150c+20c2+oc3—36

> plot(valoszinusegek =0..1,thickness 2, legend=["0", "1", "2", "3", "4", "5", "6", "7" ])



0.8]
0.6
0.4
0.2
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o
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Az 6sszeg 1 annyit jelent, hogy a 8 fliggvényt pokémt 6sszeadva 1-et kapunk minden
eseten!
Az abrardl nehéz felismerni, hogy melyik fliggvéngiyik, ezért rajzoljuk fel animacioval is!

> rajzok:= Matrix(1, 8,[sec( plof valoszinuseggk =0..1,thickness: 2), k=1..8) ]) :
> plotg display(rajzok)
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(9) Az=0.9 megbizhatdésag esetén az 101 vételt melyiksatiiehet leginkabb 6sszetéveszteni?
> eloszlas= subg o= 0.9000000000} P(A0|V5); "P(A1|V5), ‘P(A2|V5); "P(A3|V5),
"P(A4|V5); "P(A5|V5); "P(AB|V5); "P(A7|V5)])



eloszlas=[0.0051536553, 0.0618438634, 0.0007635045, 0.009B&05 (1.4.20)

0.0618438634, 0.7421263600, 0.0091620538, 0.1099446460

> DynamicSystem®iscretePlot [0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, T, eloszlasstyle= stemcolor =blue
thickness= 3, labels= [ eseményelteltételes valdszifségek, labeldirections
= [horizontal vertical])

0.7

0.6

o o
" ik

o
@

feltételes val 6szindségek

0.2

0.1

I N

0 1 2 3 4 5
események

Legnagyobb a valdszisége annak, hogy az adas is "101" volt (72,4%azdetana kdvetkéz
legnagyobb valGsziség kb. 11%-kal az "111" adas. Ezzel lehet legjolilsszetéveszteniw

V 6.5. Piaci részesedés. Markov-lanc

A és a B cég altal készitett termék valamelyikelkdalaszthatnak a vasarlok. Megvizsgalta
vasarlok vasarlasi szokésait heti ciklusokban.tApasztaltak, hogy azok az emberek akik &
cég altal készitett terméket vasaroltak, azok 8@¥biek maradtak a kbvetkéhéten is, de a
vasarlok kb. 20%-a attért a B cég termékének vasarh. Viszont akik a B cég termékét
vasaroltak, azok 60%-a maradit &s a 40%-a atvaltott az A cég termékének vasaaasa
kovetked héten.

Egy bizonyos fajta terméket kétféle cég gyart, meuk A és B Kft.-nek. A boltokban csak ai
a




Vasarlasi
szokasok

Kovetkezo hét

A

B

A

0.8

0.2

El6z6 hét

B

0.4

0.6

kozott?

a részesedés szamitasara!

Megoldas

Az n-edik héten az A cég piaci részesedését jelR{Ij@s;]) és aB cég részesedéléan) . Mivel

nincs mas cég csak az A és B, ezért

P(Ah) + P( Bn) =1 mindenn=1, 2, 3, ...-re.
Tudjuk, hogy kezdetbdﬁ(ﬁb) =0.5 és P(BO) =0.5teljesdl.

A vasarlok hetenkénti attérési szokasai az A egatg termékei kozott

Tegyuk fel, hogy kezdetben az A és B gyartok piaszesedése a vasarlok kozott 50%-509
(a) Szamitsuk ki, hogy 1 hét mulva milyen lesz a vééamegoszlasa a két cég termékei

(b) Vezessiink le rekurziv dsszefliggést az n-edilbhétr(n+1)-edik hétre valé atmenet sor§

(c) Mekkora lesz egy év (azaz 52 hét) mulva az egyés @y részesedése?

(d) Legyen kezdetben a piaci részesedés 10% -90%.iSu&rki, hogy ilyen kezdeti feltétele
mellett a részesedéseket egy év mulva!
Milyen valtozast tapasztalunk adebekhez képest?

(a) Ki kell szamitani aP(Al) ésP( Bl) valbszitiségeket!
A feladatban adottak a kovetketeltételes valosziiségek

P(valaki el$ hét utan is A terméket vesz, feltéve, hogy a Qéten is azt vett) E(A1| Ao) =0.8
P(valaki el$ hét utan B terméket vesz, feltéve, hogy a O-ilkehé terméket vett) E( B, |A0) =

P(valaki el$ hét utan is B terméket vesz, feltéve, hogy a Béten is azt vett) E( Bl| Bo) =0.6
P(valaki el$ hét utan A terméket vesz, feltéve, hogy a O-ilkkhd terméket vett) E( A |Bo) =

A teljes valOszifiség -tétel alapjan

P( Al) = P(Al| Ao) P(Ab) +P(Al| BO) P( Bo) =0.8*0.5+0.4*0.5=0.4+0.2=0.6

0.2

0.4

n

P( Bl) = P( B, |A0) P(Ab) +P( B, |BO) P( BO) =0.2*0.5+0.6*0.5=0.1+0.3=1-0.6=0.4

Tehat az A részesedése 10%-kitt Bs B részesedéese10%-kal csokkent. egy hét kfarglatt.
Az egyes hetek kodzotti atmenetet mutatja az algiddfi amelyet a Markov-lancok elméleténél

hasznalnak.



A graf azt szemlélteti, hogy ha valaki az A cégnékét vasarolta, akkor a kovetkdzreten 0.8
valdsziriséggel a kovetkézhéten is azt vasarolja, de 0.2 valossaggel a B termékét veszi. Ha
valaki B terméket vesz, akkor a kovetkd®ten 0.6 valésziiséggel marad B vasarlasanal és 0.4
valosziriséggel attér az A vasarlalasara.

(b) Alkalmazzuk most is a teljes valosiseg -tételt, melyet a fenti graf is szemléltet
P(A+1) =P(A+ 1 A) P(A) *P(A 41| By) P(B,) 20.8P(A,) +0.4P(B,)
P(Bi+1) =P(Bi+1|A) P(A) *P(By+1] By) P(By) F0.2P(A,) +0.6P(B,)

A levezetés soran felhasznaltuk az egyes hetektk@ti@rések tablazataban adott
valosziriségeket! A szdmitdsokat matrix - vektor formabagirisndezhetjik

P(A+1) 0.8 0.4] | P(A)

P(B,.1) | |02 08| | P(B,)

> restart: M := Matrix([[0.8, 0.4], [0.2, 0.6])
> PO0O:=Vector[0.5,0.5)

_ *

0.2000000000 0.60000000Q00

0.8000000000 0.4000000030

[ 0.5000000000)
PO:= (1.5.1)
0.5000000000

Képezzik a matrix vektor szorzatot!
P1:=M.PO 7
0.6000000000

P1l:= (1.5.2)
0.4000000000

A masodik hét utan a részesedések!
> P2:=MP1

0.6400000000
0.3600000000

(1.5.3)

Hogyan lehet agy szamolni, hogy a#zi hét értékeit ne szamoljuk ki? Erre az M hatvangiiv
tudunk valaszolni:P, = M" P, . Képezzuk a hatvanyokkal az@M0 hét megoszlasat!

> sed M\PO, n=1..10)
0.6000000000| | 0.6400000000
0.4000000000| | 0.3600000000|

0.6560000000
0.3440000000|

0.6624000000

, (1.5.4)
0.3376000000




| 0.6649600000 | 0.6659840000
0.3350400000] | 0.3340160000

0.6663936000
0.3336064000|

0.6665574400
0.3334425600|

| 0.6666229760 | 0.6666491904
0.3333770240/ | 0.3333508096

(c) Hatvany segitségével szamoljuk ki az 52-ik hén atdiaci részesedéseket!
> P52=(M°?).PO

0.6666666667
0.3333333333

(1.5.5)

Tehat kbP(Ay,) = = 6sP(Byy) =3 -

(d) Legyen a kezdeti részesedés 10%-90%. Nézzik mgg-&zhét utan a részesedeést
> PO:=Vector [0.2, 0.8)); P52= (M®2).PO

0.2000000000
0.8000000000

0.6666666667
0.3333333333

(1.5.6)

Tehat az 52-ik hét utan a részesedés ugyanamiattamikor 50%-50% kezdeti eloszlas utan.
Vagyis a kezdeti eloszlastdl figgetlentl mindig alggnnyi lesz a piaci részesedés eloszlasa
hosszu id elteltével. %

V 6.6. A hazardjatékos cédjének modellje. Markov-lanc.

A jatékkaszindkban altalaban olyan szerencsejatéekkal talalkorntkatamelyek a bank szamara
kedvedek és a jatékosok szamara veszteségesek. Ezt paugdea jatékosok is és a kaszind
tulajdonosok is, mégis az atmeneti siker reményéb&an vallaljak dazardjatéekot.
Megvizsgaljuk, hogy figgetlen jatékok egymasuté@mozataban egy jatékos mekkora
valdsziriséggel vesziti el az 6sszes pénzét, vagegy cédbeattol fuggien, hogy mekkora az
indulotokéje és mekkordiaszoma szeretne szert tenni. Ezt a jatékot vagy modelitodalom a
hazardjatékos c$djének nevezi.

6.6.1. PELDA.Tegyiik fel, hogy olyan jatékot jatszunk egy jatkbngban, amelyben a

jatékos nyerésenek valosisegep < % Ap< % azt jelent, hogy a kaszinétulajdonos

vagyis a bank szdmakadve® a jaték. Vannak olyan jatékok, amelyekre p éreggeszen
kozel van %-hez, vagyis igazsagosnak latszik.

Jatékszabaly

(a) Legyen a jatékos indul6 pénze vagieieT,=A$ .

(b) A jatékos egy jatszmabarvaldsziriséggel nyer és ekkor kap 1 $-t a banktdl. llyertbese
a jatékos pénze az élgmtek utant, =A+ 1 $ lesz.

(c) A jatékos egy jatszmaban= (1-p) valosziriséggel veszit és ekkor fizet 1 $-t a banknak
llyen esetben a jatékos pénze as @sek utan, =A — 1 $ lesz.

(d) A jatékot addig jatszak, amig a jatekos pérnzeem ér egM $ (1) elére meghatarozott




nagy 6sszeget, vagy el nem vesziti az 6sszes péaaatsidbe megy.
KERDESEK

(1) Mekkora a val6szirsége, hogy a jatékaesédbe megy?

(2) Mekkora a valosziisége, hogy a jatékaoyer?

MEGOLDAS

A kérdésekre adando valaszok figgemel ésM konkrét ertékéil. Vagyis acsd vagy a
nyerésesélye fligg attol,

(i) hogy mekkora az indul®@kéje a jatékosnalA($)

(i) mekkora az az 6sszeg, amit nyerni szerethé)

(i) és egy jaték lejatszasa soran mekkora edétlyer a jatékosp()?

A jaték alaptsszefliggéseit a teljes valdszdg -tétel és a flggetlenség felhasznalasaval kapju
JeloljeT a jatékosdkéjét az n-edik jatek utan. Adott a kezdéke T, = A. Az n-edik jaték utan a
jatékosT =k tékéjének nagysagat kozvetlenil az (n-1)-ik jatékiita_ , téke hatarozza meg,
mert a ketbvel és még kordbban lejatszott jatekoktdl kozveétlerem fligg a mostani nyeremény.
Tudjuk, hogy a jatékos csak 1$-t veszithet vagytmste Ezerl, =k csak kétféleképpen lehet, ha

nyert a jatékos az (n-1)-ik jaték utan, akkor (KbJénze volt, ha veszitett a jatékos, akkor (k+1)
$ pénze volt. Igy a teljes valosaseg-tételt kétféle valasztisai lebsggel felirva kapjuk
P(T,=k)=PT,=k|T,_,=k—1) - PT,_;=k—1) + PT =K|T,_,=k+1) - P(
T,_,=k+1)
ahol k=2, 3, .., M-2 lehet. AR(=k|T,_,=k— 1) = p allando, mert ez a jatekos nyeresi esélye.

AP(,=Kk|T,_;=k+1)=q=1-pis allando es ez a jatékos veszitésésélye.
Kapjuk az alabbi rekurziv 6sszeflggeést az egymagtik pénzek alakulasara
P(T,=k)=p- P{,_;=k—1)+q-P(,_;=k+1) (k=2,3,..., M-2) (2)

A k=0 és k=M két szélsesetre kulon képletek érvényesek:
aP(T,=0)=PT,_,=0)+g*P{,_,=1), merfl_=0 ugy lehet, ha étte 1$ pénzilnk volt €s q
valésziriséggel elveszitettiik, vagyodk is 0$-unk volt és akkor 1 valésigeggel annyi is
maradt, mert a jaték befejadott!
AP(T,=M)=p-PT,_,=M—-1)+ P, _,=M), mertT =M gy lehet, ha étte (M-1)$
pénzink volt és p valdsZiséggel nyertiink, vagydte is M$-unk volt és akkor 1
valdsziriséggel annyi is maradt, mert a jaték befégiitt!
Mivel a 0% allapot utan a jatékos mar jatszhatdmsnincs tétje, ezért 1$ -ja csak ugy lehet, ha
elétte 2%$-ja volt és veszitett:

P(T,=1)=0-P{,_,=2).

Mivel az M$ allapot elérése utan mar nem jatsziktékos, ezért (M-1)$-ja csak ugy lehet, ha
elétte (M-2)$-ja volt és nyert:

P(T,=M—1)=p-P(,_,=M—-2)
Ezzel teljes a leirasa az atmeneteknek. A leheds®&geremények {0, 1, 2, 3, ...,M} halmazaval,
mint csucspontokkal és a fent leirt atmenetekkeit élekkel rajzolhatunk egy iranyitott gréafot.
Az élekhez sulyokat rendelhetiink, amelyek az egyeenetek valdsziiségei. A graf a
kovetkedkeppen néz ki M=5 és A=2 esetben.



Hazard jateékos penzenek allapotai €s az atmenetek valoszinlisegei,
ha A=2 és M=5.

P P P P
TN
IgooBoBoBoRog)
q qTq q

Kezdo allapot

A graf azt szemlélteti, hogy ha a 2-s pénzigyipaiteol indulunk, akkor p valosZiaéggel

nyerlink és atkertlink a 3-s allapotba.Viszont gwklpsziriséggel veszithetlink és ekkor
atkerulink az 1-s éllapotba. A nyerési lancolata@izadllapotok folott rajzoltuk meg, mig a
veszitési lancolatok alatta lathatok. Ha egysZervagy az M=5 allapotba kertlink, akkor vége a
jatéknak. Onnan nem vezet kifelé nyil. Az ilyenftglleirhato véletlen folyamatokat MARKOV-
lancnak nevezzuk.

Az

X"=[P(T,=0), P(T,=1), P(T,=2), .., P(T=M) 121X, 6 % 10 oo % il

valdsziriségi vektor kapcsolatat azeb jaték valoszifiségi vektoraval
—1_

X" = Kt oX-1 1 X—1M

matrix -vektor alakban aX"=Xx""%* C egyenlettel lehet leirni, ahol C az un. (M¥(M+1)-es
atmenet méatrix és alakjat M=5 esetben szemléltetjik

(1000 0 O]
qOp0O0O0O
0goOpo0O
00qOpoO
000qgO0OP
000001

A C matrix (i,)) -ik eleme megadja annak valosimégét, hbgy egy jaték utdn a jatékidetj$
lesz, feltéve hogy a jatékaskgje a jaték éitt i$ volt, azaz

Ci,j:P(Tn+1:JI Tn: I)
A matrix minden sordban az elemek 6sszege 1, &sacatloban és vele parhuzamosan
talalhaték nem nulla elemek. .
A kezds vektor azx’= [0,0,..0,1,0,..,0 ] lesz, ahol az egyetlen 1=aA+1 helyen all, mert
kezdetben 1 val6sziséggel A $-ja van a jatékosnak és a tobbi pénzszaifsége 0.

A csbd szimulacioja szamitégépp

A fenti vektor sorozat szamitasara irtunk egy Magptegramot, amely kiszamolja a vektorokat és
megjeleniti azokat animaciéval, mint egy diszlalészlast..
Legyen a nyerés esélye p=0.4, a vesztés esélyb.gxBezdeti bke A= 2 $ és célunk 3 $
nyerése. Tehat megallunk, likénk eléri az M= 5%-t.
> restart:
> p:=04

p := 0.4000000000 (1.6.1)



Az atmeneti transzformacié C matrixa, most 6x6-0s.

> C:= Matrix([[1,0,0,0,0,Q,[1—p,0,p,0,0,0,[0,1—p,0,p,0,0],[0,0,1—p, O,
p,0],[0,0,0,1—p, 0,p],[0,0,0,0,0, 1))

C:=[[1,0,0,0,0,0 (1.6.2)

[0.6000000000, 0, 0.4000000000, 0,0, 0
[0, 0.6000000000, 0, 0.4000000000, 0, 0
[0, 0, 0.6000000000, 0, 0.4000000000, O
[0, 0, 0, 0.6000000000, 0, 0.4000000000
[0,0,0,0,0, 1]
Kezdeti allapot azt mutatja, hogy 1 valésdé@ggel a pénziink 2 $ és a tobbi vagyon
vqlé§zimisége 0. Elegergd20 jatékot lejatszani és a végallapotok alakukagshet) az animacio
végen.
> g)l(:: Vectoy,,,([0,0,1,0,0,0)
> eselyek= plot( [sec( [ [ t—1, 0], [t -1, Xt]] t=1 ..6) ] color =red thickness 3) :
for k to 20 do
X:=XC;
rajz:= plot( [sec( [ [ =1, 0], [t -1, Xt]] t=1 ..6) ] color =red thickness 3);

eselyek= eselyekrajz
end do:
> Vég9w allapot=X
> pIots[dispIay](Matrix(l, 5, [sec( eselygk i=1 ..5) ]) title = Az 6sszeg mindig)l

x::[001ooo]

Végg allapot=[0.8037043516, 0.0000000000, 0.0069401341, 0.0@mIIN
0.0028594925, 0.18649602]L9

Az 0sszeg Az 6sszeg Az 6sszeg Az 6sszeg Az 6sszeg
mindig mindig mindig mindig mindig
1 1 1 1 1
04 0.6 0. 0.7 0.7
0.4 0. 0.5 0.5
0.2 0. 0.3 0.3
0.3 : 0. 0.2 0.2
I 0 0. 0 0
0
12345 12345 12345 12345 12345

Lehet latni, hogy ha p=0.4 , A = 2 $ és M=5%, akka$d esélye kb. 80.3 %-0s és a nyeres
esélye kb. 18.6%-0s, 20 jaték lejatszasa utan.



Az olvasora bizzuk ésA értékének valtoztatasat, hogy kisérletezve fediestza végallapotok
valdsziriségeinek alakulasat.

Azt lehet még latni, hogy

(1) a kdzbens allapotok valosziiiségei mind 0-ak lesznek;

(2) a céd és a nyerés valostigsegeinek 6sszege mindig 1 lesz, vagyis a jatékdsziaiseggel
vagy c$ddel vagy nyeréssel ér véget.

Hogyan lehet kiszamitani a végallapotban kapotBkb3% veszitési esélyt, illetve a kb 18.6%
nyeresi esélyt? Erre adunk valaszt a koveikezezetesekkel!

Jeldlje s, annak feltételes valosfisegét, hogy m@tekos csdbe megy feltéve, hogy induld
tokeje T,=k ($) volt, azaz
S= P( ajétékos:sé’dbemegy] Ty= k)

Példakeént emlitjuk meg, hogy a szimulaciéban Kap803 értek ag, lesz, ahol M =5, p=0.4 és
A=2. Az s, = 0.803 olyarvéghelyzetkéntvagyhatarértékként adodik, amikor mar X
komponensei nem valtoznak.

Sok jaték lejatszasa utan latjuk a szimulaciobogjyhaz X vektorban lévvalosziriségek

kiosztasa kicsit valtozik, bekodvetkezik a staciovegy mozdulatlan allapot. A stacionér
allapotban kapot, meghatarozasat kérdezi a feladat, arsgytekét adja, feltéve, hogy

indulaskor azx, valdsziriseg 1 volt.

A feladat valojaban csak az egyetignértek meghatarozasat kérdezi, de konnyebben megy
telies S=¢, s;, S, ....§y ] €rtékrendszer egyidegzamitasa. Nyilvanvalo, hogy=1 és5, =0,
ugyanis

(i) ha a jatékosnak nincs indulékgje A=0, akkor mar az indulasnalddbe ment. Nem tud
jatszani! Tehat a éslbe menés valosZiaége biztos, vagyis 1.

(i) ha a jatékos indul®@kéjeA=M, akkor sem kell jaszania, mert elérte a kivantégst (lasd
(d) jatékszabaly)! Mondhatni, hogy annyi pénze Yagy nem is kell neki jatszani. Tehat a
csvdbe menés valbszinége 0, hiszen nem jatszik és indulaskor meg yvaaxdmalisan elérhét
0sszege.

Keressunk 6sszefliggést a megmasgd, s;, .S, _ ; valoszirisegek kdzott. Induljunk ki a

T, =k allapotbol. Egy jaték lejatszasa utan p valasstggel lesz a jatékosnak (k+1) pénze, mert
ekkora a nyerési esélye. Tovabba g=1-p valds&ggel lesz (k-1) pénze, mert ekkora
valdsziriséggel veszit. Amikor @&kéje eléri (k-1) allapotot, akkor innen &dbe jutas
valdszirisége ugyanannyi, mintha ez lett volna az indéité t

Hasonléan, amikor @kéje eléri (k+1) allapotot, akkor inenn adbe jutas valoszirsége
ugyanannyi, mintha ez lett volna az indu&d. Igy a c8dbe jutds egyenlete a kdvetkdesz

P(cssd|Ty=K) = p-Pcssd | Ty=k + 1) + - PCssd|T,=k—1)
Az egyenletet felirva ag, értékekkel

§=PS 1 tads_q(k=1,23, .., M1) (2)
rekurziv 6sszefuggeést kapjuk. (Vigyazat ez a rekuegyenlet nem ugyanaz, mint az (1)
rekurziv egyenlet!)
Az egyenletrendszerben az S vektor koordinatasmerietlenek. Ag koordinatak ertelme pedig:
sok jaték utan ekkora a valosisgége annak, hogy @dbe megy a jatékos, feltéve hogy az induld
pénze k $ volt.
Oldjuk meg stacionér egyenletet az S vektorrd/az és p= 0.4 specialis esetben.

> restart: p := 0.4000000000
p := 0.4000000000 (1.6.3)



Felallitjuk a stacionér egyenletrendszer 6 egyétilet
> rekurzio=§=ps§  ,+(1—p)s_;
> rendszer=sed rekurzipk=1..4)
rekurzio:= s = 0.4000000006, , ; +0.60000000086, _ ;
rendszer=s, =0.4000000008, + 0.6000000008,, s, = 0.4000000008, (1.6.4)
+0.6000000008,, s, = 0.4000000008, + 0.6000000008,, s, =0.4000000006;

+0.6000000006;

Ki kell hasznalnunk, hogg, =1 éss; =0 teljesdl.
> stacioner= subg { §=1,5,=0}, {rendsze¥)
stacioner= {s, =0.4000000008, + 0.6000000000s, = 0.4000000006; (1.6.5)

+ 0.600000000@;, s;=0.4000000008, + 0.6000000008,, s, = 0.600000000%}
Megoldjuk a 4 egyenletih allo egyenletrendszert a 4 gps, s;, s, ismeretlenre!

> solvg stacioner(s,, s, s; 5y})
{5,=0.9241706161s, = 0.8104265403, = 0.6398104265, = 0.3838862559  (1.6.6)

A szimulacional lattuk, hogy ha p = 0.4, M=5 és AaRkor a c&d valdszifisege az, = 0.803
volt 20 jaték utan. Tovabba, ha p és M marad, dedh akkors, = 0.377 a o valoszifisége.

Ezek kozelibleg egyeznek a most kiszamolt értékekkel. Azérekititeg, mert a szimulacidoban
csak 20 jatéekot jatszottunk. Tehat eddigi levezatdshelyesek voltak.

Vezessilink le olyan altalanos képletet, amellyebatrkapott értékek kiszamolhatdk téienges
p, A és M esetén!
A levezetés elslepése az, hogy megadunk egy képkgtettékére. Majd amika meg van,

akkor megadjuk tetszolegessertékeét is.
Tekintsik a stacionér egyenletrendszer k-adik egyen
$=Ps1t+tas_; (k=1.2,..,M-1)
ifukbeazl=p+q Osszefliggggegyutthatoja helyeébep +q) s =ps, ; +dS_ -
Rendezzik az egyenletet
A%~ 9%-17PS+17PX

Emeljik ki a baloldalon g és jobb oldalon p értéke

(%~ S%-1) P (S+17%)

Osszunk le p-vel

S5 (1) (5 %)

Az g =5 — s _, sorozat egy mértani sorozat lesz, melynek kvoeies= % >1 érték. A

meértani sorozat k-adik elemére vonatkozo képleaszhalva

§(+l—q<:rk(sl—§)) (k=1, 2, ..., M-1) ™

Szamoljuk ki azs, —§,=0—1=-1 értéket ugy, hogy teleszkdpikus tsszegetkignk, vagyis
hozzaadjuk és levonjuk az egymast ké\geertekeket

MTHT (M) P12 ST 6



Felhasznalva a (*) egyenleteket
=M M TP 1) (8- 9)
Ahonnan a mértani sorozat 6sszeg képletét is hiwszna
1 r—1 x
LR M M2 rr1 Mo )
r-1 _ "
M—_1 M—1
Azs, érteke segitsegevel meghatarozzuk az osszessj@tiket k=2, 3, ..., M-1 esetén. Az
s, — S kilonbseget alakitsuk at ugyanugy teleszkopiksgéipe, ahogyan tettik azleh
%9 (&%) *& 1§ )Mo G- =
(M2 4r+1) (5~ %)
Felhasznalva as(— s,) kulonbségre kapott (**) egyefdeget

k k
C1, ke —1 r—1 , =1 _ r*—1
—sm (TR 1) T = * =-

X ™M_—1 M—_1 r—1 ™M—1

Mivel =1, ezért
M—1 M1 (K—1) MK

=1— = =
* ™M_1 ™M_1 ™M—_1
A kapott végképlet igaz lesz a®Bbekben szamolt k =0, 1 és M esetekben is! (BHizik!)
Tehat annak feltételes valésidgge, hogy a jatékosddbe megy, feltéve, hogy a kdztbkéje
k=Avolt

™M A
P(cssd | induld pénz = A = ————
r—1

Szemléltessiik a éd esélyeit M=5, p=0.4 esetre, az A induwke fliggvényeben!
M :=5;p:=0.4000000000q :=1 —p;r:= %
M:=5
p := 0.4000000000
g := 0.6000000000

,aholA=0,1,2, .. M.

r := 1.5000000000 (1.6.7)
Az S flggveénye lesz a Kkének!
Mk
> Si=k——,
rr—1
™Mk
Si=k—— (1.6.8)
r—1

A kulonb6 alaptkével valé indulas utan adsd esélyét egy olyan listak listdjaba tesszik,
amelyet palcika diagrammal tudunk szemléltetni.
eselyek=[sedq[[ kO], [k, S(K ]],k=0.M) ]
> plot(eselyekcolor =red thickness 3, title
=M=5% nyeréséhez a veszités esélyei az stadiiggvényében
eselyek=[[[0, 0], [0, 1.0000000000, [[1, 0], [1, 0.92417061610, [[2, 0], [ 2,
0.8104265403], [[3, 0], [3, 0.639810426H, [[4, 0], [4, 0.3838862558, [[5, 0],

[5, 0.0000000000]]



M=5%$ nyeréséhez a veszités esélyei az alaptske fliggvényében
1

0.8
0.6
0.4

0.2

0

0 1 2 3 4 5

A (2) kérdés megvalaszolasahoz hasonlé levezetiséges. Jeldlji -val annak a

valosziriségét, hogy a jatékos nyer M$-t, vagyis abba hagygackot, feltéve hogy az induld
pénze A=k$. A levezetés eredménye
K

r—1
t.= k=0,1,2,..,M)
Mg
Szamitsuk ki az, + t, 0sszegeket
M_ k k M
_r—=r r—1 _ r—1 _
ST4%= + = M =1
r—1 r—1 r -1

Az osszefliggés azt mondja ki, hogy akarmilyen iadékével jatszunk is, a jaték valamilyen
véges lépésen belll tgy ér véget, hogy vagdlos megyiink vagy megnyerjik az M$ikibtt
célt! A kozbené nyeremények valdszisége 0.

V 6.7. EIméleti ellenodrsd kérdések

Al Milyen feltételek mellett igaz a teljes valosiseg-tétel?

v Mit allit a teljes valoszilseg-tétel?

! Milyen feltételek mellett igaz a Bayes-tétel?

G Mit allit a Bayes-tétel?

W& Hogyan jelenik meg a teljes valosisgg-tétel az inverz faban?

WA Hogyan jelenik meg a teljes valosiseg-tétel egy valdsziség tablazatban?
W& Hogyan jelenik meg a Bayes-tétel az inverz faban?

V 6.8. Gyakorl6 feladatok

Egy felhasznaléhoz 3 szerveren (A, B és C) kerésrkigzhetnek e-mail Uzenetek. Az e-mail
forgalom 30%-a az A szerveren, 45%-a a B szervésemmaradék a C szerveren bonyolddik. Az
A, B és C szerver adatatvitelének hibazasi vahiiséigei rendre a kdvetk@z pa=0.01, pb=0.02
illetve pc=0.03.

(a) Mekkora valészitiseggel érkezik hibatlanul egy e-mail Gzenet?

(b) Rajzoljuk fel az e-mailek szerverhez tartozasawll szerverek hibazasanak dontési fa
diagramjat!

(c) Rajzoljuk fel a probléma inverz dontési fajat! i3

(d) A hibas Uzenetek hany szazaléka szarmazik az Aesxd? (1 p.)

(e) A hibatlanul érkezett Gizenetek hany szazalékarszék a C szerveit? (1 p.)




(f) A hibas Uzenetek hany sz4zaléka szarmazik a Bey#?(1 p.)
A valaszokhoz hasznaljuk az eredeti és az inventés fa diagramjat! Adjuk meg az egyiittes
események tablazatat!

6.8.2. felada

Egy vallalat 3-féle festéket gyart vasfellletekrbarovédelmére. Az dsszes festek 30%-a A
tipusu, 25%-a B tipusu és a maradék C tipusu festégfigyelték, hogy 1 év muilva az A tipusu
festékkel kezelt vas fellleten az esetek 10%-abegjatentek rozsdafoltok, mig a B festék esetén
ugyanez az esetek 5%-aban és a C festéknél 20%ebodunlt eb.

(a) Szemléltessuk a festékek tipusa s annak madésa kozotti dontési fa diagramot!

(b) Mekkora annak valosZisége, hogy egy lefestett feliileten nem jelennek mesdafoltok egy
év mulva?

(c) Mekkora a valészitséggel kezelték a fellletet C tipusu festékkeh Fellileten nincsenek
rozsdafoltok 1 év mulva?

(d) Mekkora a valosziiseggel kezelték a fellletet B tipusu festekkeh lieltileten megjelentek
rozsdafoltok?

(e) Rajzoljuk fel az inverz fa diagramot a szanuka®z!

() Adjuk meg a dontésekhez tartozo értékeket Ztlaegitségével is!

6.8.3. felada

Egy étteremben 3 féle mé\, B és C kozil lehet valasztani. EQy nap az elo&d&0%-a
valasztotta az A meim, 35%-a B-t és a tobbi a C nign

Az A menit valasztok 95%-a elégedett volt az étellel, mByraeni valasztok 90%-a és a C
menit valasztok 80%-a volt elégedettek (E).

(a) Szemléltessik a mign- elégedettség megoszlast a dontési fa diagrgitségével!

(b) Az ebéddik hanyadrésze volt megelégedve az étellel?

(c) Keészitsuk el az inverz fa diagramot!

(d) Melyik meriit valasztok aranya volt a legkisebb az elégedé&iiekitt?

(e) A nem elégedettek k6zott, melyik niemalasztok voltak legnagyobb aranyban?

6.8.4. felada

Egy orvos vizsgalta a vérnyomas és a szivritmadakenességek kdzotti kapcsolatot a betegein.
A betegek vérnyomasat alacsony (A), normal (N) agas (M) kategoriakba sorolta. Azt
tapasztalta, hogy a betegek 14%-anak magas és R@kméacsony a vérnyomasa. Tovabba

akiknek normalis a vérnyomasa, azgk-anak van szivritmus rendellenessége (R). A magas

. L1, . oo 3
vernyomasuakg-anak szabdlyos (Sz) a szivritmusa. Az alacsonwmnasual% -ének van

szivritmus rendellenessége.

(a) Szemléltessik a betegek vérnyomas tipusainalsglritmus rendellenességgel kapcsolatos
dontési fa diagramot!

(b) A betegek hany szazaléka rendelkezik normaly@massal és szabalyos szivritmussal?
(c) A betegek hany szazalékanak van szivritmusra&va

(d) A szabdlyos szivritmussal rendelédek6z6tt milyen vérnyomas tipusba tartozok vannak
legnagyobb szazalékban?

(e) A szivritmus rendellenességgel rendetkezizott melyik vérnyomas tipussal vannak
legkevesebben?

(e) Rajzoljuk fel az inverz fa diagramot a szanuka®z!

() Adjuk meg a dontésekhez tartozo értékeket Ztlaegitségével is!

6.8.5. felada

Egy pirotechnikai eszk6zoket gyartd ceg terlletéobdanas (R) esemenyébidezs okok a
kovetkedk lehetnek
« elektromos hiba (E)

* gyartdgép meghibasodésa (G)



« emberi figyelmetlenség (F)

» szandékos robbantas (S)

Természetesen, ha a fenti okok valamelyike fenalkkor sem biztos, hogy a robbanas
bekovetkezik. Ezért megbecsulték, hogy a fenti dietjesilése esetén a tényleges robbanas (R)
bekbvetkezésének valdsisege rendre 0.25, 0.2, 0.4 és 0.75.

Robbanas étt azt tapasztaltak, hogy a gyarban a szandékdanbés (S) esélye a legkisebb (p),
a figyelmetlenség (F) bekovetkezesének esélye hermmnakkora, mint szandékos robbantaseé (3*
p), a gyartd gép meghibasodasanak (G) esélye ukiaraa mint a figyelmetlenségnek és az
elektromos hiba (E) esélye kétszer akkora, mirgghdanak.

(a) Milyen gyakran kovetkezik be a gyarban a szkosiéobbanas eseménye?

(b) Rajzoljuk fel az egyes robbanasi okok - roldsabnekdvetkezésének dontési fa diagramjat a
megfeleb valdszirtiségekkel egyiitt!

(c) Mennyire biztonsagos a gyar? A nem robbananésg valdszifisége hanyszorosa a
robbanas esemeény valdésmpgenek?

(d) Tudjuk, hogy robbanéas kovetkezett be. Az emtigyelmetlenség valosziisége hanyszorosa
a gyartégép meghibasodasanak?

(e) Tudjuk, hogy robbanéas kodvetkezett be. Az etehitrs hiba valdszirsége hanyszorosa a
szandékos robbantdsénak?

() Rajzoljuk fel a dontési fa inverzét a megfélebloszirisegekkel egyutt!

(g9) Adjuk meg a robbanasi okok - tényleges robbaggsittes valoszirségeit tartalmazo 4x2
meérefi tablazatot, az 6sszegekkel!

6.8.6. felada
Egy miholdas szatelit meghibasodhat tobbféle okbdl, nkekyz il ketb a szamitdgépes hiba (S)
€s a motor hiba (M). Egy szatelit fellévése sosindrtek a kovetkeék:

» Motor mikddési hiba 0.008 valosdiséggel fordulhat él

» Szamitogép ritkodési hiba 0.001 valosZiseggel fordulhat él

* Ha a motor meghibasodik, akkor a szatelit leali#ssziisége 0.98.

* Ha a szamitégép meghibasodik, akkor a szatelitkeahloszitiseége 0.45.

« Minden mas egyéb komponens (K) meghibdsodasa esatéatelit 0.01 valosziséggel all le.

(a) Mekkora a szatelit leéllas valosisege?

(b) Rajzoljuk fel az alkatrész meghibasodas - $irdedllas dontés fa diagramot a megfélel
valosziriségekkel egydtt!

(c) Tudjuk, hogy a szatelit ledllt. Mekkora a vaigsége, hogy a leallast motor hiba okozta?
(d) Tudjuk, hogy a szatelitikodik. Mekkora a valésziisége, hogy a szamitégép mégis
meghibasodott?

(e) Rajzoljuk fel a dontési fa inverzét!

() Adjuk meg az alkatrész meghibasodas - szdedltas jellemék egyittes valdsziiségeit
tartalmazo6 3x2 mérétdblazatot, az 6sszegekkel!

Egy vallalat harom 6sszeszdralzalagot A-, B- és C-t, alkalmaz egy bizonyos taész
elkészitéséhez.
Azok az alkatrészek, amelyeket az A gyartosor kétszazok 5%-a javitdsra szorul, mig a B
gyartésoron 8% és a C gyartésoron 10% szorul jsat@)).
Tegyuk fel, hogy az dsszes termék 50%-at az A, 30%B és 20%-at a C gyartésor készitette.
() A teljes termelés hany szazalékat nemj&eitani?
(b) A javitasra szorulo alkatrészek kozil melyyartésor részesedik legnagyobb aranyban?
(c) A j6 alkatrészek kozul melyik gyartosororskigett alkatrészek vannak legkisebb aranyban?

(d) Rajzolja fel az eredeti és az inverz fa diagraanszamitasokhoz!



(e) Készitse el a szorzat események valdisgigeinek tablazatat!

6.8.8. felada

Egy varosban élembereket sulyuk alapjan a tulsulyos (T), norBlds sovany (S) kategérakba
soroljak. Tudjuk, hogy a teljes lakossag 25%-aligtss, 55%-a normal és a- tébbiek sovanyak.
Ismert, hogy a tulsulyos emberek 40%-anak maga&srayemasa (M), mig ugyanez az arany a
normal sulydaknal 15% és a sovanyaknal 10%.

(a) Mekkora a magas vérnyomasuak aranya a lak &gt ?

(b) Rajzoljuk fel az emberek suly és magas vernyoszérinti dontési fa diagramjat a megiélel
valésziriségekkel egyutt!

(c) Tudjuk, hogy valakinek magas a vérnoymasa. Mekla valosziiisége, hogy normal sulya?
(d) Rajzoljuk fel a dontési fa inverzét a megfélehlosziriségekkel!

(e) Azok kozott, akiknek nincs magas vérnyomasadyileuly kategoriaba tartozok aranya a
legnagyobb?

(f) Adjuk meg a test suly kategériak - vérnyomdkejazok egydlittes valdszirsegeit tartalmazé
3x2 méret tablazatot, az 6sszegekkel!

Egy vallalat a sorozatgyéartas soran keletkezlejtes termékek kiseséhez ellefroket alkalmaz,
akik figyelik a selejtes termékeket megjelenésétéeteszik azokat. Egy ellén99% eséllyel
helyesen azonositja a selejtes termékeket, mig Bbesélye annak, hogy egy j6 terméket
helytelentl misiti selejtesnek.

A véllalat szerint egy gyartésor selejtes termélzesetek 0.9% -4ban allit el

(a) Az ellerdr a termékek hany szazalékat gsiti "Selejte$ -nek ?

(b) Az ellertr altal selejtesnek miéisitett termékek kozil véletlensien kivalasztunk egyet,
mekkora a valoszirsége, hogy a termélalojaban J&

(c) Az ellerr altal jonak midsitett termékek kozul véletlensien kivalasztunk egyet, mekkora
a valoszitisége, hogy a terméfalojaban Selejte®

Készitsuk el az eredeti és az invierzliagramot a szamitasokhoz!

Haszndljuk az alabbi jel6léseket agfetduld eseményekre!

J:={atermék j6}, S = { a termék selejtes }

EJ ={ az elledr szerint a termék j0 }, ES= { az ellénszerint a termék selejtes }

6.8.10. feladg

Egy autogumi Uzletben 3-féle autdgumit arulnak.ulngk 40%-aBridstone B), 35%-a
Continental €) és 25%-a GoodYea6] tipusu termék.Mindegyik tipusbol van téll)(és nyéri
(N) gumi. A Bridstone 70%-a nyari, a Continental 6@%yari, mig a GoodYear 55%-a téli gumi.
Kivalasztunk véletlenszéen egy autégumit.

(a) Rajzoljuk fel a probléma dontési fajat!

(b) A gumik hany szazaléka ki téli gumi?

(c) Rajzoljuk fel a probléma inverz dontési fajat!

(d) Mekkora valoszifiséggel valasztottunk Bridstone gumit, feltéve, hadgvalasztott gumi
nyari

(e) Mekkora valosziiséggel valasztottunk GoodYear gumit, feltéve, hagyvalasztott gumi téli
(f) Mekkora valoszifiséggel valasztottunk Continental gumit, feltévegyha kivalasztott gumi
nyari

A valaszokhoz hasznaljuk az eredeti és az invéntés fa grafikonjat!

6.8.11. feladg

Egy vallalat 3-féle X, Y és Z nyersanyagot rendélt kilonb6é cegbl. A szallitd cégek 70%-a
Pontosan betartja a szallitasi hatétjdnig a szallitok 30%-a

Késve szdllitja a nyersanyagokat. A vallalat a pgamcszallitoktol 30%-20%-50% aranyban, mig
a késve szallitoktol 40%-40%-20% aranyban rendeX.aY és Z nyersanyagot.

(a) Szemléltessuk a rendelési-szallitasi folyamatdntés fa felrajzolasaval!

(b) Mekkora a valosziisége, hogy egy Y nyersanyag késve érkezik meg?



(c) Készitsik el az inverz fa diagramot!

(d) Milyen aranyban rendeli a cég az X, Y és Z sgayagot?

(e) Egy szallitmanyrdl latjuk, hogy Z nyersanyatgwtalmaz. Mekkora a valostisege, hogy
pontosan érkezett?

Egy cég 3-féle X, Y és Z alapanyag segitségévétlecterméket A-t és B-t llit&l A cég
elhatarozta, hogy a teljes termelésének 60%-aAaetmek gyartasara forditja. Az "A"

termékben az X, Y és Z alapanyagok 20%-20%-60%ya&m mig a B termékben

30%-30%-40% aranyban vannak jelen.

(a) Szemléltessuk a termékek termelésének megaséadsszetételét a dontés fa felrajzolasaval!

(b) Milyen aranyban kell a cégnel6késziteni az X, Y és Z alapanyagokat?
(c) Készitsik el az inverz fa diagramot!

(d) Az 6sszesen beépitett X alapanyag mekkora langpiil be az A termékbe?
(e) Az Osszes beépitett Z alapanyag hany szazedéeka B termékben?

6.8.13. feladg

Egy Uzletbe Jstermed (A, B ésC dstermeb) szallit tojasokat. A tojasok méretiik szerint
lehetnek kdzepeK( és nagyN) méretiek.

Az egy nap alatt szallitott tojasok 40%-attatermeb, 35%-at 8B termebk és a maradékot@
termeb szallitotta. AZA termeb altal szallitott tojasok 60%+abzepes mérét aB termeb altal
szallitott tojasok 30%-Blagy mérei és &C termeb altal szallitott tojasok 20%Magy mérei.
(a) Rajzoljuk fel az egyes terndklés a tojasok méreteinek dontési fa diagramjdesgelt napra
vonatkozoéan! (3 p.)

(b) Az 6sszesen beszallitott tojasok hany szaz&lagg mérei?

(c) Rajzoljuk fel a probléma inverz dontési fajat!

(d) Az 6sszedlagy mérei tojasok hany szazalékat szallitottafatermeb?

(e) Az 6sszeK Ozepes méréttojasok hany szazalékat szallitottB sermeb?

() Az 6sszeK 6zepes méréttojasok hany szazalékat szallitott@ sermeb?

A valaszokhoz hasznaljuk az eredeti és az inventés fa grafikonjat!

6.8.14. feladg

Egy étteremben 3 féle mér\,, B és C kozill lehet valasztani. Egy nap az elé&dé0%-a
valasztotta az A meih, 35%-a B-t és a tobbi a C nign

Az A menit valasztok 95%-a elégedett volt az étellel, mByraeni valasztok 90%-a és a C
meriit valasztok 80%-a volt elégedettek (E).

(a) Szemléltessik a mign- elégedettség megoszlast a dontési fa diagrgitssgevel!

(b) Az ebéddik hanyadrésze volt megelégedve az étellel?

(c) Készitsik el az inverz fa diagramot!

(d) Melyik mernit valasztok aranya volt a legkisebb az eléged&iiekitt?

(e) A nem elégedettek k6zott, melyik niemalasztok voltak legnagyobb aranyban?

6.8.15. feladg

Egy biztosito tarsasag az embereket az autovezetdsiikaval kapcsolatban az alabbi 3 csoport
valamelyikébe sorolja: jol (J) , atlagosan (A) ésszul (R) kockaztato tipusok. A biztosité adatai
alapjan a jol, kdzepesen és rosszul kockaztat6 exklegy év alatt balesetet (B) szenvednek,
rendre 0.05, 0.15 és 0.3 valésiéggel. A lakossag 20%-a jol, 50%-a atlagosan &sa80osszul
kockaztato tipusu.

(a) Szemléltessuk a kockaztatas-baleseti megodéatéssi fa diagramjat!

(b) A lakossag hanyadrésze szenved balesetet ety

(c) Készitsik el az inverz fa diagramot!

(d) Melyik kockéazati tipusba tartozék aranya a legkb, a balesetet szengkdkzott?

(e) Melyik kockéazati tipusba tart6zok aranya a &gyobb, a balesetet nem szertilekiozott?

6.8.16. feladd



Egy utazasi iroda 3 helyre szervez tarsas utakBtég C uti céllal. Felmérések alapjan az A, B és
C tarsasutazason résztvett emberek, rendre 95%808#pan és 85%-ban elégedettek (E) voltak.
Az emberek 30%-a valasztotta az A uticélt, 50%-éB- 20%-a a C uticélt.

(a) Szemléltessik az uticél - elégedettség meggiszidontési fa diagram segitségével!

(b) A tarsasag hanyadrésze volt megelégedve aataitgssal?

(c) Keészitsuk el az inverz fa diagramot!

(d) Melyik uticélt valasztdk aranya volt a legkibetiz elégedettek kozott?

(e) A nem elégedettek kdzott, melyik uticéllal Wazoltak legnagyobb aranyban?

6.8.17. feladg

A hallgatok tulterheltségének mérésére kifejleszketgy Uj fajta tesztet. A teszt 95%-ban pontos,
ha egy hallgaté nem tulterhelt, de csak 85%-banqgsoma egy didk valdban tulterhelt. Ismert,
hogy az 6sszes diak 99.5%-a tllterhelt.

(a) Készitsik el a feladat dontési fa diagramjat!

(b) Mekkora a valosziisége, hogy egy véletlenil kivalasztott diak tesageitiv lesz, azaz a

teszt szerint tulterhelt?

(c) Keészitsuk el a feladat inverz fa diagramjat!

(d) Szamitsuk ki a PRTC| TN) feltételes val6szirség értékét! Vagyis mekkora valésmsgggel
nem tulterhelt az a diak, akinek a tesztje nedatt?

6.8.18. feladd

Egy kdrmérkizéses sakk versenyen egy személy nyerési eséyekagok egyik felével szemben
0.3 ( nevezzukket 1. tipusuaknak) , a jatékosok negyedével szerilze(hivjukoket 2.
tipustaknak) és a maradék jatékosokkal szembgarasi esélye 0.5 (nevezzéket 3.
tipustaknak).

(a) Rajzoljuk fel a feladathoz tartozé dontési fat!

(b) Az illets személy lejatszik egy jatékot, egy véletlenil kagatott ellenféllel. Mekkora a
nyerés esélye?

(c) Rajzoljuk fel a feladat inverz fajat!

(d) Tegyuk fel, hogy az illétgyszétt egy kivalasztott személy ellen. Mekkora a vaidgzége,
hogy az ellenfél 1. tipusu?

6.8.19. feladg

Egy szabalyos 4 oldali dobdkockaval dobunk. Haredreény 1 vagy 2 lett, akkor mégegyszer
feldobjuk a kockat, egyébként megallunk. Mekkoreakbszirfisége, hogy a dobott pontok
0sszege legalabb 4 lesz?

6.8.20. feladg

Egy cég alkalmassagi felvételit tart egy munkapat@ncialis jeloltekkel. Tegyuk fel, hogy a
jelentkezettek q%-a alkalmas és (1-q)%-a nem alkalaamunka elvégzésére. A cég megprébalja
kideriteni, hogy ki alkalmas és ki nem az allagya 20igaz-hamiskérdésil allo teszt
segitségével. Az alkalmas jelbltek valasza egydsrab valdsziriséggel helyesen, mig az allasra
nem alkalmas jeloltek ugyanazpwaldsziriséggel hibasan valaszolnak egy kérdésre. A
kulénb6a kérdésekre adott valaszok egymastol fuggetlenek.
A vallalat egy személyt alkalmasnak @it az allasra, ha legalabb 15 kérdésre helyesen
valaszolt, egyébkeént pedig alkalmatlannakdwiti az illett.
Adjunk formulat annak valosziségeére, hogy a 20 kérdés milyen megbizhatésaggabait
valakit, hogy alkalmas vagy nem alkalmas a munkara.
Szamoljuk ki a fenti valosziiségeket, haq=0.2 és p =0.7!
A hazard jatékban a jatékos nyerési esélye legyerD.45. A jatékos indul@kéje A=5 $.
Mekkora legyen a jatékos szamara realisaizkit) M$ nyerési 6sszeg, amely mellett a jatékos
nyerési esélye

(a) 50%

(b) 25%



(c) 10%.

(d) Mennyi a nyerési esélye a jatékosnak, ha 20% 6sszeg nyerésétzt ki célként? (Azaz
csak akkor all meg, ha megnyeri a 20$-t vagy eltiegz 6sszes pénét.)

(e) Szimulacioval mutassuk ki a fenit szamitaselyességet!

Egy tantargy éladasanak latogatottsaga nagyon alacsonyiisAmnérges professzor elhatarozta,
hogy addig nem tart &dast, ameddig azhallgatobdl nincs jelen azéeldason legalabb< n
hallgaté. Mindegyik hallgaté egymastdl flggetleldibgatja az éladast

P valosziriséggel, ha az jaras JO és

pg Valosziriséggel, ha az djaras ROSSZ.

(a) Tudjuk, hogy az 6hdas napjan rosszddan. Szamitsuk ki annak valosi$egét, hogy ezen a
napon a professzor megtartja azaelasat!

(b) Szamitsuk ki annak valos#segét, hogy a professzobatiast tart, feltéve, hogy jéddran.

(c) Legyerpj: 0.6 ég, = 0.8! Szamoljuk ki a fenti értekeket! Tegyuk flebgy az esetek 70%-
aban az idjaras jo!

Mekkora a valészifsége, hogy egy naporsatast tart a profeszor?

(d) Ha a profeszor egy napordadiast tart, akkor milyen val6siséggel rossz az dghras?
Hasznéljuk a dontés fat és az inverz fat a szaokitée!

6.8.23. felada

365 darab tranzisztor niigégi elledrzése kozben az alabbi adatokat jegyezték fel,artagitva
azokat a vallalatok ("A", "B", "C") és a ntieégi kategoriak ("Elfogadhat6”, "Hatareset", "Nem
fogadhat6 el") alapjan:

Minoszegi kategoriak
WVallalatolk Elfogadhata Hatareset Nem fogadhaté el
A 128 10 2
B Q7 5 3
C 110 5 5

Kivalasztunk egy tranzisztort véletlenil. Mekkaraal6szifisége, hogy a kivalasztott tranzisztor
(a) az "A" vallalattol val6 és a misége elfogadhatd?

(b) "Elfogadhato™" mifisédi, ha tudjuk, hogy a "C" vallalattél szarmazik?

(c) a "B" vallalattol szarmazik, ha tudjuk, hogy"aatareset” miésédi?

Rajzoljuk fel az eredeti és az inverz fa diagrammezamitasokhoz!

6.8.25. feladg

lgaz vagy hamis a kovetk&allitas? Valaszat indokolja!

Egy diak 2/3 valosziiséggel tudja a tesztkérdésre adandé helyes vatssztem tudja, akkor
tippel és a helyes tipp esélye 1/3. Tudjuk, hogié valasza nem helyes. Ekkor 1
valésziriséggel nem tudta a helyes valaszt?

Anglidban egy adott helyen a j&jdras esélye 20 %, mig a rosséj&tas a megfigyelések 80 %-
ara teljesil. Ha egy adott nap agjatas j6, akkor annak valos#sege, hogy a kdvetkénap is

j0 id6 lesz az 0.25. Ha egy adott napon roséavah, akkor annak valés#isége, hogy a
kbvetked nap is rossz itllesz 0.75.

Ha ma j6 id van, akkor mekkora a valés#sege annak, hogy tegnap is j6 iblt?

Ha ma rossz iélvan, akkor mekkora a valos#Beége annak, hogy tegnap is rossrvidIt?
Hasznaljuk az eredeti és az inverz fa diagramategasokhoz!

6.8.27. felads

Egy vizsgan minden kérdésre 4 valasztasi tedwgg kozul kell kivalasztani a helyes valaszt! (an.



multiple-choice teszt) Tegytuk fel, hogy ha egy diddlja a helyes valaszt, akkor 1
valbsziriséggel a jot valasztja, mig ha taldlgat, akkor aléaziriiséggel valaszol helyesen.
Tételezziik fel tovabba, hogy egy jo tanuld a késé&%-ara tudja a valaszt, egy gyenge
tanulonal ugyanez 50%.

(a) Ha egy jo tanulo egy kérdésre helyesen valgssdior mekkora a valdsZisége, hogy
taldlgatassal talalta el a helyes valaszt? (1/37)

(b) Ha egy gyenge tanul6 egy kérdésre helyeseszadila akkor mekkora a valés#gege, hogy
taldlgatassal talalta el a helyes valaszt? (1/5)

Hasznéljuk az eredeti és az inverz fa diagramatm#tashoz!

Bizonyos fajta megfazas orvoslaséra az esételanal C vitamint, %2 részénél antibiotikumot mig
1/6 részben latszatgydgyszert (Un. placebo) alkatala A megfazast a C-vitamin az alkalmazott
esetek ¥ részében meggyodgyitotta, mig ugyanezay & és 3/5 volt az antibiotikum és a
latszatgyogyszerek esetében.

(a) Ha egy ember nem gyodgyult ki a megfazasabdikora a valosziiisége annak, hogy ennek a
C-vitamin volt az oka?

(b) Ha egy illed kigyogyult a megfazasabdl, akkor mi a valééizgége annak, hogy ez a
gyogyulas a latszatgyoégyszernek kdszobhet

Hasznaljuk az eredeti és az inverz fa diagramate#dsokhoz!

6.8.29. felada

Egy zenekutaté megprobalja meghatarozni, hogy gmynan felfedezett barokk dalnak ki a
zeneszerde. Ugy gondolja, hogy egyforma valdsiséggel lehet a szérArchangelo Spumani
és a kevéshé ismert batyja, Pistachio. A kérdémeddének kulcsa a zeneszéraltal

alkalmazott A-dur és F-moll hangnemek gyakoriségaert, hogy Archangelo az esetek 60% -
ban A - durban, mig Pistachio az esetek 80%-bamian komponalt.

Ha a zenekutato altal felfedezett zefigat F-mollban irtéak, akkor mi a valés#gege, hogy azt
Archangelo komponéalta? llletve Pistachio komporralta

Hasznaljuk az eredeti és az inverz fa diagramate#dsokhoz!

Egy hivatal altal szervezett pikniken 200 résztl@V 150 16 evett csak egy fogast — krumpli
salatat — 304 evett két fogasos és 20 évett harom fogasos ételt (ezek kozott is szerepel
krumpli salata). Ké&sbb a résztvesk kozil sokan megbetegedtek, és felfedezték, haggleoka

a krumpli salata volt. Az orvos Ugy tapasztaltagyha résztvetk 0.3 valdszifiséggel betegedtek
meg.

(a) Ha valaki megbetegedett, akkor mekkora a vaildsege, hogy 1, 2 vagy 3 fogast evett?

(b) Ha valaki nem betegedett meg, akkor mekkoralésziriisége, hogy 1, 2 vagy 3 fogast evett?
Hasznaljuk az eredeti és az inverz fa diagramate#dsokhoz!

Egy szociologiai kisérlet abban all, hogy 4 lepeas@oriték mindegyikébe egy-egy megoldando
problémat tettek. Ezutan megkérték a részilet; hogy valasszanak egy boritékot €s probaljak
megoldani a probléméat 10 percen beliil.

Kisérletek alapjan tudjuk, hogy a legnehezebb groft 0.1 valésziiséggel meg tudjak oldani a
résztvevk. A tobbi problémara vonatkozdan a valo§siégek rendre 0.3, 0.5 és 0.8.

Tudjuk, hogy a csoportnak sikertlt megoldani a fotat a megadott &oh beltl. Mekkora a
valdszirisége, hogy a legnehezebb problémat kaptak? Haskréjeredeti és az inverz fa
diagramot a szamitashoz!

6.8.32. feladg

Harom urnank van. Minden urna tartalmaz 1 fehéy@oEz mellett az I. urna 1 fekete golyot, a
Il. urna 2 fekete golyot és a lll. urna 3 feketdygotartalmaz. Egy urnat kivalasztunk talalomra
és a kivalasztott urnabdl kihuzunk egy golyot.

A harom urna kivalasztasanak a valé$zéygei rendre 1/6, ¥2 és 1/3.



Ha tudjuk, hogy fehér golyot haztunk, akkor mekkarvaldszitisége, hogy egy adott urnabdl
vald a golyd! Hasznaljuk az eredeti és az inverdidgramot a szamitashoz!

Tekintstiink egy kozuti szallitassal foglalkozé cégegy rendszert! A cég a vallalt szallitasi
kotelezettségeinek éthként a csucsforgalom miatt nem tud eleget tely@nkor a szallitasi

feladat meghiusul, azt mondjuk, hogy a rendszék ld&ég a széllitassal kapcsolatos feladatait 3
csoportba sorolja: alacsony, kdzepes és magas szallitasi kotelezettségek. Ezek a szallitas
surgissegevel fliggnek 6ssze. Az alabbi tablazat tartalenaz egyes kotelezettségi szintek
gyakorisagai alapjan szamolt valos@égeket és a rendszer leallasanak feltételes valésgeit,

az egyes kotelezettségi szintnek megéelelietelek mellett

Kotelezettségi
szint P( szint) P( a rendszer leall | szint)
Alacsony 0.6 0
Kozepes 0.3 0.1
Magas 0.1 0.5

(a) Hatérozzuk meg a rendszer lealldsanak valiseget! Rajzoljuk fel a feladat fa diagramjat,
amelyen tuntessik fel a rendszdtkidését is, mint a leallas ellentét eseményét!

(b) Ha azt észlelték, hogy a rendszer leallt, aldatra leallast mekkora valGsisgggel idézte 8l
egy kozepes szitikkotelezettség? Rajzoljuk fel a feladat inverzitagdamjat!

6.8.34. feladg

Tekintstinkharom szabalyos pénzérmét, amelyek teljesen egyformaktneéés kilsre, azonban
az egyik penzérme mindkeét oldalan FEJ talalhatbasodik érme egyik oldala FEJ, a masik
oldala IRAS, mig a harmadik érme mindket oldalaA$Rv/an. Kédoljuk a kezibetik
felhasznalasavalfEJ-FEJ oldalli érmefFF -fel, aFEJ-IRAS oldalla ermeFl -vel és azRAS-
IRAS oldalu érmétl -vel. A harom érme kozil véletlensiien kivalasztunk egyet, de nem
tudjuk, hogy melyiket valasztottuk. Majd a kivalast érmét feldobjuk és azt latjuk, hogy az
éerme fel$ felén FEJ van. Mekkora a valosigege annak, hogy az érme also felén is FEJ
taladlhato?



