V 7. Valészintiségi valtozok és valoszintliségi eloszlasok
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V 7.1. Bevezetés
Kordbban mar hasznaltuk a valosi@gi vagy véletlen valtozo fogalmat. Most megagjuk
pontos definiciot. Az olyaK fiiggvényt, amely a@2 esemeénytér barmety eleméhez egy
X(®) € R valdés szamot rendeblésziniségi valtozdiak nevezzik. Az eseménytér lehet
diszkrét, mely6l leképed fuggvenyeket diszkrét valositisegi valtozoknak nevezzik. Az
esemeénytér leh&lytonos melyil leképed fliggvényeket folytonos valosZisegi valtozoknak
nevezzik. Valdsziiségi valtozok segitségével egysmar adhatunk meg eseményeket, mint
példaul{X < a} ={w | X(®) < a} nivéhalmazt.
A diszkrét és folytonos esetekre egyforman defivd@filk az-(x) eloszlas fuggvenyt

F(X) =P(X<X)

valbsziriiséggel.
Az eloszlas fuggvény monoton nem-csokkdéiggveny, mely diszkrét esetben

F(x)= D, P(X=x%)
Xk<x

Iépcis fliggvény és folytonos esetben

alaku integralfuggvény. Azintegranduszt istiség fliggvénynek nevezziik.
Diszkrét esetben a k[]ldnbféj{X =Xt események felosztjak az eseményteret teljes

esemeényrendszerre. Ezért a kulortg2rtékhez tartozok valosziségek osszege 1
dP(Xx=x) =1,
> P(X=%)

ha az 6sszegzest az 6sszes lehetsggekre elvégezzik. Azt modjuk, hogy egy diszkrét

eloszlast kaptunk. A diszkrét eloszlast megadhakdisorbdl all6 tablazattal, melynek&ls
sorabarX lehetseéges, ertékei szerepelnek és alatta a hozza taFtQX’J: %) valbsziriségek.

Folytonos esetben drgiség fliggvény (x) > 0 nem-negativ és
j f(x) dx=1

a teljes szamegyenesen vett integralja 1.

Diszkrét esetben annak valédmage, hogy aX valdsziriségi valtozo értéke da, b)
intervallumba esik

PlasX<b)= >, P(X=x)=F(b) —F(a)
a£xk<b
képlettel szamolhato.

Folytonos esetben annak valésmége, hogy aX valdsziriségi valtozé értéke da, b)
intervallumba esik



b
P(a< X <b) :J f(x) dx=F(b) — F(a)

a
képlettel szamolhato.
Ebben a fejezetben célunk a véletlen kisérletekidaialapjan meghatarozni a valogzayi
valtozo eloszlasat, eloszlas flggvényét diszkréthes, valamint aiisiiség fliggvényét folytonos
esetben.
Ehhez

Célunk az alabbi fogalmak, 6sszefiiggések és eljarasok megismerése,

megértése

Folytonos valtozo stirliség fiiggvénye és
eloszlastiiggvénye kozotti kapcesolat, ezek
tulajdonsagai és grafikonjai

Valoészintiségi valtozé meghatarozasa:
értelmezési tartomanya és értékkészlete

Eloszlasfiiggvény értelmezése és
tulajdonsagai tetszéleges valosziniségi
valtozo esetén

Valoszintiségek szamitasa diszkrét esetben az
eloszlas és az eloszlas fiiggvény alapjan

Valészintlségek szamitasa folytonos esetben a
stirtiség fliggvény és az eloszlas fiiggvény
alapjan

Diszkrét valosziniségi valtozo megadasa
tablazattal

Diszkrét valtozo eloszlasanak meghatarozasa
specialis példakra

Folytonosvaloszirtiségi valtoz6 megadasa
eloszlas fuggvennyel és/vagiréseg
fuggveénnyel

Folytonos valtozé eloszlasfiiggvényének
meghatarozasa specialis példak esetén

Diszkrét valtozo eloszlasa és eloszlas
fuggvénye kozotti kapcesolat, ezek
tulajdonsagai és grafikonjai

V 7.2.val6sziniségi valtozé fogalma

Tekintstiink egy véletlen kisérletet, melynek kimefteataz €2, S P) valdsziriseégi medvel lehet
megadni. Gyakoriak az olyan véletlen jelenségekkana kimenetelekal6s szamokNézziink
néhany példat!

7.2.1.Véletlen kimenetelfi események leirdsa valos szamokkal

(i) A kocka dobas kimenetele kulonldbdobasok soran 1, 2, 3, 4, 5, 6 lehet

(ii) Udits italokat tolt automata altal kilonbézpalackokba toltétt tditital mennyisége
literben

(iii) Egy véletlenszdfen kivalasztott izzolampa élettartama 6raban mérve




(iv) Egy bizonyos tipusu betongerenda torési sxis';lz'igaL egységben mérve
m

nf

(v) Folyé vizéllasa méterben mérve ugyanazon aemefg kilonbdzidépontokban

(vi) Egy telefon tarsasaghoz egy adottindervallum alatt befutod kapcsolasi kérelmek szama

(vi) Katyuk vagy uthibak szama valamely Utszakia$tinb6z 1kmhosszu szakaszain

(viii) Egy bankban a varakozék vagy sorbanalloknsa&ilonbos idspontokban

Tehét amikor a véletlen kimeneteleket valés szanelamezzik, akkor |étrehozunk
automatikusan egy véletlen valtozot. Véges diszksétben ez altalaban igy van, de ennél
pontosabban kell definialnunk.

7.2.2.DEFINICIO. Valésziniiségi valtozo

Az X:Q—R fuggvénytvalosziniségi valtozéak nevezzik, ha
(i) minden valési € Resetén &l ={ ®=Q | X(0) < u } esemény X nivé halmaza) a3
halmazalgebra eleme, azaz méshHelmaz & valdsziriségi mértékre nézve
(i) {o] -2<X@<x}=Q.

Az X valdszitiségi valtozo lehetséges értékeinek halmazat, aane®fos szamok egy
részhalmazax értékkészletének nevezzik

A[R

értelmezési tartomany

értékkészlet

7.2.1. abra. A val6sziiségi valtozé modellje
7.2.3. Nivé halmazok
Ha az (2, S P) valoszirtiségi me# mindenw elemi eseményéhez egyértébn hozzarendelink

egy valés szamot, akkor megadtunk egy valds&gi vagy sztochasztikus valtozot, feltéve hogy

a leképezés mindeiX < x} = {w| X(®) < x} nivd halmazanak van valdsiggge.
A valosziniségi valtozokat aX, Y, Znagy beiikkel, mig értékeit a megfetek, y, zkisbetikkel
jeloljuk.



Az X( o) jelolés helyett altalaban (ha ez nem félreétihar X jelolést hasznaljuk, tehat @z
fuggetlenvaltozoét elhagyjuk. Igy példaul
(i) X =x jeldli azonw elemi események 6sszességeét, melyekke\atozo felveszi ax értéket
(i) X < x jeldli azonw elemi események Osszessegét, melyekbe\artozo értéke kisebb x-nél
(i) X < x azonw elemi események 0sszesseégeét jeldli, amelyekkevaittozo értéke kisebb vagy
egyenb x-nél
(iv) X > x azonw elemi események 6sszességét jeldli, amelyekkevatozo értéke nagyobtr
nél
(V) x < X azonm elemi események 0sszességét jeldli, amelyekrevaittozo értéke nagyobb
vagy egyerd x -nél
(vi) a < X < bazonw elemi események 6sszességét jeldli, amelyekkevaittoz6 értéke kisebb
b -nél, dea-n&l nagyobb egyeél
Mivel tets®legesa € Rvalds szam esetén az
A={o|X) <a}ésB={o| X(w) >a}

események egymésmplementereseményei, aza#z+ B=Q ésAB =@, ezért

P({o|X(0) >a}) =1- P({o|X®)<a}) <  P(B)=1—P(A)

7.2.4. Példa. Kocka dobas

Egy szabalyos kocka feldobasakor dobott pontszgetidfe X. Ekkor azxX valosziriiségi
valtozoértékkészlee = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Mivel a mogotte mkddé mez klasszikus valésziiségi med, ezért egy esemény
valosziriségét az esemeényt alkoto elemek szamanak hanyadjasaz eseménytér elemeinek
szamaval.

I'gypéldéuliP(X=1)=% : P(X£3)=%, P(X<3.4)=%, P(2§X<4):%.

Tehat az X < x} halmaz minder € R valés szam mellett értelmezligis nemcsak egész
szamokra!

V 7.3.Eloszlasfiiggvény tetsileges valoszitiségi valtozora

7.3.1. DEFINICIO. Eloszlasfiiggvény
Az X valbsziriségi valtozo F(xgloszlasfiggvéngt az

F(x) =P(X < X)
valosziriséggel értelmezzik tetdegesk valdés szam esetén.

Milyen tulajdonsagokkal rendelkezik az eloszlasgfigny?

7.3.2. Az eloszlasfiiggvény tulajdonsagai
Az F eloszlasfliggvény a kovetkielajdonsagokkal rendelkezik tetéegesX valdszirtiségi
véaltozo esetén.

(1) 0 < F(x) <1 minden valéx mellett.

(2) F(x) monoton nem-csokke# fuggvény, azaz ha a < b akkéi(a) < F(b) .

(3) Iim F(x) =0, )(Ime F(x) =1.

X— - o

(4) F(x) balrdl folytonos, azaz lim F(x) =F(a)
X—a~




Megjegyzés
Megmutathato a forditott allitas teljestlése igyho
* ha egy F(x) valés fuggvény rendelkezik az (%) tulajdonsagokkal, akkor megadhato hozza
olyan X valoszifiségi valtozd, melynek F az eloszlasfuggvénye.
Bizonyitas
Mutassuk meg pl. a (2) tulajdonség/agyis a monoton nem-cstkkenéaljesil tetsélegesX
valosziriségi valtozd-(x) eloszlasfliiggvényére. Ag= {X < a} = B={X < b} részhalmaz
relacio igaz, ha < b. EzértP(A) < P(B) teljesul a valésziiség monotonitadsa miatt. Az
eloszlasfiiggvény definicioja alapjan ez azt jeldmgyF(a) < F(b). Q.e.d.
Az eloszlas figgvény segitségével jellemeihataz megadhatiarmely olyan esemény
valoszinisége melyre a valoszirségi valtozo értéke egy adott intervallumba esik.ugyanis
a < b tetsdleges, akkor
P(a<X<b)=P(X<b)—-P(X<a)=F(b) —F(a)
Ez azert teljesul, mert
{(X<ajU{a<X<b}={X<b}
ahol az 6sszeték egymast kizar6 események.
A fenti formula emlékeztet a Newteheibniz-formulara, melyben a hatarozott integralt a
primitiv figgvény megvaltozdsaval szamoljuk. Fohdse valtozd esetében @&ség fliggvenyen
keresztll ez a formula pontosan az analétigmertNewton— Leibniz— formula lesz, mely
réviden
b

J f(x) dx=F(b) — F(a) (ahol% F(x) =f(x))

a
ha létezik a hatarozott integral és a primitiv gy .

V 7.4.Diszkrét valosziniségi valtoz6 megadasa, eloszlasa. Két kocka dobas
0sszege.

7.4.1. DEFINICIO. Diszkrét valtoz
Ha az X valosziriségi valtozéértékkészleteveges vagy megszamlalhatéan végtelsak
valos szambal all, akkor azt mondjuk, hoggiszkrét valdsziniségi valtozé

Diszkrét valoszitiségi valtozo esetén &zeseménytér véges vagy megszamlalhatéan végtelen

halmaz, ezért barmely a < b szam esetéfimaze Q |a < X< b} halmaz azx2 halmaz vagy
Uresvagyvégesvagymegszamlalhatéan végteleréeszhalmaza lehet.
Az X diszkrét valosziiisegi valtozo lehetségrg x,, X; ... ertékeit és a hozzajuk tartozd

Py = P( X= X)s Py= P( X= X5)s Py = P( X= X3)s on- valoszifiségeket az alabbi tablazatos
formaban célszérmegadni

XX X5 X3 oo Xy o
P p PP B -

Ez azt jelenti, hogy az 1 valés szamot felbontpykp,, ps, P, ,....P,,.. "stlyokra” vagy
"tomegekre”, amelyeket elhelyezinkxgzx,, X3, X, ,...,X,,.. pontokban. Ezaltal egy eloszlast
kapunk, azaz az egység szétosztasat végeztik el.

es zk:pk=p1—|— P, +py+..+p,+..=1

7.4.2. PELDA. Két kockadobas pontjainak dsszege
Dobjunk fel két szabalyos kockat egymastol fuggetleJeldljeX a két ponszam dsszegét!
(a) Adjuk meg azX valbsziriségi valtozé lehetséges értékeiXéstékeihez tartozo



valosziriségeket!
(b) Rajzoljuk fel azX — p sikban az( Xk’ pk) pontokat palcika diagrammal!

(c) Automatizaljuk a feladat megoldasat a Maptatisticscsomagja segitségével!

MEGOLDAS

A feladat megoldasa soran valaszt kell adnunk @abakérdéseke!

(i) Mi azeseménytérvagyis X értelmezési tartomanya?

(i) Melyek X lehetséges értékei, vagyestékkészlee?

(iif) Mekkora amértékeaz egyeg X =k} halmazoknak a2 eseménytérben?

Két kocka dobasnal 42 eseménytéragz 1,2, 3,4,5%{1, 2, 3, 4,5, 6 Descartes-szorzat.
> restart: Q= [sedq seq[ ,ijl,j=1..6),i=1..6)]
Q:=[[1,1],[1,2],11,3],[1,4],[1,5],[1,6],[2,1],[2,2],[2,3],[2,4], [2,5], [2, (1.4.1)

61, [3,1],[3,2],[3,3],[3,4],[3,5], [3, 6], [4, 1], [4, 2], [4, 3], [4, 4], [4, 3],
[4, 6], [5, 1], [5, 2], [5, 3], [5, 4], [5, 5], [5, 6], [6, 1], [6, 2], [6, 3], [6, 4], [6,
5], [6, 6]]

Q elemeinek szama 36 &sminden eleme egy két elérista. A lista el§ eleme az etsdobas, a
masodik eleme a masodik dobas értékét jeloli.
> N:=nopqQ)

N:=36 1.4.2)

Az X leképezés abn=[a, b] € Q elemi eseményhez X% [a, b]) =a + b 6sszeget rendeli.

Ezen értelmezés alapjArdiszkrét valosziiiségi valtozd, me® véges halmaz.

Képezzik az dsszegeket, vagyikehetséges értékdt-n. Az alabbi matrixlss oszlom az el

dobasmasodik oszlop a masodik dobas eredményét mutatja, nhigranadik oszlopa két

szam 0sszege.

> Leképezés= matrix(N+1, 3,[[a, b,a+b], sed [Q[i][1], Q[i][2], Q[i][1]
+Q[i][2]],i=1.N)])
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A dobott pontok 6sszegének lehetséges értékeit apdgk a harmadik oszlopban. Szedjuk ki
ezeket a fenti métrixbol!

> Osszegek= linalg[subvectot(Leképezé .N + 1, 3);
Osszegek= 2, 3,4,5,6,7,3,4,5,6,7,8,4,5,6,0,%,6,7,8,9,10, 6,7, 8,9, 10, (1.4.4)

7,8,9, 10, 11, 1p

Hogy kis4irjik az azonos értékeket tegyuk egy halmazba atképékeket. A halmaz
adatstruktira garantélja, hogy minden érték csgkzy szerepel.

> halmaz= convert Osszegegel)
halmaz= {2, 3, 4,5, 6,7, 8, 9, 10, 11, 32 (1.4.5)

Konvertaljuk vissza listava a halmazt és rendezgiilekwleg!
> X:=sort( convert halmadist) )
X:=[2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12 (1.4.6)

Megkaptuk X értekkészletét, mely 11 eielmalmaz: 2+l 12-ig minden egész szam!

(i) Mi a mértéke az X =k} halmazoknak a2 eseménytérbek=2, 3,..., 12?

Az X értelmezési tartomanya &zeseménytér, melynek mind a 36 eleme egyformarszaig
hiszen a kockéak szabalyosak. A val6ézégi med klasszikus mez Ezért a 36 elemi esemény

mindegyikéneké a valoszifisége. igyX = k lehetséges események valogstyei az%

annyiszorosa lesz, ahany kilonbdgaddon X felveheti & értéket.
Nézzik meg, hog¥ kilénb6d értékeihez hany elemi esemény tartozik! Sorolgllefeket (az
0sszegekben a sorrend lényeges)!

X=2=1+1

X=3=1+2=2+1

X=4=1+3=2+2=3+1

5=1+4=2+3=3+2=4+1

=1+5=2+4=3+3=4+2=5+1
=1+6=2+5=3+4=4+3=5+2=6+1
=2+6=3+5=4+4=5+3=6+2

X=9=3+6=4+5=5+4=6+3

X=10=4+6=5+5=6+4

X=11=5+6=6+5

X=12=6+6

X X X X
L

0 ~N O

Tehét X =k értékekhez tartozéaldsziniségelet ugy kapjuk, hogy annyiszeglg-ot veszunk,

ahany elemi esemény tartoXkk értékhez.
1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1

pX:= { ——————————— } (1.4.7)

Az X diszkrét valdsziniségi valtozévak11 kilonb6s értéke var€ -n.
> eértékek szama nopg px;

11 11
3

IF))(Ii -
i=1
értékek _szama 11



11
px =1 (1.4.8)
i=1

Az 6sszeX értékhez tartoz6 valdszisegek 6sszege 1, tehatdsziniségi eloszlasal van
dolgunk! Ez azt mutatja, hogy minden eleme pontosan egy
H, = {(a, b)| X=a+b= k} halmazhoz tartozik, ah&l= 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12.
Az Q esemeénytér elemeit X kulonkbertékei felosztottak egy teljes eseményrendszerre

Q=H,U H;U H,UHUHU H,UHUHUH,;UH,,;UH,, ésH, # H hak # i.
Ezt a felosztast mutatja az alabbi matrix, melyé@d&kei a sorok és oszlopok indexeinek 6sszege.
> X lehetséges értékeinek matrixMatrix(6, 6, (i,j) —i +])

234 5 6
345 6 7
o . |456 7 8
X lehetséges értekeinek matrixa (1.4.9)
56 7 8 910
6 78 9 10 11
7 8 9 10 11 12

A matrix X értékeit annyiszor mutatja, ahany kuléabdobas kombinécidéra X felveszi azt az
értéket. Az azonos szamok X szerint ugyanazon ldlomtartoznak és ferde vonalakkal
valasztottuk ebket egymastdl. A halmazok méretei egyben az adétttékek valdszifségeit is
merik. A jobb oldali abra ugyanezt szemlélteti lkélgezések megadasaval.

Masodik dobas

Els6 dobas




X=ath Q eseménytér részhalmazai

12 24— |{[6.6] }

11 ——— |{ [5.6].[6.5] }

10 ——— [{ [4.6]5.5).(6.4] }

9 j¢— | { [3.6][4.5].[5.4].[6.3] }

s d4— | {[2.6],[3.51.[4,41.[5.3].[6.2] }

7 d4——— | {[1.6], [2.5]. [3.4],[4.3].[5.2],[6,1] }
6 —g—— | {[1,5].[2.4].[3.3],[4.21,[5.1] }

5 d—— | { [1,41,[2,3)3.21,[4.1] }

s —— | { [1,30[2,2103.1]}

7.4.1. abra. Két kockadobas 6sszegének lehetsegksié@s a leképezés
irjuk fel X eloszlasat két sorbdl allé matix elrendezésben!
> Eloszlas=linalg[augment(matrix(2, 1,[ X', 'p(X)']), matrix(2, 11,[ X, px]) )

X 2 3 7 8 9 10 11 12

4 5 6
Eloszlas= X) 1 1 1 1 5 1 5 1 1 1 1 (1.4.10)
36 18 12 9

3 6 36 9 12 18 36
Az els) sor X=k értékeit, mig a masodik sor az értékekbepzOP( X =k) valdsziriségeket
tartalmazza. A tablazat elfedi a fenti szamitdshem mar csak a végeredmény lathaté. A feladat

tehat az, hogy egkisérlettel megadott diszkrét példaesetén hatarozzuk meg az esemeényteret,
X lehetséges értékeit ezen a téren, majd

(b) Rajzoljuk fel azX — p sikban a kapo(txk, pk) pontokat palcika diagrammal!

Az X-P sik (% 0) pontjaban olyan hosszU palcikakat rajzolunk, aroeklaz egyexs -hez tartozd
p, valosziriiség. Ezt listak listajanak képzesével érjlk elistalel$ eleme a[Xi, O] €s masodik
eIeme[Xi, pi] (i=1,2,..,11). A rajzot gplot” eljarassal hozzuk létre.

Két kocka dobas 6sszegének eloszlasa

palcikak:= [seq [[ X O], [X, px]],i=1.ertekek_szamg :
plot( palcikak axes=boxedtitle = Eloszlasazx — p sikban color = blug thickness 3)



Eloszlas azx — p sikban

0.16

0.14

0.12]

0.10

0.08;

0.06

0.04

0.02]

7.4.2. abra. Két kocka dobas dsszegének eloszésligpdiagrammal.

(c) Automatizaljuk a feladat megoldaséat a Maplatisticscsomagja segitségevel!

A Maple 16 verzioban fiveleteket végezhetiink diszkrét valosiggi valtozokkal ugy, hogy a
miiveletek eredményekeént kapott Uj valtozo eloszldséngkeit a Maple képes megadni.
Felvesziink egp és eg\B diszkrét egyenletes eloszlasu valtozot, melynedkér 1, 2, 3, 4,5 és 6
lehet. AzA valtozo értéke az élglobas értekét da masodik kocka dobas eredményét jeloli!
Ezt aStatisticcsomagRandomVariabletasitasaval megtehetjik, ha az eloszlas tipusanak
DiscreteUniform(1,6)eloszlast valasztjuk

Megoldas a Maple Statistics csomagja segitségével

> with( Statistics :
> A := RandomVariable DiscreteUniforgt, 6));
> B := RandomVariable DiscreteUniforft, 6))
A=R
B:= RO (1.4.11)

Adjuk dssze a két dobas kulonlbéartékeit. Vagyis alkalmazzuk az dsszeadéseaietét azA és
B dobé&sok kozott. Jeldljgaz 6sszege¥.=A + B.

> Y:=A+8B




> valbszidiségek= [sed Probability ¥=k),k=2..12)];
Y:=_ R+ _RO
1 1 1 1 5 1 5 1 1 1 1

valosziisegek= | . 790 75 9 36" 6° 36° 9’ 12’ 18° 36 (1.4.12)

Lathato, hogy diszkrét esetben)azaltozok ertékéhez tartoz6 valdsiseget @robability(X=k)

eljaras kiszamolja. Az 6sszeg eloszlasat felrapplk aStatistics csomagColumnGraph

eljarasaval is.

> ColumnGrapli valdszifségekgridlines offset=1.7)
0.161
0.14
0.12]
0.101
0.08]
0.06

0.041

0.021

7.4.3. abra. Két kocka dobas 6sszegének eloszasapaliagrammal.
Tehat két egyenletes eloszlasu diszkrét valtozoeggnek eloszlasa diszkrét "haromszog" alakd.

V 7.5.Folytonos val6szitiségi valtozo. Két véletlen pont tavolsaga.

7.5.1.DEFINICIO. Folytonos eloszlas és disiiség fluggvény

Az X:Q—R valosziniségi valtozé és a neki megfeléleloszlasfolytonosak nevezzik, ha
egyrészX értékkészlete nem megszamlalhatéan végtelen (expmbb szamossagu, mint
megszamlalhato és igy kontinuum), tovabbk@d =P(X < x) eloszlasfliggvéngez



megadhatoé olyarnvalosf (x) figgvény, amely (esetleg véges sok pont kivéatjduelytonos &
X
F(x) :J f(u)du=P(X < X)
Megmutathat6, hogy ekkor a folytonds/alésziriségi valtozo F(x) eloszlasfiggvénye (véges

sok pont kivételéveljifferencialhaté figgveény a teljes szamegyenesenf&yfliggvényt azx
siiriség fliggvéngnek nevezzik.

7.5.2. PELDA. KET VELETLEN PONT TAVOLSAGA [0, 1] INTERVALLUMBAN
Az egységnyi hosszusau Q@ ihtervallumban véletlenszZen valasztunk egymastol
fuggetlentl 2 pontot. JeloljX a két pont tavolsagat. Mivel a pontokat véletlengmn
valasztjuk, ezért X értéke véletlendmmm valtozhat 0 és 1 kozott.
(a) Mekkora a val6sziisége, hogy a két pont tévolsé@aebb% -nél, azaz P(X < % ) =7
(b) Hatarozzuk meg a¢valtozoF (x) eloszlasfliggvényét ésx) siriiségfiuggvenyeét!
(c) Rajzoljuk felX eloszlas fiiggvényének é&éség fliggvényének grafikonjat!

MEGOLDAS

1. Megoldas Matematikai levezetés kis segi

A kézi megoldast kissé megtamogatjuk a Maple guafiés szimbolikus képességeivel, de

alapveten nem térink el a papir-ceruzas valtozattol.

Jeloljeailletveb a két véletlen pont 0-t6l mért tavolsagat. Ekkor |b — a|. Osszegfjtve az

0sszega; b) partaz22 =10, 1]1x [0, 1] eseményteret kapjuk, mely azéetsknegyedben lév
egyséegneégyzet.

AzA:{ (a,b) €Q ‘ Ib—al < %} esemény valbsziségét az egyetdtlenségnek megfelél

halmaz teriiletének és az egységnégyzet tertlet&mgladosa adja.

Rajzoljuk fel az A halmaz pontjait az egységnédyepta plots' csomag iheqaul eljarasét
hasznalva!

Ehhez az abszolutértéket fel kell bontani két e&szr

() ha(b —a) > 0, akkor az abszolutértek elhagyhaio—a =b — a,

(i) ha(b —a) <0, akkorlb —a| =- (b —a).

A rajzolashoz db —a) < % és-(b—a) < % két egyerdtlenséget kell megadni, hogy a
k6zbezart tartomanyt kapjuk. (Kézi szamolasnallmaat két halmaz unidjabol kell 6sszetenni!)

> restart:

> plotg inequa]({b —a< Z -(b—a) < Z} a=0..1,b=0..1,optionsfeasible (color

=red), optionsoperF (color =blug thickness: 2), optionsclosed (color =green
thickness= 3), optionsexcluded (color =yellow), scaling= constrained



7.5.1. 4bra. AX =|b — a| valdszirtiségi valtozaX < % esemeénye

Mekkora a pirossal befestett teriilet? Megkapjullaszt, ha az egységnegyzet 1 teril@téb
kivonjuk a keté sarga sziihnderékszog haromszog teriletét! Mekkora a sarga hdromszogek

befogéja? Ehhezla=a — % egyenes metszéspontjat kell megkeresai-#zngellyel illetve a
b=a+ % egyenes metszéspontjat a b-tengellyel! Ezeekaz% illetveb = % helyek. igy a

sarga derekszdigharomszogek egybevago egyzaruak és befogéi% hosszuak. A két

haromszdget egy négyzetté egybetolhatjuk.
Ezért azA halmaz terllete vagy( A) mértéke

1 1_, 1 _15
A== 2 "1 76 16
Mivel az egységnégyzet terilete 1, amd£2) =1, ezért
3 m( A) 15
P(A):P(X<—): ==
4) mQ) 16

(b) és (c) egyutt
Hatarozzuk meg Xloszlasfliggvengt éssiirisegfiggvéngt! Rajzoljuk fel X eloszlas
flggvényének ésisiiség fliggvenyének grafikonjat!
Az F(x) =P(X < x) eloszlas fliggvény meghatarozasahoz az
Ax:{(a; b) | Ib—al < x}

esemeény teruletét kell szamolni téileges valox esetén. Ax = n eset szamolasat az (a)

részben elvégeztik.
Az x < 0 esetberA a lehetetlen esemeny, mert a két pont tavolsageleiget negativ. A

lehetetlen esemény valéstsgge 0, ezéf(x) =0, hax < 0.



Az 1 < x esether a biztos esemeény, mert a két pont tavolsaga mihdaigl nem nagyobb. A
biztos esemeény valésfisege 1, ezéR(x) =1, ha 1< x.
Rajzoljuk felaniméacidval a terileteket , havéltozik 0.1 -61 1-ig és a lépték legyen 0.1!

A terlletek animacioja

teruletek=seq plotsinequall({b <a+x,a—x <b},a=0..1,b=0..1,0optionsfeasible
= (color=red), optionsopers (color =blug thickness 2), optionsclosee (color
=green thickness 3), optionsexcluded (color =yellow) ), x=0.1..1, 0.1 :

> plotg display( [teruleteK, insequence true, scaling= constrained

1

0.81

0.6

0.41

0.2]

7.5.2. animacio. AX=|b — a| valdsziriségi valtozdX < x eseményenek animacidja x-
valtoztatasaval

A felrajzolt piros terilet mértéke F(x) =1 (1 — x)z, ha 0 <x < 1. Ezt az (a) részben szamolt



valdsziriségnek megfeléen kapjuk, mert a sarga deréksizdgiromszogek egyutt egy
(1 —x) oldal hosszuségu négyzetet adnak.

igy azF eloszlas fliggvény értékét szakaszonként lehet dméga

Az eloszlas fuggvény és grafikonja

> F:=unapply{ piecewide X 0,0,x<1,1—(1—x)231),%): F(x)'=F(x)
> plot(F(x), x=-0.5..1.5scaling= constrainedtitle = X eloszladiiggvénygthickness 3)

0 x<0
Fx)=11—-(1-x% x<1 (1.5.1)
1 otherwise

Xeloszlas fuggvénye

0.8

0.6

0.4-

0.2

05 0 05 1 15

7.5.3. &bra.Az X = |b — a| valosziriségi valtoz6 eloszlasfiggvenye

Tehat X eloszlas fuggvénye= 0-ig nulla, ezutan egy parabola iv mentén szigomanoton 6 0
-tél 1-ig, majdx > 1 utan értéke 1 lesz.
Az f (x) suriségfuggvényt &(x) eloszlasfiggvéngerivaltja adja med (x) = % F(x) .

A siiriiség fuggveny és grafikonja

> f:= unapplx{(?x F(x),x) (x) =1(x);

suruseg= plot(f(x), x=-0.5..1.5thickness= 3, scaling= constrainedititle
= X giriség fluggvénye suruseg

0 x<0
undefined  x0
2—2X x<1

0 1<x

f(x) =




X siirdiség figgvénye

15

0.5

05 0 05 1 15

7.5.4. abra.Az X =|b — a| valGsziriségi valtozo &riiségfliiggvénye

Mivel konstans figgvény derivaltja nulla, ezértiaiség fuggvény nullatol kilonbézrtéket

csak g O, lintervallumban vesz fel. A 0,]lintervallumban a figgvény linearisan csokken.
Figyeljuk meg, hogy aistiségfliggvény gorbéje alatti tertilet (mely egy harmig$ 1 lesz.

2. Megoldas. A MAPLE Statistics csomagjanak alkalmazasavs

Az X valbsziriségi valtozét és a hozzatartozo jelléket is megadhatjuk a Map&tatistics
csomagja segitségével! Ha # €s 'B" valosziniségi valtozok folytonos egyenletes eloszlasuak
a[ 0, 1] intervallumon, akkor aX=|B — A| éppen a keresett valosasegi valtozo! Ezt irjuk le

Maple -nyelven.

> with( Statistics : A:= RandomVariable Uniforrt0, 1)) :
B := RandomVariable Unifort0, 1)) :
X:=B—A

X:=|-_R2+ _R1] (1.5.2)

A "CDF" neui eljaras az eloszlasfuggvenyt, a "PDF" pedigréseg figgvényt adja meg!
> Eloszlas fuggvény CDF( X, x), Siriség fuggvény simplify PDH X x) )

0 x<0 0 x<0
Eloszlas figgvény{ -x2 +2x x<1,Siriség fuggvény{ 2—2x x<1 (1.5.3)
1 1<x 0 1<x

Ezek a fuggvények a fentiekben szamolt fliggvények!

A kapott eloszlas ismert, mely beletartozik a h&pig vagy angolulriangular -eloszlask
csaladjaba. Nevét onnan kapta, hogyiréisegfiiggvény alakja egy haromszog. Egyértelm
definialasahoz egyrészt meg kell adni a fliggvenygji az x-tengelyen lév[ a, blintervallumot
(a < b). EKkkor az x-tengelya, b] szakasza a haromszdg egyik egyik oldala, vagyis a
csucspontold(a, 0) ésB(b, 0). Masréeszt a harmadik C csucs rogzitéséhez elégagyt értek
valasztasa, mely@e < ¢ < b teljesil. Akkor a haromszdg(c, m) csucsa olyam > 0
magassagban van, melyre teljesil a gorbe alaflietet feltétel. Ehhezw =1
egyenletet kell megoldantre. Ennek az eloszlasnak daangular( g b, c) a hivatkozasi kédja.
Ellendrizzik a kapott képletek 6sszehasonlitasaval, feggp esetben a¢~Triangular(0, 1, 0)
eloszlassal van dolgunk!

> Y := RandomVariable Trianguld0, 1, 0));



eloszlasfuiggvény CDF( Y, x), siriségfiuggveny PDF(Y, x)
Y:=_R5

0 Xx<O0 0 X <0

eloszlasfiggvény i 1 — (1 — x)2 x < 1,siridségfuggvény { 2—2x x<1 (1.5.4)
1 1<x 0 1<x

Ezzel szinte igazoltuk azt az allitast, hogy [kt ]-n egyenletes eloszlasu folytonos valtozo
kulonbségének abszolut értéke specialis haromdnéglésu.

3. Megoldas. Kisérletezés MaplStatistics csomagj

Talan az egyik legfontosabb részhez érkeztliink ez ekisérletezésEnnek segitségével derdl
fény a titokra. Minden olvasdban felmeril a kérdégon miért fordulnak él az

X =|A — B| tavolsagban gyakrabban a nullahoz kozeli értékeht az 1-hez kdzeliek?

Nézzuk csak az utasitasokat!

Gyakorisag hisztogram 1000 véletlen adat alapjan

N :=1000

mintaA:= Samplé AN) : mintaB:= Samplé BN) :

tavok:= [seq| mintag— mintaBl, k=1.N) ]:

H := Histogram( tavok:

plots] display( [surusegH ], title = Gyakorisag hisztogram és drgseég fuggvény
N :=1000

V V. V V V

Gyakorisag hisztogram és a siiriiség filiggvény
2

7.5.5.abra Hisztogram két [0,1]-n egyenletes eloszlasu miiténbségenek abszolut értéké




Egyenletes eloszlasu pontokbol hogyan lesz haromgzéloszIlas?

> pontokA:= plot( [
= pontok A) :
pontokB:= plot(
= "pontok B) :
pontoktavok= plot([seq[ tavok k k], k=1.N) ], style= point symbok cross title
=kulénbségekbszolu@értéke :
> plotg] display(matrix(1, 3, [ pontokApontokB pontoktavok) )

seq[ mintap k k], k=1.N) ], style=point symbok cross title

sedq[ mintaB k k], k=1.N) ], style= point symbok cross title

pontok A pontok B kiilénbségek
abszol it értéke

0.00.4 0.9 0.10.4 0.9 ST04 00

7.5.6. abra. 1000 pont egyenletes eloszlassabaZelimasodik abran, és ezek kulonbségének
abszolutértéke a harmadikon

Generaltunk 1000 véletlen szameglyenletes eloszlésn a [0,1] intervallumon az A valtozora is
és a B valtozora is! A pontokat lathatjuk azeds masodik abran kisséokatlan modon
Ugyanis a fliggleges tengelyen vannak d-1000-ig a pontok sorszamai és a hozzatartoz6
[0, 1]-ben le értékek a vizszintes tengelyen. Altalaban ezeadditdtt tengely kiosztdsban
abrazoljak. A vizszintes tengelyeket felosztotiuk0.1 léptekkel fliggleges csikokra. Azt
lathatjuk- megszamlalas nélkilishogy az egyes intervallumokbaigmntok szamaagyjabal
azonos Ez azt jelenti, hogy az eloszlasok egyenlete&dK), 1] intervallum barmelyik részén a
pontok egyenletesen vannak szétteritve. Nincs ayaisddési hely ahol sokkal tdbb pont
szerepelne.

A harmadik abran a pontok ugy keletkeztek, hogy azéedbrak — ik pontjanak értékét kivontuk
a masodik abrk- ik pontjanak értékél, majd ennek az abszollt értékét rajzoltuk fel az
el6zéekkel azonos médon. Az lathatd, hogy a ftlgges savokba épontok szama a kapott
pontfelhében nem egyenletes. Legtobb poiit a 0] (el részintervallumban talalhatd, mig a
legkevesebb az utol§6 0.9 teszintervallumban. Az hogy egyenletesen cstkkek szama a
[0, 1] intervallum részein belll, aztgyakorisag hisztogramjobban mutatja. Anélkul, hogy
egzakt matematikai moédon bizonyitanank, hogy adagzlas haromszog alaka ezt
megsejthetjikaz abrak alapjan!

A most végrahajtott eljarast neveitonte Carlo-médszenek! Véletlen szamok generalasaval
€s azokon végrehajtottiiveletek segitségével kapunk Ujabb véletlen szamé&kzak eloszlasat
grafikus mddszerek alapjan sejtjiik meg. Ez hozgé setévedések kiresehez. Egy kutato
mérndk kezében ez egy o6riasi eszkdz. A valosaghganis egy bonyolult médonikddd
mérndki berendezésitkbdését Ugy ellairizhetjik, hogy véletlen bemeneteket generalunkdma
a kimeneteket megmerjuk. A kimeneten jelentkstatisztikai feldolgozasok hozzajarulnak a
"fekete doboz" betsberendezés pontosalgiirasinak megfejtéséhez!

V 7.6.Diszkrét valtozo eloszlas fuggvénye. Két kocka dobdsszege.



Az X diszkrét valdsziniségivaltozOP( X < x) = F(x) eloszlas fuggvényének alak§gpcss
fuggvény, amely véges lépéfokszam esetén a nulla magassagrol indul és novekatifel az 1
magassagra!

Ha azX diszkrét valtozo6 értékei €s a hozzatartozo vahiiségek a kovetkék

XX X5 X3 oo X o

P p PP .o B -
akkorF (x) =P(X < x) szamitasahoz azokapgvalosziriségeket kell 6sszegezni, melyekre az

X < xteljesul. Ha ax, ertekeknovekvéleg rendezettek akkor a szamitas a kovetk&zppen
részletezhet

0 X <X
p1 X1<X<x2
pl—i-p2 x2<x<x3

A Iépcdis fliggvény balrdl folytonos. A kdvetkézben felrajzoljuk a dzkrét valtozé
eloszlasfliggvenyea 7.4.2. pédara! AX éskx listak a valosziiiségi valtozd értékeit és a
k

Zps halmozott valosziniségeketartalmazza (k=1,2,3,...).
s=1

7.6.1. példa (7.4.2. példa folytatasa)
Készitlink egy programot a két kocka dobasakor #opaisszegeére kapott valosigegi
eloszlasfuiggvenyzemléltetéseére!

Megoldas
X:=02,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12

px:= [36’ 36° 36° 36° 36’ 36’ 36’ 36 36’ 36 %};N;nOpS{ pX
X:=[2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12

36'18' 12°9'36' 6’ 36° 9’ 12’ 18’ 36
N:=11 (1.6.1)

Ki kell szamitanunk px valosziriségek halmozott értekeit és ezt kell abrazolni!

sec{Zp&, nzl..N]
i=1

[1 1 15 5 7 13 5 11 35

= 36’12’6’18’12’12’18’6’12’36’1 (1.6.2)
Elkészitjuk aX ésFx listakkal a 1épass flggveny lépdst!
> lépegsk = [[[X; — 1, 0], [ Xy 0] seq [[ % FXs X FX]] k=1.N—1), [[Xy 1],

pX:=

Fx:=




XN—I-l 1]”

0.0, 20 [2 L [o - o [ 3 09
A AT T
o8 o 5o 3 0 s o e

[[12, 1], [13, 1]]]

H

> korok:= [sed[ X K, Fx[k]],k=1.N) ]
k('jr('jk:=H 316} [3 %} [4,%], [5,1%], [6,%], [7%] [8,1—2}, [9,%}, (1.6.4)

[10 E} [11 —] (12, 1}

Az eloszlas fuggvény grafikonja lépdss fliggvény diszkrét esetben

> rajz1 = plot(lépcgk, color =blue thickness 3, title
=Kétkockadobag$sszegénedloszladluggvenye:
rajz2 := plot(korok color =black style= point symbok= circle) :
plots display([rajzl, rajz2])

Két kockadobas 6sszegének el oszl as fliggvénye

1’ |~—
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0.8
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0.6 —
0.4 —
——
0.2 —
(—
0 ? ‘ ‘
4 6 8 10 12

7.6.1. abra.Két kockadobas 6sszegének eloszlas figgvényépeié

Az eloszlasfiggvényt leolvashatd, hogy az ugras meértéke eleinte nékeksajd a vége felé
csokken. Az ugrasi pontokban a jobb oldali magasat#kekben koroket rajzoltunk érzékeltetve,
hogy a figgvény balrol folytonos!

V 7.7.Folytonos valtoz6 $iriiségfiiggvénye és eloszlasfiiggvénye

7.7.1. Kapcsolat folytonos eloszladisiisége és eloszlasfliggvénye kdzott
FolytonosX valosziriségi valtozé esetén definicié szerint van olyamégésok pont
kivételével) folytonosf (x) striiségfiiggvény, amelyre



X

F(x) :J f(u) du

Ekkor azF eloszlasfliggvény minden pontlfatytonos és ¥ges sok pont kivételével

differencialhat6, tovabba derivaltjara

d _
ax F(x) = f(x).

igy folytonosX valoszitiiségi valtozora
b

P(a < X<b)=P(X<b) — P(X < a) =F(b) —F(a):J f(x) dx.
a
Ahonnan kdvetkezik, hogy(X=x) =0 minden valds x-re! Ezért folytonos eloszlag@saz
F(xX) =P(X<X) =P(X<X)
egyarant megfeléldefinicié az eloszlasfiggvenyre. Az egységesrageés (diszkrét és
folytonos) miatt maradunk a hatarozott kisebb jelné

7.7.2. Példa (7.5.2¢élda folytatasa)
Szamitsuk ki annak valésziségeét, hogy & 0,]lintervallumban véletlenul valasztott két por

egyméstél%-nél nagyobb , dejj -nél kisebb tavolsagra esﬂ{% < X< %)'

~—+

Megoldas
A 7.5.2 példdban megtaléltuk az F eloszlas fliggvéswz f 8riiség fliggvenyt!

Az f (x) siriiség fliggveny és & (x) eloszlas fuggveny kapcsolta:

> F:=unapply{ piecewide x 0, 0,x
> f:= unapply piecewige x 0, 0,x

IA A
Lol =
N
I
N —
x
o
ke’

0 x<0
F(x) =1 1—(1—x)? x<1
1 otherwise
0 x<0
f(x)=12—-2x x<1 (1.7.1)
0 otherwise

A keresetP(% < X< %) valbsziriséget egyrészt az eloszlasfiggvény két értékének

kulonbsége adja:
()3 )
F(Z)_F(Z)ZE (1.7.2)

Masrészt ugyanezt megkapjuk, ha kiszamitjurasggfliiggveny gorbe alatti tertiletet az adott



intervallumon integrallal!

3 3
4 4
> [ f(x)dXZJ F(x) d
o 1
4 4
3
4
0 x<0
2—2x x <1 de% (1.7.3)
0 otherwise
1
4

Tehat a keresett valdsziniiség 5 amelyet szemléltetiink a strtségfliggvény alatti megfeleld

teriilet befestésével.

A siiriiség fiiggvény alatti teriilet és a valosziniiség

> gorbe = plot(f (x),x=-0.2..1.2, scaling = constrained, discont = true, axes = framed, title
= A két pont tavolsdga stirtiség fiiggvénye gorbéje alatti teriilet, color = black, thickness = 3 )

: 1 3 .
terulet == plot [/ (x),x= e scaling = constrained, filled = true, color = green) :

plots| display | ( [ gorbe, terulet|, tickmarks = [7,10])
A két pont tavolsdaga stiriiség fiiggvénye gorbéje alatti teriilet
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7.7.1. abra. Az — <X < 7 esemeny valosziniisége és a siiriségfliggvény alatti teriilet

7.7.3. TETEL. A siiriiségfiiggvény tulajdonsagai
Az X folytonos valosziniiségi valtozé f(x) strtségfiiggvényére teljesiilnek az alabbi feltételek




(@ 0<f(x) és
(b)f f(x) dx=1

BIZONYITAS.
X
(a) Mivel f(x) véges sok pont kivételével folytonozeet a F(x)= f(u) du flggvény mindenutt

folytonos és véges sok pont kivételével differelneito, tovébbé(;j—x F(x) =f (x). Mivel F(x)
monoton nem cstkkénezért F(x) derivaltja, azaz f(x) nemnegativ!
(b) Ha f(x) folytonos az [a,b] zart intervallumon, akla Newton -Leibniz-tétel alapjan
b b
P(a < X < b) =F(b) — F(a) :J % F(x) dx=J £(x) dx.
a a
Mivel f véges sok pont kivételével folytonos, ezért ez igarmely| a, b] intervallumra. Eb#6l
pedig

2]

J f(x) = lim F(b)- im F(a)=1-0=1. Q.e.d.
o — X a— - @

lgazolhato, hogy ha egy f(x) fliggvényre teljestlaek 7.3. tétel (a)-(b) feltételei, akkor van
olyanX folytonos valdszitiségi valtozd, melynekisiségfiiggvénye f(x) és eloszlasfiggvénye F

(x).
7.7.4. PéldaExponencialis eloszlas

0 x<0
Tekintstk az f (x) = Cax flggvényta > 0 paraméterrel!
ae 0<x
(a) Mutassuk meg, hodyvaloszitiségi siriiségfiiggveny tetgtegesa > 0 esetén! A
megfeleb eloszlasexponencilis eloszlasmk nevezzik.
(b) Hatérozzuk meg d@(x) eloszlasfiggvenyt!

(c) Szamitsuk ki a’( L <X< 1) és aP(X>3) valbszirtiségeket!

2

Megoldas.

(a)Ellendrizziik a griiségfiggvényre vonatkozo feltételeket! Az<(r (x) teljesul, mera > 0 és
az exponencialis figgvény pozitiv.

> restart: assume0 < a) : f:= x—piecewisé x<0,0,0<x, ae ) :'f(x)"'=f(x)

0 x<0
f(x) = ey (1.7.4)
a~-e 0<x
Ellendrizziik, hogy a gorbe alatti tertlet 1.
> f(x) X:J f(x) dx
0 x<0
_ x=1 (1.7.5)
a~e ¥ 0<x



Rajzoljuk fel a kiszamolt gorbe alatti teriiletet az @ =2 paraméter esetén!

Az exponencialis eloszlas siiriiség fiiggvénye

> gorbe = plot(subs(a=2,f(x)),x=-1.3, scaling = constrained, title
= Exponencidlis eloszlds stirfiségfiiggvénye, color = blue, thickness = 3, discont = true) :
terulet = plot(subs(a= 2, f(x)),x=-1.3, scaling = constrained, filled = true, color = yellow) :
plots| display | ( [ terulet, gorbe])

Exponencidlis eloszlas siiriiségfiiggvénye

1.5

0.5

7.7.2. abra. Az exponencialis eloszlas siiriségfiiggvénye a =2 paraméter mellett.

(b) Az eloszlasfiiggvény a stirtiségfiiggvény integralfiiggvénye a [ - o, x ] intervallumon!

Az exponencialis eloszlas eloszlas fiiggvénye

0 x<0
F(x) = . (1.7.6)
-e +1 0<x

> plot(subs(a=2, F(x)),x=-1..3, scaling = constrained, title
= Exponencidlis eloszldas eloszlasfiiggvénye, color = blue, thickness =3)




Exponencidlis eloszlas eloszlasfliggvénye

0.9]
0.7
0.5]
0.3]
0.1

7.7.3. abra.Exponencialis eloszlas eloszlasfiggvéaye2 paraméter mellett.

Az eloszlas nevét onnan kapta, hogyidiseg fliiggvény exponencialisan csokken ae 0,
intervallumon, mig az eloszlasfliggvény exponeisaal névekszik.

(c) A valosziriségeket aeloszlasfiiggvénnyek és asiiriiségfiiggvénnyels kiszamolhatjuk.
> X:= 'X':P(X = {1, 1D —F(1) —F[lj;

2 2
1
1 _ -a- W
P(X e [3,1}) =% te (1.7.7)
1 1
> P(z gXandX<1j :J f (Xx) dx
1
3
1
1 . -a~ P
P(E gXandX<1)——e te (1.7.8)

A kapott valészifiség a ériiségfiigvény gorbéje alatti terilet!

A siiriiség fuggveny alatti tertlet valészitiséget mutat

> gorbe:= plot(subg & 2,f (x)),x= -1..3,scaling= constrainedaxes= framed title
= A valészitiség a griségfuiggvény alatti tertlettel szemléltesheblor = black) :

terulet:= plot[ subg & 2,f (x)),x= % ..1,scaling= constrainedaxes= framedfilled = true,

color= yeIIowj :

plots] display] ([ gorbe terulet])




A valosziniliség a stiriiségfiiggvény alatti teriilettel szemléltethetd
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7.7.4. abra. A P( % <X<1 ) valoszinliség a stirtiségfliggvény alatti tertilet.

Valésziniiségek meghatarozasa eloszlas fiiggvénnyel

> gorbe = plot(subs(a =2, F(x) ), x =-1..3, scaling = constrained, title
= A valosziniiség az eloszlasfiiggvény két értéke kozotti eltéréssel szemléltethetd, color = black, axes

1 1
O,AvubAv(aZ,F[zjj ,[2’

, scaling = constrained, axes = normal, color = blue, linestyle = 3
, scaling

%30], %,subs[azf[%)m

= constrained, axes = normal, color = yellow, linestyle =3
1
0.3, Subs[ a=2, F( 5 j ] }, [0.3, subs(a =2,F(1) ) ]], scaling = constrained, axes

= normal, thickness =3 ) :

viz :p[{)t[ [ [[0,subs(a=2,F(1))],[1,subs(a=2,F(1))]],

_ﬁtgg:plol[[[[l,O], [l,subs(aZZ, F(l))]],

elteres := pl()t[

= normal, color = red, thickness =3




plots] display] ( [ gorbe viz, fugg eltereq )
A val6szindiség az el oszlasfiiggvény két értéke kozotti eltéréssel szemléltethets

09— . _
07| :[

0.5]
0.3
0.1

7.7.5. abra.A P(% < X< 1) valbsziriség az eloszlasfliggvény megvaltozasa.

Az eldzéekhez hasonléan @&z={®w € Q| X(®) > 3} esemény P(A) val6sziségét
kiszamolhatjuk

(a) a siriségfuggvény [3) intervallumon vett integralasav@( X > 3) = J f(x) dx
3
(b) az eloszlas fliggvény értékével és a tagad@séesee kapotP( A°) =1 — P(A) képlet
alapjan:
P(X>3)=1—-P(X<3)=1-F(3).
> P(3 < X) :J f(x) dx;
3

P(3<X)=—1— (1.7.9)
()
> P(3 < X) =F( ) —F(3)
P(3 < X)=e3 (1.7.10)

A két értek azonos, ha alkalmazzuk a hatvanyozascgsagait.

V 7.8. EIméleti ellenors kérdésel

Milyen elemeket tartamaz egy valésiagi valtoz@rtelmezési tartomanyailletve
ertékkeszlet®

Hogyan értelmezzik egy valosigegi valtoz@loszlasfuggvengt?

Milyen tulajdonsagokkal rendelkezik egy altalanos valésisggi valtozo
eloszlasfuiggvénye

Mikor mondjuk egy valésziiségi valtozordl, hoggliszkrét?

Mikor mondjuk egy val6sziségi valtozérdl, hogfolytonos?

Hogyan definialjuk a diszkrét val6sisegi valtozeloszlagt? Mik a jellemai?

Hogyan definialjuk a folytonos val6s#igegi valtozésiir iiségfliggvéngt? Mik a
jellemzi?



Milyen jellemz tulajdonsagai vannak egy diszkrét valos#segi valtoz6
eloszlasfuggvényéenek?

Milyen jellemz tulajdonsagai vannak egy folytonos valds#isegi valtozo
eloszlasfliggvényének !

Milyen kapcsolat van egy folytonos valosgségi valtozo riiség fiiggvénye és eloszlas
fuggveénye kozott?

V 7.9. Gyakorl6 feladatok

A kovetked fliggvényekbenhatarozza meg aa konstans értékét gy, hogy a fliggvények
kielégitsék a valdsziiségi eloszlasfiiggvény dsszes kovetelményét! Hatanmeg mindegyik
esetben a megfetekiriségfiggvényt is €s rajzolja fel ezek grafikonjat!

0 X <5
@ F(x) 0 x<5 (b) F(x) 1 5<x<7
a X) = X) =1 = <
a 5<x 2
a 7 <X
0 Xx<0
0 x<0
() Fx = . (d) F(x) =4 aarcsid/x 0<x<1
L o™ ey {Vx)
1 1<x

(e) F(x) =aarctarix)

A tiz egy erd barmely pontjan egyforma valosiggeggel keletkezhet. &izolto laktanya az

erd5 AB szélésl d>0 tavolsagra van és az A illetve B sarkoktdl edyen0O tavolsagra. Az erd

AB széle tekinthét egyb>0 hosszlsagu egyenes szakasznak. (Lasd az &hattarozzuk meg a
valbsziriiségi eloszlas- édidiség fliggvényét annak Xzvaldsziriségi valtozénak, amely a
tizoltd laktanya és az AB vonalon keletkezétthelye kdzotti tAvolsag. Rajzoljuk fel az eloszlas
és sirisegfuggveny grafikonjait!

Tiizoltd laktanya

A | B
r‘-\.
b
7.9.3. felada
Egy szennyekforras altal okozott kdrnyezetszennyezés jol kivtaz

0 r<o
f(r)= :
ae? o<r
siriség fliggvennyel, ahola szennyezeés forras centrumatol mért tavolsagrbiatuk meg azt a
sugarat, amely koron bel Ul a szennyezodés 95%-a tal élhatd!



7.9.4. felada

Egy diaknak ahhoz, hogy otthonrdél az iskolaba baldseérjen 20 és 25 perc koz6th id
szliikséges egyenletes eloszlasban. Ha a didk pan#88&8-kor megy el otthonrdél, akkor mekkora
a valoszitisége, hogy a tanitas 8:00-as kezdetére beéraahsi?

V Feladatok diszkrét eloszlasokra

7.9.5. Feladg

Dobjunk fel két szabalyos kockat. Jeldlje X a dblpontok szorzatét!

(a) Adja meg a valosziriségi valtozo lehetséges értékeiXéartekeihez hozzatartoB
valosziriségeket!

(b) Rajzolja fel azX - p sikban a kapott pontokat!

(c) Rajzolja fel a diszkrét eloszlast palcika diagraatim

(d) Rajzolja fel a diszkrét eloszlasfiiggvény l&fitis

Dobjunk fel két szabalyos kockat. Jeldlje X a dblpontok kdziul a nagyobbikat (egyénl
dobas esetén barmelyiket)!

(a) Adja meg aX valosziriségi valtozo lehetséges értékeiXéartékeihez hozzatarto®
valosziriségeket!

(b) Rajzolja fel azX - p sikban a kapott pontokat!

(c) Rajzolja fel a diszkrét eloszlast palcika diagraatim

(d) Rajzolja fel a diszkrét eloszlasfiiggvény l&fitis

7.9.6. felada

Egy nem szabalyos kocka hat oldala ugy torzitoiyraz egyes dobasok valédmage
P(X=K) = 5, ahol k=1,2,3,4,5,6.
(a) Mutassa meg, hogy a megadott szamok valébahkrdiseloszlast hataroznak meg!
(b) Rajzolja fel az eloszlas palcika diagrammjat!
(c) Rajzolja fel az eloszlasfiiggvény Iéfssliggvényét!
Jelolje X az 6tos lottd joker szamabadbfetduld 0 szamjegyek szamat. A jokerszam hatjegy
€s a szamok sorrendje Iényeges. A szamjegyeitatmazses modszerrel véletlensieer
hazzak ki egyméstol fuggetlentika 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, B}&zamjegyek kozul.
(a) Adja meg X lehetséges értekeit €s a hozzatasaldszitiségek tablazatat!
(b) Rajzolja fel X eloszlasat palcika diagrammal!
(c) Rajzolja fel X eloszlasfuggvényeét!
Harom ember kdz6tt sorsolnak ki 1000, 2000 és Faafi. A 3 sorsolas egymastal figgetlen
es barmelyik személy ugyanakkora valoggzéggel nyerhet. Jeldlje Xzvaldsziriségi valtozo
egy kiszemelt személynek juté ezresek szamat, azaz
X =k, haakiszemelszemélk darab 1000 Forintot nyer (k=1,2,3,4,5,6 lehet)
(a) Rajzolja fel X eloszlasat!
(b) Irja fel X eloszlasfuggvenyét és rajzoljuk fel gkainjat!
(c) Hatarozza meg annak valésggget, hogy X<3 illetve X<3.5!

7.9.9. felada

Egy urnéban 5 darab goly6 van,dl %-ig sorszamozva. Véletlensien kihtzunk 2 golyét
egyszerre. Jelblje az X valosisegi valtozo a kihazott golydkon léypontok kilénbségének
abszolut ertékét!

(a) Adja meg X lehetséges értékeit és a hozzatartaldsxiniségek tablazatat!

(b) Rajzolja fel X eloszlasat és eloszlasfuggvenyésidlja a munkalapban talalhaté
eljarasait!

Az X diszkrét val6sziniiségi valtoz6 0 < p < 1 paraméterii Ber noulli eloszlasu, ha



Pp=P(X=0)=(1—p) ésp;=P(X=1)=p
Az eloszlasBernoulli( p)* néven szerepel a Statistics csomagban.
(a) Mutassa meg, hogy az igy értelmezett szamok esgkrét valdszitiségi eloszlast
hatédroznak meg.
(b) Rajzolja fel p=0.2 esetén Xzdiszkrét valtozo eloszlasfliggvényét és eloszlasat!

7.9.11. Felada
Az X diszkrét valdszifiségi valtozd n, p) paramétdrbinomialis eloszlasur( € N és
0<p<l),ha
n

P=PX=k) = (0] -P(1—p)
ahol k=0, 1, 2, 3, ...,n. Az eloszI&itilomial(n, p)" néven szerepel a Statistics csomagban.
(a) Mutassa meg, hogy az igy értelmezett szampklisgkrét valdsziiiségi eloszlast
hataroznak meg.
(b) Rajzolja fel az n=10 és p=0.2 esetéXalrszkrét valtozé eloszlasfiggvényét és eloszlasat!
(c) Mekkora valdsziiséggel esik aX valtozo értéke a [4 ; 7] intervallumba a (b) esath

LegyenO<p<lég=1-—p.

(a) Mutassa meg, hogy aﬁp , k=0,1,2,3,....) sorozat egy diszkrét eloszlaséioz meg! Ezt
az eloszlast nevezzigjeometriai eloszlasak. Az eloszlasGeometridp)' néven szerepel a
Statistics csomagban.

(b) Rajzolja fel az eloszlast és az eloszlasfuggtlé

7.9.13. Felads

Legyenek adottak az n, N és s természetes szamolls € N ésn < N. Tekintstk a
sy (N—s
k)(n—k)

N
()
szdmokat, ahol k=0,1,2,..., min(n,s).
(@) Mutassa meg ap, , k=0,1,2,3,....min(n,s)) szamok egy diszkrét iost hataroznak meg!
Ezt az eloszlast nevezzlipergeometrikus eloszlasak. Az eloszlasHypergeometrig(N,s,
n)" néven szerepel a Statistics csomagban.
(b) Rajzolja fel az eloszlast és az eloszlasfiiggvBma0, n=8, m=5 paraméterek esetén!

7.9.14. Feladd

Legyen aA> 0 pozitiv szam. Tekintsuk a

n—k

P =P(X=k)= (

n

_ TN Y
pk—P(X—k)—F-e

szdmokat, ahol n=0,1,2,...Az eloszl&si%son(4)" néven szerepel a Statistics csomagban.
(a) Mutassa meg ag(, , n=0,1,2,3,... ) végtelen sorozat egy diszkrés&dbst hataroz meg! Ezt
az eloszlast nevezzikparamétdr Poisson- eloszlask.

(b) Rajzolja fel az eloszlast és az eloszlasfliggvEnyt.5, 1, 2 és 5 értékekre!

(c) Mekkora a val6sziisége, hogX <5, har=2?

7.9.15. Felads

Legyen a O< p < 1 és természetes szam. Tekintsuk a
K+r—1
p=PIx=k)= (T T —p)
szamokat, ahol k=0,1,2,...Az eloszl&&fativeBinomial(r,p)" néven szerepel a Statistics
csomagban.



(a) Mutassa meg ap(,, n=0,1,2,3,... ) végtelen sorozat egy diszkrésdhst hataroz meg! Ezt

az eloszlast nevezziilesp paramétdrnegativ binomialis- eloszlasak.
(b) Rajzolja fel az eloszlast és az eloszlasfliggvééliiny paraméter értékre!

7.9.16. Felads

Egy szabalyos tetraédert feldobunk haromszor egynfégigetlentl. A szabalyos
tetraédernek 4 egybevago szabalyos haromszogvapjanelynek most a lapjain 1, 2, 3 vagy
4 pont van.

Jelolje X a kapott harom dobasbdl a kilonbpantok szamat.

Példaul, ha a dobas sorozat (4;1;1) lett, akkor, Xt ket killonbdz pontszamot dobunk,
egyszer 4-et es kétszer 1-t!

(a) Adja meg az X valtozo lehetséges értékeit és aekhez tartozo pX valdszieégek listajat!

(b) Rajzolja fel az X valtozo eloszlasdnak pélcikegdianmijat €s eloszlas figgvenyét!

(c) Melyik X érték a legvaldsziibb?

Egy szabalyos dobokockat feldobunk haromszor egightigygetlendl.

Jelolje X a kapott harom dobéasbdl a kilonbpantok szamat.

Példaul, ha a dobas sorozat (6;1;6) lett, akkor, Xart két kilonbdz pontszamot kaptunk,
kétszer 6-t és egyszer 1-t!

(a) Adja meg az X valtozo lehetséges értékeit és aekhez tartozo pX valdszieegek listajat!

(b) Rajzolja fel az X valtozo eloszlasanak palcikegdianmijat é€s eloszlas figgvényeét!

(c) Melyik X érték a legvaldsziibb?

Egy dobozban harom goly6é van megszamozva 1, ZgarBokkal. Kihdzunk véletlenszen
egyet a golyok kdzil, majd egy szabalyos pénz éamgyiszor dobunk fel, ahanyas szamot
haztuk a golyok kozil. Tehét, ha példaul a 3-assrzgolydt huztuk ki, akkor a pénzérmét 3-
szor dobjuk fel egymas utan! Jeldlje X a pénzfeffok) utan kapott fej dobasok szaméat
0sszesen!

(@) Adjuk meg X lehetséges értékeit és a hozza tanaekiszirtiségeket!

(b) Abrazoljuk X eloszlasat palcika diagrammal!

(c) Hany fej dobas fordul élleggyakrabban, ha sokszor ismételjik a kisérletet?

(d) Szamitsuk ki X varhato értékét és szérasat!

Egy 6 oldalu szabalyos dob6 kockat haromszor dolieiregymastol figgetlendl. Az egyes
kimenetelek értekeit jeloljeX;, X, ésX; valoszitiségi valtozo!

Legyen Y a 3 dobas érteke kozll a maximalis dobé&e, azaz Y = maxX;, X,, X3 )

(a) Adjuk meg az Y véletlen valtozo lehetséges ertéden hozza tartozé valdsiségeket!
(b) Abrazoljuk Y eloszlasat palcika diagrammal!

(c) Szamitsuk ki Y varhato értékét és szorasat!

(d) Mutassuk meg, hogy(Y < k) = P( X < k)3 , tehat Y eloszlas fliggvenyg eloszlas

fuggvényének a harmadik hatvanya!
Megjegyzeés:(d) alapjan ki tudjuk szamolni az (a) feladatbarl¥szlasahoz tartozé
valbsziriségeket!

7.9.20. Felads

Egy 6 oldalu szabalyos dob6 kockat haromszor dolielregymastél fliggetlenil. Az egyes
kimenetelek értekeit jeloljeX;, X, ésX; valoszitiségi valtoza!

Legyen Y a 3 dobas értéke kozil a minimalis dobtéke, azaz Y = minX;, X, , X; )

(a) Adjuk meg az Y véletlen valtozo lehetséges értédea hozza tartoz6 valdsisegeket!



(b) Abrazoljuk Y eloszlasat péalcika diagrammal!
(c) Szamitsuk ki Y varhato értékét és szorasat!
(d) Mutassuk meg, hogpP(k<Y) = P( k < X1)3 , tehat Y tdlelési fuggvenys, tulélesi

fuggvényének a harmadik hatvanya!

Megjegyzeés:(d) alapjan ki tudjuk szamolni az (a) feladatbarl¥szlasahoz tartozé
valosziriségeket!

Egy szabalyos dobokockét feldobunk egyszer. Habasial, 5 vagy 6, akkor jelol}ea dobas
ertékét. Ha a dobas értéke 1, 2 vagy 3 lett, aldddobjuk a kockat mégegyszer és ilyen
esetben jeldlje X a két dobas értékének 6sszegét!

(a) Adjuk meg X lehetseges értekeit es a hozza tanakiszitiségeket!

(b) Abrazoljuk X eloszlasat palcika diagrammal!

(c) Szamitsuk ki X varhato értékét és szorasat!

Egy urnéban 5 darab goly6 van,dl %-ig sorszamozva. Véletlensien kihtzunk 2 golyét
egyszerre. Jeldlje az X valdsigegi valtozo a kihtzott golydkon lépontok dsszegét!
(a) Adjuk meg X lehetseges értékeit és a hozzatanaloszitiségek tablazatat!

(b) Rajzoljuk fel X eloszlasat és eloszlasfiiggvéhiasznaljuk a munkalap utolsé
szekcidjaban talalhato két eljarast!

(c) Szamoljuk ki X varhat6 értékét!

(d) Szamoljuk ki X szérasat!

V Feladatok folytonos eloszlasokra

7.9.23. felada

Az egyseégnyi hosszusagu [0,1] intervallumon veétettefien valasztunk egy szamot!
LegyenY a keletkezett két szakasz hosszanak sapezaz
X=x(1-—X)
(a) Hatarozza meg Y eloszlasfliggvényét és rajteljgrafikonjat!
(b) Hatérozza meg Yiisiségfliggvényét és rajzolja fel grafikonjat!

(c) Szamolja ki annak valosfisegét, hogy a két szam szorzata Iegal%bbazaz
1
PlY>—=—|!
Y= 4)
(d) A "Statistics" csomag segitségével gener@piX valtozéra N=1000 véletlen érteket,
majd szdmolja ki az ezekhez tartozd N dafadrtéket! Rajzolja fel a kapott Y értékek

gyakorisag hisztogramjat ér§iség fliggvénnyel azonos koordinatarendszerben! kégyeg
az illeszkedést!

7.9.24. felada

Az egységnyi hosszusagu (@, ihtervallumon véletlenszéen valasztunk egyf szamot.
Legyen Y a keletkezett két szakasz hosszanak ntipszege, azaz

Y=X?+ (1 —X)?
(a) Hatarozza meg Y eloszlasfiiggvényét és rajteljgrafikonjat!
(b) Hatérozza meg Yiisiségfliggvenyét és rajzolja fel grafikonjat!
(c) Szamolja ki annak valosZisegét, hogy a négyzetdsszeg Iegal%hmzazP(Yz % )?
(d) A "Statistics" csomag segitségével generdaemeraljon az X valtozéra N=1000 véletlen
értéket, majd szdmolja ki az ezekhez tartoz6 Ninférartéket! Rajzolja fel a kapott Y értékek
gyakorisag hisztogramjat ér§iség fliggvénnyel azonos koordinatarendszerben! kégyeg
az illeszkedést!

7.9.25. felada

Az egységnyi hosszusagu [0,1] intervallumon valagzegymastol figgetlenll és



véletlenszdienu ésv két szamot. Legyen az X valdsiségi valtozo a két szaszamtani
kbzepe

u+v

2

(a) Adja megX eloszlasfuggvényét és rajzolja fel grafikonjéat!
(b) Adja megX siriiségfiiggvényét és rajzoljuk fel grafikonjat!
(c) Hatarozza meg annak valodeagét, hogy a két szam atlaga legalabb 1/4 legyen!
(d) A "Statistics" csomag segitségével generd@dppmesy ertekekre N=1000 véletlen szamot,
majd szamolja ki az ezekhez tartoz6 N dataértéket! Rajzolja fel a kapott X érteékek
gyakorisag hisztogramjat ériség fiiggvénnyel azonos koordinatarendszerben! kégyeg
az illeszkedést!

7.9.26. felada

Az egyseégnyi hosszusagu [0,1] intervallumon egyaidgggetlenil és véletlenszen
valasztunku ésv két szamot. Legyen az X valésisggi valtozo a két szam szorzata

X=uv
(a) Adja megX eloszlasfuiggvényét és rajzolja fel grafikonjat!
(b) Adja megX sirtiségfuggvényét és rajzoljuk fel grafikonjat!
(c) Hatarozza meg annak valossaget, hogy a két szam szorzata legalabb 1/4 légyen
(d) A "Statistics" csomag segitségével generdppmesy ertekekre N=1000 véletlen szamot,
majd szdmolja ki az ezekhez tartozd N dataértéket! Rajzolja fel a kapott X értékek
gyakorisag hisztogramjat ér§iség fliggvénnyel azonos koordinatarendszerben! kégyeg
az illeszkedést!

7.9.27. felada

Origo kordli egység sugaru kor keriletén véletlengm valasztunk egy P(a;b)ﬁ—i— b’=1 )
pontot. Legyen az X valOsigégi valtozo a P pont abszcisszaja, vagyis

X(a, b) =a
(a) Hatarozza mex eloszlasfuggveényeét és rajzolja fel grafikonjat!
(b) Szamitsa kX siriiségfliggvényét és rajzolja fel grafikonjat!
(c) Hatarozza meg annak val6ésiégét, hogy a pont abszcisszaja 0 és 1/2 kdzé esik!
(d) A "Statistics" csomag segitségével generd@pmesb ertékekre N=1000 véletlen szamot,
majd szamolja ki az ezekhez tartozd N dataértéket! Rajzolja fel a kapottértékek
gyakorisag hisztogramjat ériség fiiggvénnyel azonos koordinatarendszerben! kégyeg
az illeszkedést!

A [0,1]x]0,1] egységnégyzet csucspontjait jelolkA(0,0), B(1,0) , C(1,1) és D(0,1) pontok.
Véletlenszeien valasztunk az AB oldalon egy P(a,0) pontot E®abldalon egy masik Q(b;1)
pontot egymastdl fliggetlenil. Jeldlje X a PQ szakasolsagat!

(a) Hatarozza meg és rajzolja fel az X véletlenozil eloszlasfliiggvényét!

(b) Adja meg és rajzolja fel Xisiségfluggvényét!

(e) A "Statistics" csomag segitségével generaljsh000 véletlen szamot a P és Q pontokra,
majd szamolja ki az X=|PQ| tavolsagokat! Rajzatjealz X-re kapott ertékek hisztogramjat és
X siiriség fuggvényét kozos koordinata-rendszerben! Mibeilleszkedés?

7.9.29. Felads

Legyen aX valosziriségi valtozo ériségfiggvénytogisztikus, ha
(x—8)

e b

(x—a)
b(1+e b )

(a) Mutassuk meg, hody> 0 esetén f(x) valéban rendelkezikiaisségfiiggvényekre tett
mindegyik kikotéssel! Az eloszlatdgistic(a, b)' néven szerepel a Statistics csomagban.

X=

f(x) = 5



(b) Szamitsuk ki a&(x) eloszlasfiggvenyt!

(c) Rajzoljuk fel mind af(x), mind aF(x) fuggvényeket!

(d) Szamitsuk ki annak valésisegét, hogX értéke a [-1,1] intervallumba esik, ha
a=0ésb=1!

(e) Mekkora legyen az "c>0" szam, Xartéke 0.9 valdsziiséggel esik a]c, c]
intervallumba?

7.9.30. Felads

0 x<a
Tekintstk az f(x) = b_a @ <x<b faggvényt!
0 b <x

(a) Igazoljuk, hogy f(x) egyisiiségfuggveny! A megfelélX valosziriségi valtozét az [a,b]
intervallumonegyenletes eloszlasak nevezzik! Az eloszlaBtiform(a, b)" néven szerepel
a Statistics csomagban.

(b) Szamitsuk ki az eloszlasfiiggvényt!

(c) Rajzoljuk fel a griiség- és eloszlasfliggvényt!

7.9.31. Felads

_(x—m)?
o 262
Tekintstk az f(x) = flggvényt!
27

(a) Igazoljuk, hogy f(x) egyisiiségfiiggveny tetsteges m és>0 esetén ! A megfelélX
valbsziriségi valtozot (n) paramétdr GAUSS vagy normal eloszlasnak nevezzik! Az

eloszlas Normal(m, 6)" néven szerepel a Statistics csomagban.
(b) Szamitsuk ki az eloszlasfiiggvényt!

(c) Rajzoljuk fel a griiség- és eloszlasfliggvényt killonBadam éso>0 esetén!

7.9.32. Felads

_(In( —m)?
o 262
Tekintstik az f(x) 3 — —— 0 <X fuggvényt!
X0+ 2w
0 x<0

(a) Igazoljuk, hogy f(x) egyisiiségfiiggveny tetsteges m és>0 esetén ! A megfelélX
valbsziriségi valtozétognormal eloszlasinak nevezzik (r) paraméterekkel! Az eloszlas

"LogNormal(m, 6)" néven szerepel a Statistics csomagban.
(b) Szamitsuk ki az eloszlasfiiggvényt!

(c) Rajzoljuk fel a griiség- és eloszlasfliggvényt killonBadm éso>0 esetén!

7.9.33. Felada
N.on—1_-Ax
, . AX €T gx
Legyen n>0 é&>0 . Tekintsuk az f(x) r(n) fuggveényt, ahol

0 X <0

o0

r'(n) :J u"“teldu az un. Gamma-fuggvény, amely pozitiv egész reaset
0



I'(n)=(n—1)!
(a) lgazoljuk, hogy f(x) egyisiiségfiiggvény tetsteges n>0 éa>0 esetén! A megfelélX
valbsziriségi valtozot,n) paraméteni Gamma eloszlagnak nevezzik! Az eloszlas

"Gamma(4, n)" néven szerepel a Statistics csomagban.
(b) Szamitsuk ki az eloszlasfiggvényt!

(c) Rajzoljuk fel a 8riiség- és eloszlasfliggvenyt kulonBar0 és\>0 esetén!

7.9.34. Felads

0 Xx<a

Tekintsik az F(x) X;ajc fuggvényt, ahol b>0 és c>0!

(a) lgazoljuk, hogy F(x) egy eloszlasfuggveény télisges b>0 és>0 esetén! A megfelélX
valbsziriségi valtozotWeibull eloszlasinak nevezzik! Az eloszlagveibull(b, a)" néven
szerepel a Statistics csomagban.

(b) Szamitsuk ki aisiiségfuggvényt!

(c) Rajzoljuk fel a 8riiség- és eloszlasfuggvényt kilénbag b>0 é£>0 esetén!

7.9.35. Felads

0 X<cC

Tekintsik a#(x) = _( b flggvényt, ahoh > 0,b > 0 ésc > 0!
e

ja

x—¢ X>C
(a) lgazoljuk, hogy F(x) egy eloszlasfiggveny téksges a>0, b>0 &0 esetén! A megfelél
X valbsziriségi valtozotFrechet eloszlasnak nevezzik! Az eloszlaem szerepeh
Statistics csomagban!

(b) Szamitsuk ki aisiiségfuiggvényt!

(c) Rajzoljuk fel a griiség- és eloszlasfliggvényt kulonBag b>0 é£>0 esetén!

7.9.36. Felade

0 x<c

Ce—p2
Tekintstk aZ (x) = / -1ax-cob fuggvényt, ahol

2 _
a o B2 (x — ©) X > C

2- 1 (X— C)3
a, b ésc pozitiv paraméterek.
(a) lgazoljuk, hogy f(x) egyisiségfiggvény tetsteges a>0, b>0 &0 esetén! A megfelél
X valbsziriségi valtozotd, b, ) paraméteni inverz Gauss-eloszlamak nevezzik! Az
eloszlas I'nverseGaussian(b, a)" néven szerepel a Statistics csomagban.
(b) Szamitsuk ki az eloszlasfuggvényt!
(c) Rajzoljuk fel a griiség- és eloszlasfliggvényt kilonB@dz> 0,b > 0 ésc > 0 esetén!

7.9.37. Felade

Tekintsuk af (x) = —% fuggvényt, ahol

A pozitiv paraméter.
(a) lgazoljuk, hogy f(x) egyisiiségfiiggvény tetskegesh > 0 esetén! A megfelélX
valbsziriségi valtozok. paraméteni Rayleigh-eloszla8nak nevezzik! Az eloszlaRdyleigh



(4)" néven szerepel a Statistics csomagban.
(b) Szamitsuk ki az eloszlasfiggvényt!

(c) Rajzoljuk fel a 8riiség- és eloszlasfliiggvenyt kilonB@z> 0 esetén!

7.9.38. Felade
0 Xx<0

2
Tekintsuk aZ (x) = 5 2 —%[%j fuggvenyt, ahol
— — € x>0
NEE

A pozitiv paraméter.

(a) lgazoljuk, hogy f(x) egyisiségfiggvény tetstegesh > 0 esetén! A megfelélX
valosziriségi valtozoh paraméteni Maxwell-eloszlasinak nevezzik! Az eloszlabtaxwell
(4)" néven szerepel a Statistics csomagban.

(b) Szamitsuk ki az eloszlasfiiggvényt!

(c) Rajzoljuk fel a 8riiség- és eloszlasfliiggvényt kulonBdz> 0 esetén!

A [0,1] intervallumban véletlenszen valasztunk egy A szamot £0A < 1). Jeldlje X a
kapott A é5 - A) intervallumok kdzll a hosszabbikat, azdz max A, 1 —A)

Adja meg az X valtozo eloszlas fliggvényéti@sseg fliggvényét!



