V 8. valésziniségi valtozok varhato értéke, variancidja, szorasés ezek szamitasa.
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V 8.1. Bevezetés
X| %o e Koo

Egy diszkréK = valosziriségi valtozd: ( X) varhato értéke azx, értékek és
Py Py - Py

a hozzatartozp, valoszifiseégek szorzaténixk- p, Osszege. Tekinthéez egysulyozott
k

atlagnak, ahol a sulyok g, valoszirisegek, amelyek 0sszege 1. Folytonos esetbErixaz
siiriisegfliggvény- szeresének, vagyis &4, (x) fliggvenynek a% x-fy (x) dxintegralja lesz a
varhato érték. Mivel az 6sszegzés és az integlhifélaéris tulajdonsagu, ezért BgX) fliggvény
X-benlinearis. Ezért valtozok 6sszegének varhatd értéke a \@toarhatd értékeinek dsszege,

valamint a valtoz6 szamszorosanak varhato ertéédtezo varhato ertékének szamszorosa.

A valosziriségi valtozok masik jellene ac(X) szorasés ennek négyzete a
Var(X) variancia. Ez méri azt, hogy mennyire esnek tavol a valeértékei a varhat6 ertéit
négyzetes atlagban. Ha a széras nagy, akkor atearhakél X értékei messze is lehetnek. A
meérnoki gyartas soran az a jo, ha az adatok sz&résamert ekkor a gyartasbol megbizhatéan

mindig "kozel" ugyanolyan termékek kerilnek ki. &rlancia kiszamolhat6, mint a masodik

momentum és az élsnomentum kilénbsége. A variancia szémitésénéhﬁaﬁ( (X— u)z)
képlet minimalis értékét @ valtozéban a varhato értéknél éri el. A valogzéui valtozok
standardizaltja egy olyan lineéris transzformadtpgaltozénak, melynek a transzformacioé utén a
varhato értéke 0 és szérasa 1. A standardizatiaGila normal eloszlashoz kapcsolédé
szamitasoknal intenziven hasznaljuk, valamint tisgtikai becsléseknél.

Két valtozd 6sszegenek varianciaja szamitasatidséges a kovariancia ismerete. A
kovariancia két valtozo kapcsolatat méri. Fuggeti@itozok kovarianciaja nulla. Forditva
altaldban ez nem igaz. Fuggetlen valtozok dsszégéareancigjat tagonként vehetjuk.

Célunk az alabbi fogalmak, 6sszefiiggések és eljarasok megismerése,

megértése

Varhato ertelg szamitas <'j|szk'r eLEeS  varhaté érték minimum tulajdonsaga
folytonos valoszitiségi valtozok esetén
Valdsziriiségi valtozok momentuma Valosigegi valtozok standardizaltja
Varhaté érték linearitasa Valtozok 6sszegének vaidgan

Két flggetlen valtozé szorzatanak  Két valtozo6 kovarianciaja. Flggetlen valtozok
varhato értéke kovariancigja, 6sszegének varianciaja

Maple StatisticscsomagjdMean
Variancia szamitasa momentumokkal StandardDeviation Variance Covariance




eljarasainak megismerése

V 8.2. Az X valdszitiségi valtozo E(X) varhato értéke. Diszkrét és folghos
esetek.

8.2.1. Diszkrét valészifiségi valtozé varhatd érték
Legyen a diszkréX valOsziriségi valtozo értekészlete és a hozzatartozo valfsjek az alabbi

XX X X3 o X, o
P p P, Pg - B -

, ahol zk:pk:p1+p2+p3+...+pn+... =1

8.2.1.1. DEFINICIO. Diszkrét valtozé varhato értéke
Az X diszkrét valészitiségi valtozé E(X) varhato értékét a kovetksalyozott atlaggal
definialjuk

W= E(X) :;ka(X:Xk) :zktxk'pk

Az 8sszegzések szama lehet véges vagy végteldosatastol fiiggen. igy a numerikus sorok
0sszegzésére vonatkozo ismereteket is szikségdgsmataunk.
Képzeljink el egy véges diszkrét eloszlast (gy tmmx-tengely pontjaiban elhelyezek

sulyok. A sulyok nagysagat a palcikdk magassagalsiteti. Az x-tengelyt ag( X) varhato
ertéknél alatamasztva- mint egy kétkari mérlegkétaldalon led sulyok forgatdé nyomatékai
egyensulyban lesznek. Tehat a két oldala forgatdnayéka kiegyensulyozott, ha az alatamasztas
helye a varhato érték.
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Diszkrét eloszlast a varhat6 értéknél alatimasagyansulyban lesz a két oldal
Az egyenletes eloszlas példaja azt mutatja, hogiyrlaato értek valdban egy sulyozott atlag.

8.2.1.2. PELDA. Egyenletes eloszlasa varhat6 értéke



Szamitsuk ki az X egyenletes eloszlas varhato értél X ax, x,,.., X, értékekhez egyformg

% valosziriséget rendel, tehat tdblazata
XX % X o X
111 1

n

P_

n n n

Megoldas.

A varhato erték ax,, x,,...,x, ertékek atlaga lesz

n

% 4%t tx,
n n

MZE(X) :Zxk% = K 3
k=1

8.2.1.3. PELDA. Két szabalyos kocka dobasai 6sszaegk varhat6 értéke
Szamitsuk ki két szabalyos kocka dobasnél az 6ssrbgto értékét.

Megoldas

A valdsziniségi valtozoknal lattuk (lasd 7.4.2. példa), hogyhjeldli a két szabalyos kocka
feldobasanal a dobott pontok 6sszegét, akkor Xidélges értéke it12-ig valtozik és a
valésziriségek az alabbiak.

> restart:
X:=1[2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12

> pX = 316-[1, 2,3,4,5,6,5,4,3,2,11
X:=12,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12
1 1 1 1 5 1 5 1 1 1 1
px'_[36’18’12’9’36’6’36’9’12’18’36 (1-2.1)
Szamitsuk ki a varhato érteket a definicidé szoszaregének felirasaval!
nopg X nopg X
> 2 KPS DL XPX,
k=1 k=1
11

X, pX =7 (1.2.2)
k=1

A legnagyobb valésziiséggel felvett x=7 értéket kaptuk, mert az elosgkmmetrikus x=7-re!

> DynamicSystermPiscretePlot Xpx, style= stemcolor = blug thickness- 3, labels
= ["X értékei", "valoszitiségek')
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8.2.2. Folytonos valoszifiségi valtozd varhato ertéks
Legyen az X folytonos valosiségi valtozo &riiség flggvenyg =f, (x).

8.2.2.1. DEFINICIO. Folytonos valoszifiségi valtozo drhatd értéke
Az E(X) varhato értéket folytonos X valosigggi valtozo esetén a kovetkdntegrallal
definiéljuk

uw=E(X) :J X, (%) dx

A felirt integral végesa, b] intervallumon vett integral lesz, hafazx) siriiségfliggveny
nullatél kilénb6s értéket az [a,b] intervallumban vesz fel. Ugyarkkor a szorzat nulla az
[a, b] intervallumon kivul!

Képzeljunk el egy véges intervallumon nullatél kibdz értéket felvew folytonos eloszlas
siiriiség fliggvényét ugy, mint az x-tengely éd,dx) gorbe kozotti tartomanyt vékony lemétb
készitettik volna el. Az x-tengelyenBgX) varhat6 értéknél aldtdmasztva a lemezt a két oldal
forgaté nyomatéka egyensulyban lesz. Tehat a ldw@ealdalanak forgatobnyomatéka
kiegyensulyozott, ha az aldtdmasztas helye a \G@drsdk.



E(X)

T

8.2.2.2. PELDA. Folytonos egyenletes eloszlasu valtozé varhato értéke

E(X) varhato értékét.

Szamitsuk ki az [a,b] intervallumon folytonos egyenletes eloszlasu X valosziniiségi valtozé

(1.2.3)

Megoldas
Az X valtozo6 striség fliggvénye b — 4 konstans az [a,b] intervallumon, egyébként pedig 0, azaz
1
b a<x<bh
/5 X(x ) = —a
0 egyébként
> restart;f:=x—>piecewise(a <x and x < b, blfa’ 0) f(x) =f(x)
! a<xand x <bh
flx)y=4{ b—a
0 otherwise

Az y=x- f,(x) szorzat fliggvény [a,b] -n vett integralja megadja a varhato értéket!
b b

X - X . — o . 0
> L b — 4 dx—J b — 4 dx; E(X) =simplify(rhs(%) )

a



b (1.2.4)

a+b
B
Rajzoljunk néhany olyan egyenletes eloszlasu stirliség fliggvényt, amelyek varhaté értéke 0.
>a=-h:b=h:
> plots:-display(Matrix(1, 5, [ seq(plot( f(x),x=-3..3,0..1.25, filled = true, color = blue), h

A varhat6 érték az a és b szamok szamtani kozepe E(X) =

=04.2,04)]))
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V 8.3. Az X valosziniiségi valtozé g(X) fiilggvényének E(g(X) ) varhato értéke.
Momentumok.

fii

8.3.1. Diszkrét X valoszinuségi valtozo g(X) fiigevényének E[g(X)] varhato értéke.

8.3.1.1. DEFINICIO. Diszkrét viltozé fiiggvényének varhaté értéke

Haaz X diszkrét valdszinliségii valtozo értékei
X X X X3 . X, .

, ahol Zkapl +p,+pst.tp =1,
P p,py, 3 - P, - k
akkor az'Y = g(X) szintén diszkrét valoszinliségi valtozo, melynek értékei
Y g(xl) g(xz) g(x3) g(xn)

P p, D, Py - D,




Tehat Y értékei &, = a(%) értekek es a hozza tartoz6 valogizségek ugyanazok, mint=x;
értékekhez tartozg valoszitiségek! Ezért Y = g(X) varhato érteke

ELY] = E[g(xn:;g(& P

Hag(x) =X" hatvany fiiggvény, akkor az-ik momentumot kapjuk!

8.3.1.2. DEFINICIO. Momentumok

n
Legyenm > 1 egész szam. Ekkor az ¥f] = Z){P p=M,, szamokat az X diszkrét
k=1

valésziriségi valtozdn-edik momentumanak nevezzik.
Az m=1 esetben a varhato ertéket kapjuk. Téhat E(X) az el§ momentum a varhato értek.

Szamoljuk ki a két kocka dobas 6sszegének masooiiRentumat!

. 2 .
8.3.1.3. PELDA. Két kocka dobaskor az 6sszeg ponttM2 = E(X > masodik mometuma

Legyen X (jbdl két kockadobaskor a dobott pontakzége. Hatarozzuk meg e
valbsziriségi valtozo varhato értekét!

Megoldas.
> restart X:=[2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12
._iiiiiiiiiii
px"[sa 236264363636 36 36> 36" % 36" 36}
X:=[2,3.4,5 6,789, 10,11, 12

x—{11115151111} (1.3.1)
P 36’18 129" 366" 36" 9’ 12’ 18’ 36 o
> Y:=evalf( mag x>, X))

Y:=[4.,9.,16.,25., 36.,49.,64.,81.,100., 121., 144. (1.3.2)

Azy:x2 fuggvény a [2,12] intervallumot leképezi a [4, 144k rvallumra kélcsOndsen
egyeértelntien! Igy az Y valtoz6 eloszlasa
> DynamicSystermiscretePlot Ypx style= stemthickness 3)
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nopg X nopg X
> z Y PX = kZl Y PX

k=1
11

Y, px = 54.83333333 (1.3.3)
k=1

Az eredeti eloszlas a kdzéppontra szimmetrikus aotit azy = NG leképezés ugy transzformalta,
hogy a varhato érték a szamtani kbzépnél kisebhbAetaldsziiségek tavolsaga az elején
siriibb, mert azx + 1)> —xX*=2-x+ 1 négyzetek eltérése x ndvekedésével ndvekszik.
> Atlag= (Y[1]+ Y[nops Y 1)/2

Atlag= 74.0000000000 (1.3.4)

Hasonléan értelmezziik folytonos X valtoz6 esetévi:ag( X) transzformalt valtozé varhato
értékét!

8.3.2.1. DEFINICIO. Folytonos X valtozoY =g(X) transzformaltjanak varhat6 értéke
Ha azX folytonos val6szitiségi valtozo ériiség fuggvénye y = f(x), akkor az Y = g(X) varhato
értéke

Elg(X)] =J g(x) f (x) dx

- o

8.3.2.2. DEFINICIO. Momentum




Legyenm > 1 egész szam. Ekkor az ¥f] = J X"f (x) dx=M,, szamot az X folytonos

valésziriségi valtozdn-edik momentumanak nevezzik.
Az M, elss momentum ag( X) varhato érték.

8.3.2.3. PELDA. Egyenletes eloszlasu valostgégi valtozo négyzeténeE[Xz] varhato
érteke

Szamitsuk ki ata, b] intervallumon egyenletes eloszlasualdsziriségi valtozo E[

X2] méasodik momentumat!

Megoldas
Az [a,b]-n egyenletes eloszlasu X valosisiégi valtozé griségfliiggvenye
L as<x<hb
f (X) = b—a _
0 egyébként
> restart f:= x—»piecewis% a< x and x < b, bia’ O) (X)) =f(X)
1
a<xandx<b
f(x) = b—a (135)
0 otherwise

b
Az Y =X? valOsziriiségi valtoz6 varhato értékétﬁz@f (x) dx integrallal szamoljuk!
a

b b

> X X:J )iza dx; w:=simplify rhg % )

b—a
a a
b 3 3
X X:ib—a
b—a 3 b—a

a

-1 2,1 1.2
W= 3 a + 3 ba-+ 3 b (1.3.6)

Nézzik aa =0 és =1 specialis esetet. Ekkor X varhato értéke, maiik EX] =

0+1 i. Azy= G fuggveény a [0,1] intervallumot a [0,1] intervalluanképezi le kélcsondsen

2 2

egyértelnt médon. Ekkor az YX%2 varhato értéke IX[Z]: % kisebb, mint X varhat6 értéke E[X]
1
>

> E(X?) =evaly, [a=0,b=1])

E(X%) = (1.3.7)

1
3



V 8.4. A varhato érték tulajdonséagai

8.4.1. TETEL. Vérhato érték linearitasa
Ha "a" és "b" tetsileges valds konstansok, akkor
E(aX+b)=a-E(X) +b.

BIZONYITAS
(i) Diszkrét eset! Legyenek X lehetséges értékel, x;, ... X ... €s a hozzatartoz6 valosiiggek

Py Po Py o Py ésZpi =1. Ekkor az/=a X + b val6sziriiségi valtozo lehetséges értékei
|

ax, +b,ax,+b,ax+b,..,ax +b,.. és avalészirségek nem valtoznak. igy Y varhato
érteke

E(aX+b) =Z(axi +b) p=a (IZXI pi) +i2bpi =aE(X) +b,

i
merthi =1
|
(i) Folytonos eset! Legyen Xisiség fuggvenyg =f (x), mely nem -negativ %s f(x)dx=1.
Ekkor azY=a X + b valésziriségi varhaté értéke _
E(aX+b):J (ax+b) f(x) dx=a U xf(X) dxj +b U f (X) dx):aE(X) + Db,

- o0 2

2]

mertj f(x)dx=1. Q.ed.

8.4.2. TETEL. Két véltozo linearis kombinacidja
Ha X és Y tetsdleges valOsziliségi valtozo és "a", "b" tetdleges valos konstansok, akkor
E(aX+bY)=a-E(X) +b-E(Y)

A bizonyitast az olvasore bizzuk.
A fliggetlen valésziiiségi valtozok szorzatanak varhato ertékét vehegtikesnkent.

8.4.3. TETEL. Fiiggetlen véaltozok szorzatanak varhat értéke
Ha X és Y valésziiségi valtozokiiggetlenek akkor
E(XY) =E(X)-E(Y).

BIZONYITAS.
(a) diszkrét eset
Az X valtozox értekehez tartozo valosiseg legyem, = P( X=xi) (i=1,2,..,n).
AzY véltozéyj ertékéhez tartozo valosiseg Iegyem]j = P( Y:yj) (j=1,2,...m).
Legyen tovébbq’j = P( X=X, Y:yj) az egyuttes esemeény valosdége. Az X és Y valtozok
fuggetlensége annyit jelent, hogy
i PG

mindeni =1, 2,...,n;j =1, 2,....mesetén. AX-Y szorzat varhato értéke a definicio alapjan
E(X-Y) = [/varhat6 érték definicidja alapjan/

m

n
:_zl(zlxi Y, ri,jJ =/ a fuggetlenség miat;,j =R g /
j= 1=



m n
=Z( XY pi-qj] =lazi 0sszegzés §sszegzes fuggetlen/
j=1\i=1

[ )
j= i=

(b) folytonos eset
Legyen az X valtozoisiség fliggvényg (x) eés a2/ valtozoef, (y). A 11.7.3. tétel alapjan X és

Y valtozok fliggetlenek, ha mindeyy eseténf,\(x, y) =f, (x) f, (y)teljesll, aholfy. (X, y) az
egyuttes sriségfliggvény. AX-Y szorzat varhatd értékét az alabbi képlet adja

[ee] [ee] oo oo

ExY) =] | xytxy dedy=| | xyti0- fly) dedy=

- - )

:U x-fX(x)dx)-U y-f,(y) dy]:E(X)-E(Y).
Q.ed.

8.4.4. PELDA Internet elméleti és gyakorlati sebessége

Legyen X egy internetes halézat adatatviteli sedgpslobit/secmértékegyséegbeAz X
valosziriségi valtozo és szamolt adatatvitel alapjan varéetekeE[X] = 100 kbit/sec Tegyik
fel, hogy Y jelenti a tényleges adatatviteli selegss, amely Y=0.85X — 5 fliggvénye az X
valbsziriségi valtozonak. Szamitsuk ki Y varhato éertéket!

Megoldas

Mivel Y = aX+b ezértE[Y] = E[aX+b] = aE[X]+b , ahola = 0.85 b = -5, igy

E(Y) =0.85E(X) —5=0.85100—5=85—5 =80. Tehat a tényleges adatatviteli sebesség
E(Y) =80kbit/s. %

8.4.5. PELDA Projektek varhato idétartama

Egy épitési project A és B fazisokbdl all! A B féxidveti az A fazist, vagyis a B projectet
addig nem lehet inditani, amig az A project be figjersdik.Ha X jeldli az A fazis
befejezéséhez szilkségestjads Y jeloli a B fazis befejezéséhez szikségdts adkkor a T=X+
Y a teljes project befejezéséhez sziksegeMihdegyik valtozé folytonos valdsZieégi
valtozo. Tegyuk fel, hogy X varhat6 értédkpX] = 25 napésYvarhato ertek&[Y] = 30 nap.
Szamitsuk ki T varhato értéket!

Megoldas
Mivel T = X+Y, ezértE[Y] = E[X+Y] = E[X]+E[Y] = 25 +30 =55 nap a project befejezésének
varhato idtartama. &

8.4.6. PELDA. Szorakozott titkarng

Egy titkarré N levelet gépelt le a megfeteboritékokkal egyttt. Ha barmelyik levél egy@nl
valosziriséggel kerililhet barmelyik boritékba, akkor menagirelevelek varhaté szama,
amelyek a sajat boritékjukba kertilnek?

Megoldas.
Jeldlje X azon levelek szamat, amelyek a medfdderitekba kerilnek. Mivel
X=X+ X+ .+ X
ahol
1 haazi-ik levél a helyére kertilt

b egyébkent



Mindegyik X diszkrét valosziitségi valtozo eloszlasa az alabbi

X 0 1
o N_1 I
( [ ) _-'“‘,'r 4"1\,"'_

Ugyanis j6 helyre csak egyféleképpen lehet tenpilegelet, ha a sajat boritékjaba tesszik.
Viszont (N — 1)-féle boritékba rakhatjuk Ggy, hogy ne keruljéragsboritékjaba!
Szamitsuk kKX, varhat6 értekeét!
1
E(X) =0-P(X=0) +1-P(X=1) =N

Mivel valosziniségi valtozok 6sszegének varhato értéke a tagdlai@ertékeinek 6sszege, ezért

E(X) =E(X) +E(%) + -+ E(X) =N-% =1

Tehat atlagosan egy levél kerill a sajat boritékjtilgaetlendl attél, hogy 6sszesen hany levél
van!«#

V¥ 8.5. Az X val6szitiségi valtozo Var(X) variancidja éss(X)=/Var(X) szorasa.

Példak.

8.5.1. DEFINICIO. Variancia és standard szoras
Legyen aX valbszirtiségi valtozo varhato értéeke= E( X). Az X valdsziriségi valtozé
varianciajavagy szorasnégyzete a

Var(X) =Var, =E( (X — ny)

képlettel definialt nem nemnegativ szam (ha lédezik
mig astandard széras variancia pozitiv négyzetgyoke

5(X) =0, =/Varx) =/ E((x-p)?)

Ha az nem félreérth&takkor a standard szérasra glolés hasznéljuk a hosszabl) =c(X)
jelolés helyett.

8.5.2. DEFINICIO. Diszkrét valtozo variancidjanak samitasa
Legyen a diszkréX valdszitiiségi valtozé értékészlete és a hozzatartozo valfsajek
tablazata

XX X Xg oo X o
P p PPy .o By -
Ha X varhato értéke = E( X), akkor Xvarianciajavagyszorasnégyzete

Var, = E[(X—p)] :k;(xk—u)zpk

, ahol zk‘,pk:lerszrp3 +.+p, =1

és Xstandard szorasa



o, =/ Vary

Példakent szamoljuk ki két kocka dobas 6sszegerhlasat.

8.5.3. PELDA. Két kocka dobasnal a pontok dsszegdnszorasa
Legyen X (jbdl a két kockadobas esetén a dobotiopaisszege. Mutassuk meg, hogy X
varianciaja

Var, = % ~5.833

ésszorasa

Megoldas
Tudjuk, hogy a varhato értek=7, a legnagyobb valosziséggel felvett érték.
1

> restart X:=[2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 120x := 36 [1,2,3,4,5,6,5,4,3,2,11

n:="17
X:=1[2,3,4,5,6,7,8,9, 10,11, 12

= {36’ 18°12°9'36'6'36' 9’ 12’ 18’ 36

w:=7 (1.5.2)
A variancia szamitasat a definicio alapjan végezzik
n' n
1 1 1 1 2 1 1 2 .
> n:=nopg X); k—1< X— U ) IOXk:kZl(Xk—H) PXe
Var.,.:=evalf(rhg %)
n:=11
: 2 35
—H) PX=+
2. (%) PX= g
Var, := 5.833333333 (1.5.2)
A standard sz0ras a variancia négyzetgyoke.
> G, =/ Var['X]
o, = 2.415229458 (1.5.3)

L

8.5.4. DEFINICIO. Folytonos valésziiségi valtozé variancidja és szorasa
Legyen a folytonoX valdsziriségi valtozé &riség figgvénye y = f(x) és varhat6 értgke E
(X). Ekkor Xvarianciaja

(2]

Var = E[(X )= (x=w) ()

- o0

Oy = / Vary

és szorasa




Ha az f driiségfliggveny értéke az [a,b] intervallumon kivillauhkkor integralni az [a,b]
intervallumon kell!

8.5.5. PELDA. Egyenletes eloszlasu folytonos véaltbxarianciaja és standard szérasa
Legyen X folytonos egyenletes eloszlas( azb] intervallumon! Mutassuk meg, hogy X
varianciaja

_ (b—a)?
Varx 12
és szorasa
_ (b—a)
Oy =
2V 3
Megoldas

Tekintstik az [a,b] intervallumon egyenletes elasz¥afolytonos valdszitiségi valtozot!
Szamitsuk ki variancigjat és standard szérasatidefialapjan!

> restart f := x—»piecewis{ a< x and x < b, bl_a, O) Sf(x) =f(X);u:=(a+b) ;
1 a<xandx<b
f(x)={ b—a
0 otherwise
-1 .1
W= > a+ > b (1.5.4)
Txew? [ xew?
X=X — 0
> b_a X J b_a dx; Var, := factor( rhg % )
b 1 1, 2
(X_Ea_f ) (=L b —a’ s (-a—b) (b%>—a?) +(—ia
b—a 3 b—a 2 b—a 2
a
1 32
2 b)
Var =L (a—b)? (1.5.5)
x= 15 .5.
> assumeé & b) :c::simplify(\/ Var[ X] )
> evalf( %
6:=—%\/§(a~—b~)
-0.288675134a~+ 0.288675134DH~ (1.5.6)

8.5.6. PELDA. Diszkrét eloszlas meghatarozasa ésrhiato értékének, szorasanak
szamitasa
Egy ruhazati boltban trikdkat arulnak, haromféleretben: S-, M- és L méfdtés kétféle

szinben fehéret es keket. Tegylk fel, hogy az &tiék ps= % része, az M meréekp,, =




% része és az L métek p = % részefehér szini! Kivalasztunk 3 sokasagokbal

véletlenszdien egy S, egy M és egy L méretikot, egymastol figgetlendl.

Jelolje X akék szini trikbk szamat a harom kozul.

(a)Adjuk meg X lehetséges értékeit €s a hozza tanakisziriségeket!

(b) Abrazoljuk X eloszlaséat! Mennyi kék triko lesz &&z06tt legnagyobb valdsiséggel
(c) Szamitsuk ki X varhato értékét és szérasat!

Megoldas
a) Adjuk meg X lehetséges értékeit s a hozzazanaldszifségeket! (5 pont)
A harom trik6 kozul kék szinlehet 0, 1, 2 vagy 3.
> restart: X.=[0,1, 2, 3;
1 3 1
> PSPM, PL:= 4’5 3
X:=[0, 1, 2,

(1.5.7)

3
-1 3
PSPM, PL:= 2,

W=

X=0, ugy lehet, ha egyik trikd sem kék;

X=1 ugy lehet, ha 1 kék, de a masik ketem! Ez 3 -féleképpen lehet.

X=2 ugy lehet, ha 2 kék, viszont 1 fehér. Ez igl@képpen lehet.

X=3 csak ugy lehet, ha mindharom kék.

Vegyuk figyelembe a kivalasztasok fliggetlenségétlasziriségek szamitasanal!

> pX:= [PSPMPL,PSPM (1-PL) +PS(1—-PM) PL+ (1—-PS PMPL,PS(1
—-PM) (1-PL)+(1—-PSPM(1—-PL)+(1—-P9 (1-PM)PL, (1—-P9 (1

—PM) (1—PL)T
4
> D%
k=1
S O S Y A A
PX:=1 %0 60" 15° 5
1 (1.5.8)

(b) Abrazoljuk X eloszlasat!
> DynamicSystemiscretePlot XpX style=stemcolor =blueg thickness 3)



0.4

0.3

0.2

0.1

X legynagyobb valésziiséggel felvett értéke az X=2.
(c) Szamitsuk ki X varhato ertékét és szorasaplofdt)

4
> E('X) 1= I(Zxk-pxk-

=1

varhato érték=evalf( %

._ 109
B(X): 60

varhato érték=1.8166666670

4
> o('X") ::/;xfpxk—E(‘X‘)Z;szérés:evalf(o/c»
=1
G(X) = % /2339
sz6ras= 0.8060534862

(1.5.9)

(1.5.10)

8.5.7. PELDA. Feltételes szorzattér készités. (I1addb. példat)

Egy urnaban 3 egyforma szétcsavarhaté gémb valyekben az 1, 2 illetve 3 sorszamok
egyike talalhat6. Mindegyik szam benne van valaikg$mbben és mindegyik gdémbben



pontosan egy szam van. A gémb koziil véletlerigekihtizunk egyet, majd annyiszor dobuhk
fel egy szabalyos pénzérmét, ahdnyas szamu gonabtitkhki. Jel6ljeX a pénzérme feldobasa
utan kapotfej dobasok szamdt

(a) Adjuk meg a feladaR eseményterét a halmaz elemeinek felsorolasa@danoljunk fa
diagram segitségével!)

(b) Szamoljuk ki X lehetséges értékeit az egyes etmmiményeken!

(c) Szamoljuk ki X értékeihez tartozo valosisegeket!

(d) Rajzoljuk fel X eloszlasat és eloszlasfuggvenitlyik a legvaldszifibb érteke X-nek?
(e) Szamitsuk ki X varhato értékét és szorasat!

Megoldas
Az 1, 2 és 3 szamot tartalmaz6 gbmb mindegyikéilekziésa egyforman valdstinezért
i A
3'3'3°
Ha azl-t tartalmaz6 gombot haztuk ki, akkor a pénzérmt—%—, % valosziriséggel esik F=Fej

illetve I=iras oldalara.

Ha a2-t tartalmazé gbémbaot hiztuk ki, akkor a pénzérmét kétszer kell feldobni, igy

%, % % % valbsziriséggel lesz FF, FI, IF illetve 1l a két dobas.

Ha a3-t tartalmaz6 gombot haztuk ki, akkor a pénzérmét haromszor kell feldobni, igy
———————— |6szitiséggel lesz FFF, FFI, FIF, FIl, IFF, IFI, lIF, Hlh
8,8,8,8,8,8,8,8vaoszmusegge esz : : , FII, , IF1, 1IF, HIhdrom
dobas.

(@) TehatQ ={F, I, FF, FI, IF, Il , FFF, FFI, FIF,IFF,IIRFI, FII, Il }és igy elemeinek szam
N=14.

> restart: N:=2+4+4+8
N:=14 (1.5.11)

(b) Szamoljuk ki X lehetséges értékeit az egyes etmmményeken!
Mivel X értéke a megfelélelemi eseményben a Fej dobas szama, €xétemein X értéke
rendre a kovetkeiz
Q={F,I,FF, FlLIF, Il , FFF, FFI, FIF,IFF,IIAFI, FII, 111}
X =[10,2, 1,1, 0, 32, 2, 2,1, 1, 1, 0]
> X:=[0,1,2,3
X:=1[0,1,2,3 (1.5.12)

(c) Szamoljuk ki X értékeihez tartozo valosigggeket!

A megfeleb élek mentén vett valdésZiségek szorzatai adjak az egyes elemi események
valdsziriségeét.

Példaul az X= 0 eseményhez 3 elemi esemeény ak {li}Itartozik. Ezek valoszifiségei rendre

% % % % és% . % Osszeadva a valosiségeket megkapjuk az X=0 valosmigét.
Hasonléan szamoljuk a tébbi valosiggget is!

-t ,2111,,11,,11 11, 5,111
>px._[3 2 "3 2 38323 AT e 3 a3 e s

1

.8}

(1.5.13)



7 11 5 1
24' 24 24 24 (1.5.13)

Ellenérzizzik azt, hogy vajon minden értéket figyelembtink-e és hogy jol szdmoltunk-e
olyan médon, hogy az 6sszeg 1 kell, hogy legyen!

pX:=

4
> D pX
k=1

1 (1.5.14)

Hogyan lehetne formalizalni az eseménytéer képzé$étdm klasszikus mébol tehet) 6ssze, U.
n. feltételes Descartes-szorzattal!

> Ql:=F, |'; 2 :=FF, Fl, IF, Il ; 3 := FFF, FFI, FIF, IFF, lIF, IFI, FII, 1l
> Q= [0, 2, (B3]

2 =F, |
X :=FF,FlIF, Il
(B :=FFF, FFI, FIF, IFF, lIF, IFI, FII, 1
Q:=[F, |, FF FI, IF, I, FFF, FFIL, FIF, IFF, LIF, IFL, FIL 1] (1.5.15)
Ugyanugy kapjuk a PX valos#iségek is!
-1 1. o 1o : o 1.
> PX1:= > 2,PX2. sec(4,| 1..4),PX3. sec(8,| 1..8)
> PX:= é-[le PX2 PX3]
11
PX1:= >
_111 1
PRe= 0 4 a4
-1 11 1 1 1 11
PS8 8 8 8 88 88
-+ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
PX'_[6’ 6’ 12 12° 12" 12' 247 24° 24’ 24° 24’ 247 24’ 24 (1.5.16)
nopg PX

> > PX

i=1
1 (1.5.17)

Miutan megalkottuk a feltételes szorzatteret a salfiségekkel egyitt, csak meg kell szamolni,
hogy melyik esetben lesz X értéke 0,1,2,3. Szarkatjag, hogy hany F hietvan az eseménytér

elemeiben, és adjunk hozza annyi valoézéget a gyak névgyakorisag listahoz amennyi
szerepel a PX val6siség listaban!

> with(StringTools :
gyak:=[0,0,0,0:
for k from 1tonopg Q) do
H := map( convertQ, string) :
X = CountCharacterOccurrenc(aé—lk, "F" );



gyak . ; = gyak , ; + PX:
enddo:
> gyak

7 11 5 1
[24’ 24° 24" 24 (1.5.18)

A folyamatot szemléltetjiik a fa graf felrajzolastiva

> with(GraphTheory :
csucsok= [sz 1, 2, 3,F, "I", FF, IF, FI, I, FFF, FFI, FIF, FII, IFF, IFL, HE, 1]

ek | sz 1), 5 |, [ (s22), 3 | [tsz3n 5 | [ amn 5 | [ 5| [
FF3, i}, [{Z,Fl}, i}, [{2,”:}, i}, [{2,”}, i], [{3,FFF}, é}, [{3,FF|},
é}, [{3,F|F}, é}, {{3,F|l}, é], [{3,|FF}, é}, {{3,|F|}, é}, {{3,||F}, é],
[{3, iy, é” .G = Graph( csticsalélek) :

> DrawGraph G style=tree root = sz scaling=unconstrained

(74
0.333
0.333/ 0.333
2 3

25

|

o
U
N o©

FF [F FI Il FFF FFI FIF FIl IFF IFI 1IF 1l

‘n_;

(d) Rajzoljuk fel X eloszlasat és eloszlasfiiggvényédliywk a legvaldszitibb értéke X-nek?
A palcika diagramhoz megadjuk a szakaszok koordinat



> DynamicSystem®iscretePlof XpX style= stemthickness 3, color =blueg labels
= ["fej dobasok", "valészinlségek'labeldirections= [ horizonta] vertical])

0.4+

0.3]

0.2

val6szin(iségek

0.1

fej dobasok

Lathato, hogy az eloszlasban legnagyobb valfisgiggel az X=1 eset szerepel.
A valosziniségeket 6sszegezni kell az eloszlasfliggvény rajaaét!

J
O,se({ZpXk,jzl.A],l
k=1

DynamicSystem®iscretePlot XXFX, style= stair, thickness 3, color =blue labels
= ["fej dobasok", "valbsziiségek'], labeldirections= [ horizonta] vertical])
XX:=[-1,0,1,2, 3,4

> EX = XX:=[-1,0p(X), 4];




17 :
0.8-
¥ 0.6
(@)
‘B
=]
£
N
©
2 0.41
0.2
-1 0 1 2 3 4

fej dobasok

(c) Szamitsuk ki X varhato értékét és szorasat!

4
> E('X) = I(Zxkpxk-
=1
E(X):=1 (1.5.19)
X varhat6 értéke 1, amely megegyezik X legvalddzinertekével.

4
> 6('X) ::/ D X2px —E('X")?; evalf( %
k=1

o(X) := % J6
0.8164965809 (1.5.20)

A szoras kozeléleg 0.816.
Q.e.d.

V 8.6. A variancia és a sz6ras tulajdonsagai

8.6.1. TETEL. A variancia szamitasa momentumokkaVar(X) = M, — Mf.



A varianciat kiszamithatjuk a kdvetkeképlet alapjan is
2 2
o =Var(X) = E[(X— )T =E(x?) —u*=E(X?) —E(X)2=M,—M?,
aholu = E(X) a varhato értek @d, a masodikM, az el$ momentum.

BIZONYITAS

6= E[(X— u)ﬁ =/ végezzik el a négyzetre emelést a varhaékémtbelul!/

= EX?—2X- u+ 1] = / haszndljuk az E( ) varhat6 érték linearlgjtionsagat! /

=E(X%) —2u E(X) + E(uz) = [ helyettesitsika=E(X) értéket a masodik tagban, és
konstans varhato értéke maga a szam a harmadi&rtdgb

E(XY) —2-p-pu+’ = /vonjuk bssze a masodik és harmadik tagot /

= E(X®) —1’=M,—~M2. Qed.

8.6.2. TETEL. Variancia viselkedése linearis transzformaciora
Ha a és tkonstansok, akkoWar(a:- X+ b) = aZ-Var( X).

BIZONYITAS

Legyenu=E(X) az X varhato érték. Ekkor, mint latteka X +b) =au + b. A variancia
definicidja alapjan

Var(aX +b) =E((aX+b—E(aX+b))?) =/ irjuk be a varhato értéket /
=E((aX+b—apu—b)?) =/kiesik b’ értéke, majd emeljiik ki 'a™-t /

= E(a (X— u)z) = / haszndljuk az E( ) varhat6 érték fliggvéngairitasat /

= 2E((X— u)z) =a’Var(X) . Q.e.d.

A 8.6.2. tétel két specidlis esetére rairanyitjdiggelmet.

8.6.3. Specidlis esetek a 8.6.2. tételben
(1) Haa=0, akkowvar(b) =0.

(2) Hab=0, akkoWar(aX) :aZVar(X).

A variancia szamitasi képletében a varhato értékserélve egy tetsieges "a" valtozora
eérdekes minimum tulajdonsagot tudunk bizonyitani!

8.6.4. TETEL. A varhato érték minimum tulajdonsaga
Az E[(X— a)z] kifejezés a-ra nézve minimumat az pu =E(X) varhato értek mellett éri el.

BIZONYITAS

E[(X— a)z] = [ emeljunk négyzetre /

=EX?—2aX+aj =/hasznaljuk az E() varhaté érték lineadtds
=E(X?)-2aE(x) +a’=f(a)

Azy=f(a) masodfokl polinomja az 'a' valtozonak, melybeazaagyi]tthatéja 1, ezért

minimuma van. A minimumbhelyet a derivalt zérushedgga meg.

d o _
daf(a)—Za 2E(X) =0

Ahonnana =E(X) . Tehat valdban a varhaté érték mellet vesz fefkisebb értékét az E[
(X —a)] kifejezés. Q.e.d.

8.6.5. TETEL. Fuiggetlen valtozok linearis kombinacidjanak varianéja



HaX ésY fliggetlen valdszitiségi valtozok tovabbac és d konstansok, akkor
Var(c-X+d-Y) :CZVar( X) + d2Var( Y),
Var(c:X—d-Y) = ¢ Var(X) + d? Var(Y).

Nem flggetlen X és Y valdsZisegi valtozok esetén a megféléllitast a 8.8. pontban igazoljuk.
Nézziink néhany példat a tételek alkalmazasara.

8.6.6. PELDA. A variancia szamitasa
A folytonos eloszlasH valosziriségi valtozd exponencidlis eloszlasu, tidiség fliggvénye

0

f(x) =
ke‘)\.X

x<0
,ahol0 < A.
0<x

.. . L2, p :
Ellensrizziik, hogy a szérasnégyzet kiszamithaté= E(X%) — E(X)? képlettel is!

Megoldas
Definialjuk a siriség fuggvenyt!

> restart assumé0 < A); f:=x—Ae ¥

fi=x—oAe X (1.6.1)
Kiszamoljuk az X exponencialis elosz|asarhato értéket!
> X f(X) X:J X f(x) dx; uw:=rhs( %)
0 0
X A~ e T Xdx = 1
0 ~
1
= 1.6.2
W= (1.6.2)
A variancia a definicio alapjétﬁlg.
> VarX::J (x—u)zf (X) dx
0
_ 1
VarX:= — (1.6.3)
ﬂ.._
Szamitsuk kiX® varhat6 értékét!
> EX2::J x2f(x) dx
0
_ 2
EX2:= —55 (1.6.4)
ﬂ.._

A variancia szamitasanak masik médja ugyanazt aedj#, két utasitassal edéti szamitas!
L 2
> Variancia= EX2—p

Variancia= L (1.6.5)

ﬂ,~2



Ezzel igazoltuk, hogfE( (X—E(X))?) =E(X?) —E(X)%2 #

8.6.7. PéldaValtoz6 konstans szorosanak szorasa
JelentseX egy kdrlapokat gyartd gépsor altal készitettddtmésjét mm-ben mérve.

Tegyuk fel, hogy mérések alapjan megallapitottéedrasas (X) = 0.3 mm Hatarozzuk meg
a korlapokkeriletének szoradat

Megoldas
Mivel a kor keruleter =nt X képlettel szamolhato, ahol X az atdékkor az 5.2. tétel alapjan

Var(Y) = Var@X) = n2 Var(X). A szorasokat négyzetgyokvonassal kapjuky) =m o (X).
> (o(Y)) = n-0.3;evalf( %
o(Y)=0.3xm

0.9424777962 (1.6.6)
Tehat a kerulet szérasdY) =0.9426 mm &

8.6.8. Példa. A varhato érték minimum tulajdonsaga

0 Xx<0

A folytonos X exponencidlis eloszlasu valésiségi valtozof(x) = e o (ahol
<X

0 < A) diraségfuggvenysegitségével rajzoljuk fel az
g(a) = E[(X —a)]

flggvényt, majd ellefrizzik, hogyg(a) minimumat aza = u varhato értékre éri el!

Megoldas
Definiéljuk a siriség fuggvényt!
> restart assuméi > 0); f:=x—Ae ¥
fi=x—Ae X (1.6.7)
Képezzik a g(a) = EK — a)2] :J (X— a)2f (x) dx figgvényt és szamoljuk ki!
0

> g::a—>J (x—a)zf(x) dx;
0
'g'(a) =expand ¢ a);

gla)=a — == + =5 (1.6.8)

Ez "a"-ra nézve egy masodfokl polinom, melynekigoaifa egy parabola (ekt=1
helyettesitésre rajzoljuk fel)

> plot(subs(k = ; g(a) ) ,a=-2..6, 0..20axes=boxedlabels=["a", "g(a)"])



20

15;

g(a) 10|

Teljes négyzetté alakitassal a minimumhelyet megkap
> 'g'(a) =studentcompletesquarkgg(a), a)

2 1
g(a) = (a— ) +— (1.6.9)

Amikor a négyzet 0, akkor lesz g(a) minimalis. Aypéeta = % mellett lesz nulla! Ez az érték

egyben X varhato értéke is

o

> p::J X f(x) dx
0

= — 1.6.10
W= ( )

V 8.7. Valosziiségi valtozo standardizéltja

8.7.1. DEFINICIO. Standardizalt
Ha az X val6sziriiségi valtoz6 varhat6 értégeds standard szoradsaakkor Xstandardizaltja
alatt az

X—p

X* =
c
transzformalt valoszirségi valtozot értjuk.
A varhato érték lineéris tulajdonsadga miatt X*hetd értéke OE(X*) = O, és variancija ( és




igy szorasa is) Mar(X*) =1

A kovetked példaban felajzoljuk egy binomidlis eloszlas staddaltjanak eloszlasat!

6.2. PELDA Binomidlis eloszlas standardizéaltja

Az n=10 ép = % paramétdrbinomidlis eloszlasu X diszkrét valosfisédi valtozo
standardizaltjat allitsuk &és mutassuk meg, hogy a standardizalt varhatkes@té&s szorasa 1.
Rajzoljuk fel X és X* eloszlasat!

Megoldas
X lehetséges= 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10 értékeit 6B(& = k) = (E) 0“(1—p)" ¥ (k=0..10)
valésziriségeket egy-egy listaba tesszuk!

> restart n, p := 10, é;
X := [seq kk=0.n)]; pX:= [seo((ﬂ) pK(1—p)" kK k:O..n)]
—10 L
n, p:=10, 3

X:=[0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10

Xz [ 1024 5120 1280 5120 4480 896 1120 320 20 (1.7.1)
P2 59049’ 59049' 6561’ 19683' 19683' 6561’ 19683’ 19683' 6561’ o
20 1 ]
59049’ 59049
X varhat6 értékeE( X) =n- p.
n n
> Zk Xy 1= kaXHl; w:=rhs( %)
k=0 k=0
10 10
ka)<k+ 1= o
k=0
- 10
W= -3 (1.7.2)
X szérasac, =y np (1—p)
n 5 n
> / Z(k— W) pXy :/factor[z pka] ;o :=evalf(rhg %)
k=0 k=0
z 2
k—u) pxk+1 3 V5
6 :=1.490711985 (1.7.3)
gy X*= X=np a standardizaltja az X binomialis eloszlasu vakisegi valtozonak,
vnp(l—p)

amelyet a kovetkéz(n+1) elend listaval adhatunk meg :



> X_standard= map[ X— X—H , Xj
c

X_standard= [ -2.236067977; 1.565247584;0.8944271908;0.2236067977,
0.4472135955, 1.118033989, 1.788854382, 2.459674 7130895169,
3.801315562, 4.4721359%5

Ellendrizziik, hogy az X* standardizalt varhato értékes@&orasa 1!

n+1 n+1
> z 'X_standard, 'pX, = Z X_standargpXx,
k=1 k=1
n+1 n+1
> Z (*x_standard, — 0)2 PX|\ = z (x_standarg — 0)2 PXe
k=1 k=1

11
ZX_standarg pX =2.3509 10°
k=1

11
> x_standarg pX, = 1.000000000
k=1

Tehét varhato6 érték leszamitva a kerekitést gyatiad) nulla és a szoras értéke egy.

> with( DynamicSystems

(1.7.4)

(1.7.5)

> plots-display( Matrix 1, 2, [ DiscretePlot XpX, style= stemtitle = binomialig 10, 1/3)),

DiscretePlot x_standargX style=stemtitle = Standardizalt]) );

binomié_lig( 10, ;) Standar dizalt

EEIHI;' ,|1:1||I,A

8 10 2-10 1 2 3 4

Az X és X* eloszlasaban a valdsiseg ertekek nem valtoztak, csak az x-tengelyen valo

elhelyezkedésiik valtozott!

V 8.8. Két valbsziriségi valtozo kovarianciaja: Cov(X,Y)

8.8.1 DEFINICIO. Két valtozé kovarianciaja

Ekkor az X és Y kovarianciajan a

Cou X V) =E( (X1t (Y~ 1)

szorzat varhaté értékét értjik.

Legyen X €s Y két valosZiségi valtozo, amelyek varhaté ért¢ke= E(X) ésw, =E(Y).

A kovariancia szamitasara is van egy egyisdatt képlet, mint ahogyan a varianciara.

8.8.2. TETEL. A kovariancia szamitasa




Az X és Y valoszifiségi valtozok kovariancigja kiszamithato
Cov( X Y) =E(XY) — E(X) E(Y)
képlettel.

Megjegyzés.
Tehat a kovariancia szamitadsahoz aX-Y szorzat valdszitiségi valtozo varhaté értekébl ki
kell vonni az X és Y varhat6 értékek szorzatat!

Bizonyitas.

Az E varhato érték linearitasa miatt

Cov(XY) = E( (X — “x) (Y— pY) ) = / végezzik el a szorzast a disztributiv szabkgjan /
= E( XY —X pY — W Y+ 1Y) ) = / haszndljuk a varhatd érték linearis tulajdms /

= E(XY) —E(X) by, — i E(Y) + 1 1, =E(XY) —E(X) E(Y) . Q.e.d.

8.8.3. Kdvetkezmény. A kovariancia tulajdonsagai

(&) szimmetria tulajdonsagzov( X Y)=Cov( Y, X)

(b) homogenitasCov( aX, Y)=a Cov( X Y) ( szorzo6 konstans kiemellogt

(c) bsszefliggés a variancia és a kovariancia kogittf X X) =Var(X) , vagyis egy X
valésziriségi valtoz6 6nmagaval vett kovarianciaja épperaXawnciaja

V¥ 8.9. Osszeg variancidja: Var(X+Y)

8.9.1. TETEL
Az X és Y valOszifiségi valtozok dsszegének variancigjara teljesiivetkesd egyenbséeg
Var(X+Y) =Var(X) +Var(Y) +2Cov( X Y)

BIZONYITAS

Var(X+Y)= E( ( X+Y— (“x + uY) )2 =/ a véarhat6 értékeket vigyiik a megfélelltozokhoz
=E( ( [X— ] - [Y py])z) = / emeljik négyzetre a kéttagi sszdget
:E( (X— “x) >+ 2 (X — “x) (Y— pY) + (Y— pY)z)z / hasznaljuk az E() varhat6

érték linearitasat

:E((X—px)z) +2E((X—px) (Y—pY)) +E((Y—pY)2) = /avariancia és

kovariancia definicioja alapjan /

¥ar(X) +2Cov( X Y) +Var(Y) Q.e.d.
8.9.2. TETEL
Ha az X és Y val6sziiségi valtozok fuggetlenek egymastol, akkor
(@) Cov( XY) =

és
(b) Var(X+Y) =Var(X) + Var(Y).

BIZONYITAS

(a) A 8.4.3. tétel szerint, ha X és Y fuggetlenek,a@lk( XY) =E(X) E(Y) teljestl mind diszkrét
es mind folytonos valtozok esetén. A kovariancensitdsanak 8.8.2. tétele alapjan t&esges X
€s Y valtozok esetdbov( X Y) =E(X-Y)-E(X)-E(Y). Tehat

Cov( XY)=E(XY) —E(X) E(Y)=0.
(b) A 8.9.1. tétel és a jelen tétel (a) része alapjan



Var(X+Y) =Var(X) +Var(Y) +2Cov( X Y)=Var(X) + Var(Y)
teljestl fliggetlen X és Y véaltozok esetén. Tehgytilen valtozok 6sszegének variancigjat
tagonként vehetjik. Q.e.d.

VERTERVELE Fliggetlen X és Y valtozok dsszegének szérasara a
o(X+Y)=Jo(X)2+0(Y)?

képlet teljesul.

8.9.3. PELDA. Az atlag varhato értéke és variancidj
Legyenek aX, , X, , X, ..., X, valosziriségi valtozoKliggetlenekés varhato ertékik és

szérasuk azonds( X) =M ésVar( X) = 02.
Mutassuk meg, hogy az

2
. PP L C fos . N o ,
atlag valészitiségi valtozé varhat6 erteEe( Yn) =Mes vananmaWar( Yn) = R Ami azt

jelenti, hogyn novekedéséved varianciaja csokkenve nullahoz tart!

Megoldas.A varhat6 érték linearis tulajdonsaga alapjan

n n
E(X M
iZ 1 (X) _ Z’l _nM
n n n
A variancia tulajdonsaga és a valtozok fuggetleasdgpjan

- 2

= = _o
Var(Y,) =Var N = = K

Han— o, akkor az atlag varianciaja nullahoz tart. Gyatéa készult termékek kozil kivett n
elemi minta mért értékeire tipikusan teljesiinek a telek: az értékek figgetlenek, azonos
varhato értélek és szorasuak. Az atlagolasnak a hibakat kie@gdrdtasa abban nyilvanul meg,
hogy aszorasaz n minta elemszam novekedésésélkken Tehat a pontosabb becslés érdekében
minél nagyobb szamu mintat célszétvizsgalni. Ezt korlatozza, hogy minden mintaly&eaz
meérés peénzbe kerll. Tehat egy kompromisszumokéedi a raforditas és a szamitas pontossaga
kozott.

E(Y)I =M

n

n2 n n2

V 8.10. EIméleti ellendrs kérdések

Hogyan értelmezziik egy diszkrét valtozé varhatékét?
Hogyan értelmezziik egy folytonos valtozé vartatékét?
Hogyan értelmezzik egy valtokfy, m— ik momentumat?

Mit jelent a varhato érték linearis tulajdonsaga?

Hogyan lehet kiszamolni flggetlen valtozok sztamak varhato ertékét?

Hogyan értelmezzik a valosig@gi valtozok varianciajat?

Mi a kapcsolat egy valtozé varianciaja és szOokégatt?

Hogyan szamoljuk egy diszkrét valtozé variantia@eloszlas ismeretében?

Hogyan szamoljuk egy folytonos valtozé variaraiag siriség fuggvény ismeretében?




Milyen médon szamoljuk egy valtozo varianciaj@ahamentumokkal?

Hogyan szamoljuk egy valtoz6 konstans szorosaagknciajat?

Hogyan szamoljuk egy diszkrét valtoz6 variandiaja

. Mit értiink a varhato érték minimum tulajdonsatta

Hogyan standardizaljuk az X valosi$egi valtozot?

Hogyan értelmezzik két valosigegi valtozo kovarianciajat?

Hogyan szamoljuk ki két valoszigégi valtozé kovariancijat?

Mivel egyend aCov( X X) kovariancia?

. Hogyan szamoljuk az X és Y valtozék 6sszegénelanaajat, ha két valtozé nem

8.10.1
8.10.1
8.10.1
8.10.1
8.10.1
8.10.1
8.10.1
8.10.1
8.10.1

flggetlenek?
smloEe Hogyan lehet kiszamolni figgetlen valtozok 6ssreds varianciajat?
i Mivel egyend két fliggetlen valtozé kovarianciaja?

V¥ 8.11. Gyakorlé feladatok

Legyen az X diszkrét valosZiségi valtozé eloszlasa adott az alabbi tablazattal

XX X% [ X5 | %, | =

P[PyfP2| P3| - [Py [Py 1

(a) Mutassuk meg, hogy\dar( X) :GZ(X) =E( X2) — EZ(X) > 0 egyenbtlenség ekvivalens

n n

Zxk'p4 < | 2%n

k=1 k=1
egyenbtlenséggel.

(b) Vezessik le az (a) pontban szebeggjyenbtlenseget a Cauchy-Bunyakovszkij—Schwarz-

egyenbtlenség
n n n
San|< [ 34 [ S
k=1 k=1 k=1
diszkrét verzioja alapjan ag=x. / p, €ésb, = /p, valasztassal.

8.11.2. felada

Legyen az X folytonos valos#iségi valtozo ériiség fluggvényé(x) > 0.
(a) Mutassuk meg, hogy\ar( X) :GZ(X) =E(X?) —E%(X) > 0 egyenttlenség ekvivalens

< / J ><2-f(x) dx
egyenbtlenséggel.

(b) Vezessik le az (a) pontban szebdeggjyenbtlenseget a Cauchy-Bunyakovszkij—Schwarz-

egyenbtlenség
S/J gz(x) dx /J hz(x) dx

folytonos verziéja alapjang x) =x-y f (x) ésh(x) =y f(x) valasztassal.

8.11.3. felada

Egy szabalyos kockat kétszer dobunk fel. Jelolpe Rapott két szam szorzatat! Adja meg X
eloszlaséat! Szamolja ki X varhato értékét és vaigat!

8.11.4. felada

o0

J_ X -f (X) dx

o0

J g(x) -h(x) dx




Tekintstik az fliggvényt, ahol x tetéeges valdés szam!

(a) Mutassuk meg, hodyx) = %e_ M lehet egy X folytonos eloszlasu val6seagi valtozo
siriség fuggvénye! Rajzoljuk fel az y=f(x) figgvény fikanjat!

(b) Szamitsuk ki az X valosZigégi valtozo E(X) varhat6 értékét és szorasat!

8.11.5. felada

Legyen X egyenletes eloszlasu folytonos valdssgi valtozé az [a,b] intervallum folott!
Mutassuk meg, hogy dz(x) diriiseg fuggveny egyertefien megadhatd, ha ismert X varhato

ertéke és szorasa.

Egy nagy létszamu évfolyambdl n=20 tanul6 teszgaregyszerre. Tudjuk, hogy a 20 tanul6
kozott

2 olyan tanul6 van, akiknek a vizsgéja 0.4 valdsatggel lesz sikeres;

4 olyan tanul6 van, akiknek a vizsgaja 0.6 valdsatggel lesz sikeres

5 olyan tanul6 van, akiknek a vizsgéja 0.7 valdsatggel lesz sikeres;

7 olyan tanulé van, akiknek a vizsgaja 0.8 valGsatggel lesz sikeres;

2 olyan tanul6 van, akiknek a vizsgéja 0.9 valdsatggel lesz sikeres;

(a) Véarhatéan hany tanulo vizsgaja lesz sikered @2ulo kézul?

(b) Mekkora a sikeres vizsga esélyének szorasa?

8.11.7. felada

Harom Uzenetet kildiink egymastadl fiiggetlenul egyikminikacios csatornan keresztil, amelyek
mindegyike p = 0.2 val6sziséggel torzulhat. Jel6lje X a torzult Gzenetek s#ammely lehet 0,
1, 2 vagy 3.

€) Szamolja ki az X valdéstiségi valtozo értékeihez tartoz6 valdssiégeket!

P(X=0) = P(minden Uzenet hibatlanul ment at)=

P(X=1) = P(pontosan 1 tzenet torzult)=

P(X=2) = P(pontosan 2 lizenet torzult)=

P(X=3) = P(minden Gzenet torzultan ment at)=

(b) Szamolja ki a varhato torzult Gzenetek szam

(c) Szamolja ki X szorasnegyzetét!

Két pontot valasztunk talalomra egy egységnyi hossgu szakaszon. Jeldlje X a két pont
szamtani kozepét!

(a) Hatarozzuk meg X varhato értekét!

(b) Szamitsuk ki X standard szérasat!

8.11.9. felada

Egy X folytonos eloszlasu valostigegi valtozé griiség fliggveénye
0 x<0

. Si <x<
F(x) = A- sin(Xx) 0<x<m

0 <X

n
2

(a) Hatarozzuk meg A értékét, hogyifisseg fuggveny legyen!
(b) Hatarozzuk meg X varhat6 értékét!

(c) Szamitsuk ki X standard szorasat!

8.11.10. felada

Egy aruhazban 1000 termeék kozul néhany csomaga@asareményeket rejtettek el. Mégpedig 1



db 1000 Ft-ost, 5 db 500 Ft-ost és 10 db 100 Ftkegfyen az X valdsziiségi valtozo6 értéke az
egy termére jutd nyeremény dsszege. Mennyi lesarKato értéke?
8.11.11. felada
Szamitsuk ki X varhat6 értékét es szérasatjiheség fliggvénye

X, -1<x<1
f(x) = .
0 egyébként

8.11.12. felada

Az Xvalosziriségi valtozo ériiségfliggvénye legyen a kdvetkez
X

f(x)= &eZMaOSx

0,egyébként

(a) Szamitsuk ki "a" ertéket!
(b) Szamitsuk ki X varhato értékét és szérasat!

(c) Szamitsuk ki Y% — 1 varhato értékét és szorasat!

(d) Hatarozzuk meg X standardizaltjat!

8.11.13. felada

Két pontot valasztunk talalomra egy egységnyi hossgu szakaszon. Jeldlje X a két pont
tavolsagat!

(a) Hatarozzuk meg X varhato értekét!

(b) Szamitsuk ki X standard szérasat!

8.11.14. felada

A [0,1] intervallumban véalasztunk véletlensizen és egymastdl fliggetlenil két szamot, egy A-t
€s egy B-t. Képezzik aXx=2-A — B (] valosziriségi valtozot.

(a) Adja meg az X valtozo eloszlas fliggvényét és igjdel grafikonjat!

(b) Hatarozza meg az X valtozir§ség fliggvényét és rajzolja fel grafikonjat

(c) Generaljon A és B értékére N=1000 véletlen szamajd szamolja ki & ‘A — B) szamokat!

(d) A (c) pontban szamolt értékek hisztogramjat raggédj az X valtozoigtiség fuggvényével
azonos koordinatarendszerben!

(e) Szamolja ki X varhato értékét és szorasat!

Egy szabalyos kockat kétszer dobunk fel egymaaggédtlentl. Jeldlje az élslobas eredményét
X, a masodikeX,. A nagyobbik dobas kétszereé€bonjuk ki a kisebbik dobas érteket és a

kapott véletlen szamot jeldlje avaltozo, vagyis
X= 2-max(X , Xz) — min(Xl, Xz).
/Ha a két dobas értéke azonos, akkor a maximusamésimum a k6zos értek!/
(a) Adja meg az X valtozo lehetséges értékeit és aatartozo valoszirségeket!
(b) Rajzolja fel az X valtoz6 eloszlaséat palcika deagmal!
(c) Melyik X érték a legvalosziibb?
(d) Szamolja ki X varhato értékét!
(e) Szamolja ki X szérasat!

A [0, 1] intervallumban véletlenszZ@n valasztunk egy 'A' szamot (vagyis 'A' egyenletes

eloszlasu [0,1]-n). Jeldlje X a valasztott 'A' szaégyzetgyokét, azag=+/ A .
(a) Adja meg az X valosziségi valtozoF, (x) eloszlas flggveényét és rajzolja fel grafikonjat!



(b) Adja meg az X valtozfy(x) siriiség fliggvenyét és rajzolja fel grafikonjat!
(c) Hatarozza meg X varhato értékét és szorasat!
(d) Mutassa meg, hogy &z X2 valtozo - vagyis X négyzete - egyenletes eloszlasu

8.11.17. felada

Feldobunk egy szabalyos kockat és egy szabalyastktrt egymastoél fliggetlenil. Az utébbinak
4 lapja van, amelyekre egyforma eséllyel esik.

Jeldlje X a kocka dobas eredményét és Y a tetrakatss eredményét!

Legyen Z=X+Y valdszitiségi valtozo a két dobas eredményének 6sszege.

(a) Adjon meg egy olyan matrixot, amed}lkiolvashatdk Z lehetséges értékei és a hozzaiarto
valdsziriiségek!

(b) Adja meg Z lehetséges értékeit nouekerrendben egy listdban!

(c) Adja meg Z értékeihez tartoz6 pZ=P(Z=k) valagzégeket a pZ listdban! Ellérzze a
szamitas helyességét dsszeadassal!

(d) Szemléltesse Z eloszlasat palcika diagrammal!

(e) Szamolja ki Z varhato értéket!

(f) Szamolja ki Z szérasat!

Egy X folytonos valdszifségi valtozo sriiség fliggvénye az alabbi
0 x<0
fX(x)={cx(1l—x) O<xandx<1

0 egyebként

(a) Adjuk meg a képletben szerépt' konstans érteket!

(b) Abrazoljuk X siriiség flggvényét!

(c) Hatarozzuk meg X eloszlas fiiggvényét es abjékdol

(d) Szamitsuk ki X varhato értékeét es szérasat!

Egy 6 oldalu szabalyos dobd kockat haromszor dolfeiregymastél fliggetlenil. Az egyes
kimenetelek értekeit jeloljeX;, X, X; valosziriségi valtozo!

Legyen Y a 3 dobas értéke kozl a minimalis dobtike, azaz Y = miX;, X,, X;)

(a) Adjuk meg az Y veéletlen valtozé lehetségeskeéités a hozza tartozo valosiségeket!
(b) Abrazoljuk Y eloszlasat palcika diagrammal!

(c) Szamitsuk ki Y varhato értékét és szorasat!

(d) Mutassuk meg, hogPP(Y > k) = P(X1 > k)3, tehat Y talélesi fliggveényk, talélési

fluggvényének a harmadik hatvanya! (2pont)

Megjegyzés:(d) alapjan ki tudjuk szamolni az (a) feladatbarl¥szlasahoz tartozo
valosziriségeket!

Egy vallalat kétféle szélessédeszkat gyart: 9 cm és 12 cm széles kivitelekBehcm széles
deszkak

p, =0.15 reésze selejtes, a 12 cm szelgsek0.2 része selejtes! Kivalasztunk egy elkészuin9 ¢

€s egy 12 cm széles deszkat, egymastdl fuggetlendl.

Jeldlje X a két deszka kozil a selejtmentes desgkakat.

(a) Adjuk meg X lehetseges eértékeit €s a hozzazanaloszifisegeket!
(b) Abrazoljuk X eloszlasat!

(c) Szamitsuk ki X varhato értékét és szorasat!

Egy vallalat 2 cm és 3 cm hosszusagu csavarokat gy@ cm hosszu csavargk =0.1 része



selejtes, a 3 cm hosszlUgk = 0.05 része selejtes! Kivalasztunk egy elkészilnzs egy 3 cm

hosszu csavart, egymastol fuggetlenul.

Jeldlje X a két csavar kdzil a selejtmentes cs&vszamat.

(a) Adjuk meg X lehetséges ertékeit és a hozzazanaloszifiségeket!
(b) Abrazoljuk X eloszlasat!

(c) Szamitsuk ki X varhato értékét és szorasat!

(d) Adjuk meg X lehetséges értékeit és a hozzazarvaloszitiségeket!

8.11.22. felada

Az X folytonos valGszitiségi valtozo f(xsiiriségfliggvényét lathatjuk az alabbi abran.

A fuggvény a [0,1] és [3,4] intervallumokon linefés az [1,3] intervallumon a konstans "a"
értéket veszi fel.

(i) Hatarozzuk meg az "a" paraméter ertékét, majgbijuk fel az f(x) riségfiggvényt!

(i) Hatarozzuk meg az F(x) eloszlasfiggvénytagsaijuk fel grafikonjat!

(iif) Szamitsuk ki P(X< 1 vagy X>3) valos#iseg ertéket!

(iv) Mekkora X varhat6 értéke és szorasa?

8.11.23. felada

Az X folytonos valdszitiségi valtozo f(xsiiriségfuggvényét lathatjuk az alabbi abran.

EI +

A figgvény az [1,3] és a [3,4] intervallumokon lémes és érteke "a" az x=3 helyen, az egyéb
intervallumon nulla.

(i) Hatarozzuk meg az "a" paraméter értékét, maijgbtjuk fel az f(x) driségfiiggvényt!

(i) Hatarozzuk meg az F(x) eloszlasfliggvénytagaaljuk fel grafikonjat!

(iif) Szamitsuk ki P({ X< 2} vagy {X>3}) valoszifiség értéket!

(iv) Mekkora X véarhatoé értéke és szorasa?

8.11.24. felada

Dontsuk el, hogy az alabbi allitds igaz vagy hamis!



Ha az X és Y véletlen valtozokra Var(X)=Var(Y)=1\éar(X+Y)=2, akkor kovariancigjuk nulla
Cov( XY) =0.
Dontsik el, hogy az alabbi allitas igaz vagy hamis!
Ha az X és Y véletlen valtozokra Var(X)=Var(Y)=VArY)=1, akkor kovarianciajuk
1

Cov( XY) :—E.

8.11.26. feladal

Dontsuk el, hogy az alabbi allitds igaz vagy hamis!

. e ) , -2x, ha-1<x<0
Legyen az X valOsziiségi valtoz6 riseg fluggvenyd (x) = o . Ekkor
0, egyebkent

X vérhat6 értékeE(X) = %

8.11.27. felada

Dontsik el, hogy az alabbi allitas igaz vagy hamis!

Ha az X és Y flggetlen nulla varhaté éitélalosziriségi valtozok és E<(2)28 es E((2)217,
akkor aZz =X — Ykulénbség valtozé szérasa 3.

8.11.28. felada
Dontsuk el, hogy az alabbi allitds igaz vagy hamis!

Tetsdleges X valosziiiségi valtozora teljesl EEZ(X) < E( Xz) egyenbtlenség, azaz X varhat6
értékének négyzete kisebb vagy eggentintX® varhaté értéke.

8.11.29. felada

Dontsuk el, hogy az alabbi allitas igaz vagy hamis!

Ha az X és Y valosziiségi valtozokra Var(X)=Var(Y)=Var(X+Y)es , akkor kovariancigjukra

N

Cov( X V) =%.

8.11.30. felada
Dontsik el, hogy az alabbi allitas igaz vagy hamis!

Tetsgleges X valosziitségi valtozora teljesiil ag(X)| <+ E( X2) egyendtlenség, vagyis X
varhato értékének abszolut értéke kisebb eg)yaanihtx2 varhato értékenek négyzetgyoke.
8.11.31. felada

Dontsuk el, hogy az alabbi allitds igaz vagy hamis!
HaZ~N(0,1) ésZ,~N(0,1) flggetlen standard normal eloszlasu valdisggi valtozo, vagyig,

ésZ, valtozok varhato értéke 0, szorasa 1, akkof,aZ, +Z, 6sszeg €X,=Z - Z, kulonbség
kovarianciaja nulla, azaQov( X X2) =0.

8.11.32. felada

Dontsuk el, hogy az alabbi allitds igaz vagy hamis!

Tetsdleges X és Y valdsziiségi valtozo kovariancigjara Covig2-Y) = 2-Cov(X,Y).

8.11.33. felada

Dontsuk el, hogy az alabbi allitds igaz vagy hamis!

Az X =1+1+1 6sszegben valtogatjuk a két helyenegzér+'’ illetve '-’ el 6jelek értékét.
Mindegyik lehetséges @kl egyforman valdszin Az X 6sszeg varhaté értékére ilyen modon 1
adodik.

Dontsuk el, hogy az alabbi allitds igaz vagy hamis!

Tetsdleges X valosziiiségi valtozé és 'a’ , 'b’ konstansok esetén télij@s Cov(X,aX+b) =



a-Var(X) egyenbség, vagyis az X és az Karb) valtozok kovariancidja megegyezik X
varianciajanak a—szereseével.

8.11.35. felada

Dontsik el, hogy az alabbi allitas igaz vagy hamis!

Tetsdleges X és Y valdsziiségi valtozéra teljesil a Cov(X, ] Var(X)-Var(Y)

egyenbtlenség, azaz X és Y kovarianciaja nem nagyobbt anrmrianciak szorzata.

Dontsik el, hogy az alabbi allitas igaz vagy hamis!

Tetsdleges X és Y valbsziiségi valtozoéra teljesil a Cov(X, ¥ - Var(X)-Var(Y)
egyenbtlenség, azaz X és Y kovariancigja nagyobb vaggefymint a varianciak szorzatanak
minusz egyszerese.

8.11.37. felada

Dontsuk el, hogy az alabbi allitds igaz vagy hamis!

Ha az X és Y fuggetlen véletlen valtozokra Var(Xpr(Y), Var(X+Y)=2, akkor Var(X)=Var(Y )
=1.

8.11.38. felada

Dontsuk el, hogy az alabbi allitds igaz vagy hamis!

Ha az X és Y véletlen valtozokra Var(X)=Var(Y)=1aNX+Y)=2, akkor X és Y fuggetlenek.

8.11.39. felada

Az X és Y valbszifiségi valtozok flggetlenek és szorasuilk) =4 ill. o(Y) = 3. Ekkor az X+Y
0sszeg szérasa 5, azaX + Y) =5.

8.11.40. felada

Dontsik el, hogy az alabbi allitas igaz vagy hamis!

Tetsdleges X valosziiiségi valtozo esetérar(2-X) =2-Var( X), vagyis a 2X valosziniségi
valtozé varianciaja az X valtozo variancigjanakzersse.

8.11.41. felada

Dontsik el, hogy az alabbi allitas igaz vagy hamis!
Tetsdleges X valosziiiségi valtozé esetérar( -2-X) =4-Var(X), vagyis a-2-X valosziriségi
valtozé varianciaja az X valtozo variancigjanakzérsse.

8.11.42. felada

Jeldlje X az 6t6s lottd joker szamabaéfetduld 0 szamjegyek szamat. A jokerszam hatjeggy
a szamok sorendje lényeges. A szamjegyeit visszsdsvmodszerrel véletlensiem hizzak ki
egymastdl fuggetlendl.
(a) Adja meg X lehetséges értékeit és a hozzatadalbszitiségek tablazatat!
(b) Rajzolja fel X eloszlasat pélcika diagrammaktsszlasfliggvényét!
(c) Mennyi a nulla joker jegyek szamanak varhaték&?
(d) Szamolja ki a nulla joker jegyek szamanak szdtta
Dobjunk fel egy szabalyos pénz érmét haromszor égyutan, egymastol fuggetlendl! Jeldlje X
az el$ fej dobas sorszamat a harom dobas kozul!

(a)Adjuk meg a harom dob&% eseményteret és szamoljuk ki X lehetséges értakaigyes
elemi eseményeken!

(b) Szamoljuk ki X lehetséges értékeihez tartozo \ahfiségeket! Melyik X érték a
legvaldszitibb?

(c) Rajzoljuk fel az eloszlast és az eloszlasfliggvényt!

(d) Szamitsuk ki X varhat6 értékét és szorasat!

(e) Szamitsuk ki X eloszlasat, ha a pénzérme ugyttatzhogy az iras dobas kétszer olyan
valdszirii, mint a fej!

Dobjunk fel egy szabalyos kockat kétszer egymas, @gymastol figgetlendl! Jeldlje X azdls



hatos dobas sorszamét a két dobéas kozul! Ha natos dobas, akkor legyen X értéke 0.

(a)Adjuk meg a két dob&2 eseményterét és szamoljuk ki X lehetséges értékaiyes elemi
esemeényeken!

(b) Szamoljuk ki X lehetséges értékeihez tartozo zhlisegeket! Melyik X érték a
legvaldszitibb?

(d) Rajzoljuk fel az eloszlast és az eloszlasfiggvénye

(e) Szamitsuk ki X varhatd értékét és szorasat!

(f) Szamitsuk ki X eloszlasat, ha a kocka ugy torzitmigy ha az 1, 2, 3, 4, 5 dobasok
valdszirisége ugyanaz a "p" érték, de a hatos dobas valiszje 4p! Ekkor melyik X érték lesz
a legvalészitibb?

8.11.45. Felad:

A [0,1] intervallumban véletlenszign valasztunk egy A szamot f0A < 1). Jeldlje X a kapott
A és( 1— A) intervallumok kdzul a hosszabbikat, azéz max A, 1 — A).

(a) Adja meg az X valtozo eloszlas fuggvenyétigdseg fliggvenyét!

(b) Szamolja ki X varhaté értéket!



