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V 9.1. Bevezetés

A diszkrét eloszlasok kdzil néhany olyan van, aedelyyakran éifordulnak az alkalmazasok
soran. A problémak modellezéséhez ki kell valaszanaz eloszlast, amelyik a legjobban
illeszkedik. Igy példaul gyakran a binomialis és98on-eloszlasok olyanok, amelyek
helyettesithék egymassal. A feladathoz jobban illesz&edodellt, akar a gyakorisagok
felrajzolasaval is eldonthetjik vagy az illeszi&sdganak (angolul "goodness of fit") probajaval.
(lasd 16. fejezet) A nevezetes diszkrét eloszlémrkutatasa mellett tanulmanyozzuk alafvet
tulajdonsagaikat és alkalmazasi tertleteiket. Téligl a diszkrét egyenletes, Bernoulli,
binomidalis, Poisson, hipergeometrikus és geometi@azlast. Ezek varhat6 értékét variancijat
meghatarozzuk és példakat oldunk meg az eloszlatokkStatistics csomag a diszkrét
valtozokkal végzett iveleteket csak minimalis mértékben végzi el.

Célunk az alabbi fogalmak, 6sszefiiggések és eljarasok megismerése,

megértése

Diszkrét egyenletes eloszlas
értelmezése, varhato értéke és

Hipergeometrikus eloszlas és a visszatevés nélklili

Sy mintaveétel

varianciaja

Bernoulli vagy indikator eloszlas Poisson eloszlas értelmezése, varhato értéke,

értelmezése, varhato értéke, varianciaja. varianciaja

Bernoulli kisérlet alapgondolata Geometriai eloszlas értelmezése, varhato értéke
varianciaja

Binomialis eloszlas kétféle Maple Statistics csomagja segitségével a diszkrét

szarmaztatasa, varhato értéke és eloszlasok hivasa, az eloszlasok és az eloszlas

varianciaja fuggvenyek alkalmazasa, rajzolasa

Visszatevéses mintavétel és a Maple Statistics csomagEmpiricalDistribution

binomialis eloszlas kapcsolata eljarasanak alkalmazéasa sajat diszkrét eloszlasok
létrehozasara

V 9.2. A Maple beépitett diszkrét valoszitiségi eloszlasainak listaja és hivasa
A valosziniségek szamitasahoz Maple-beBtatisticscsomag all rendelkezésre. A csomag
betdltése:
> restart: with( Statistic$ :

A Statistics csomagban talalhat6 eloszlasok heggé&tlabbi modon lehet megtekinteni.
help("Statistics[Distributions]);
A beépitettiszkrét eloszlas tipusak Maple Statistics csomagban a kévetkez
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paraméterek

Maple hivas neve elnevezes
DiscreteUniform | egyenletes -eloszlas a,b
Bernoulli Bernoulli -eloszlas p
Binomial binomialis eloszlas n,p
Geometric geometriai eloszlas p
Hypergeometric | hipergeometrikus N.s.n
eloszlas "
Poisson poisson - eloszlas A
NegativeBinomig negativ binomialis r,p

A diszkrét valdszitiségi eloszlasokadistribution( Maplenéy paraméterekformaban lehet
hivni. Nézzik a binomidlis eloszlas alkalmazasétgiént.

9.2.1. PELDA. Binomidalis eloszlas megadéasa

(a) Adjuk meg a binomialis eloszlast 7 ég = 0.2 paraméterekkel! Milyen adatstruktara
keletkezett?

(b) Rajzoljuk fel azloszlaspalcika diagramjat és &toszlas fliggvényépcss diagramjat!

Megoldas
(a) Adjuk meg a binomialis eloszlast 7 égp = 0.2 paraméterekkel! Milyen adatstruktura
keletkezett?

> B := Distribution( Binomial7, 0.2));

B := module( ) (1.2.2)
option Distribution, Discrete
export Conditions ParentNamgParametersCDF, CharacteristicFunctionKurtosis
Mean MGF, ProbabilityFunction SkewnessSupport Variance VariationCoefficient
CDFNumeri¢ QuantileNumericRandomSamp|&andomSampleSetup
RandomVariate

end module

Lathato, hogy B egy modul, amely a binomialis ell@sizoz készitett eljarasok gyujtemeényét
tartalmazza. Ebid valamelyik eljarasB:-eljarasnévalakban lehet meghivni. Példaul a
B:-Parameter®ljaras visszaadja a B eloszlas paraméterddt-@onditionseljaras a B eloszlas
paramétereire Kir6tt feltételt kiirja és ez alapgflersrizni lehet, hogy az altalunk megadott
paraméterek teljesitik-e a feltételeket!

> B:-ParametersB:-Conditions
[7,0.2000000000 [0 < 7, 0 < 0.2000000000, 0.20000000@0 1, 7:integen (1.2.2)

Lathato, hogy az n=7 és p=0.2 paramétereket adagk Azn > 0 és egész szam, valamint
0 < p < 1 feltételek jelen esetben teljesiinek.

(b) Rajzoljuk fel az eloszlas palcika diagramjat eglaszlas figgvény Iépés diagramjat!



A "ProbabilityFunction” eljards megadja képleteknidban aeloszlast Az alabbi két hivasi
szekvenciat alkalmazhatjuk. Mindkét hivas eredmamyanaz.

> ProbabilityFunctiont Bx)
[ 0 x<0

B (1.2.3)
binomial 7,x) 0.20.8’ ~*  otherwise
> f:= B:-ProbabilityFunctior ¥;
0 x<0
o= . (1.2.4)
binomial 7,x) 0.2°0.8 otherwise

Az eloszlas pélcika diagramja Bdiszkrét figgveny képlete alapjan rajzolhato!
plot([sed[[ x0], [x f]11,x=0..7) ], thickness 3, color =red title = "Binomialis eloszlas)'

Binomiélis eloszlas
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Az eloszlasfliiggvénya CDF(B,x) eljarassal kapjuk, amedyla |épcés fliggvény rajzolhatd!
> F := CDF(B, x)

0 X <0

7 <X
= . (1.2.5)

Z binomial 7.,i) 0.200000000(.8000000000~ ! otherwise

> plot(F, x=-1..7, 0..1thickness 3, color=red);
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9.2.2. PELDA. Sajat készités diszkrét eloszlas
Készitstink olyan S diszkrét eloszlast, amely az
X=[1,25,4,5
helyeken rendre felveszi az alabbi valoézégeket
_[1 1 13 1
P=|=, =, =, = |
TehétP( S=Xi) =P, kell, hogy teljesuljon, ahaok 1, 2, 3, 4.

(a) Szamoljuk ki S varhato értéekét!

(b) Az S eloszlasbol nyerjuk ki X és P értékeit!

(c) Rajzoljuk fel az S eloszlas tiske diagramjat!

(d) Rajzoljuk fel S eloszlas fuggvényének léfgdiagramjat!

Megoldas
A Statisticscsomagban talalhaté BEmpiricalDistributioneljaras segitségével tudunk megadni
egy S sajat eloszlast!

> restart: with( Statistic$ :

> S:= Distribution( EmpiricalDistributior{ (1, 2.5, 4, 5, ‘probabilities ={1/3, 1/4, 13/60,
1/5]))
S:=module( ) (1.2.6)

option Distribution, Discrete

export Conditions ParentNamgParametersCDF, DiscreteValueMapMean
Median Mode ProbabilityFunction Quantile Support RandomSample
RandomVariate

end module

(a) Most is kaptunk egy modult €s benne a hivhatdas@k! Nézzik a varhatd érték szamitasat a
Meaneljaras megadja-e automatikusan!

> atlag:= Mean( §
atlag:= 2.82500000000000 (2.2.7)



(b) Az S modulbdl az X értékeketliscreteValueMagljarassal kaphatjuk meg.
> E := DiscreteValueMap 3');
> X:= [seq eval En=k),k=1..4)]

E:= [1, , 4, 5]

n

>
2
__ 5
X = [1, 2.4, 5} (1.2.8)
A ProbabilityFunctioreljaras a valosziiségeket megadia.
> P:= [seq ProbabilityFunctiofi S),i=1..4)]
P::[—,—,—,—] (1.2.9)

> Sunf'P;,i=1.numelems P) =add( R, i=1.numelems P)

4

D P=1 (1.2.10)

i=1

(c) Rajzoljuk fel az S eloszlas tiiske diagramjat!

Az S diszkrét eloszlas X értékei és a hozzatarkozaloszifiseégek ismeretében a palcika vagy
tuske diagram BiscretePloteljarassal megkaphato, melpgnamicSystenssomagban van!

> DynamicSystemPiscretePlot X P, style=stemthickness 3)
0.3]

0.2

0.1

A sajat modul CDF eljardsa segitségeével a l&gftggvény felrajzolhato!
> plot(CDF( S x), x=0..7,thickness 3, color =red title = "Sajat eloszlasfuggvény"



Sajét el oszlésfliggvény
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V 9.3. Diszkrét egyenletes eloszlas
Tegyuk fel, hogy az X valosZisegi valtozo lehetséges értékgix,,..., X, és ezeket azonos

n
P, =P, = ...=p, valoszirtiséggel veszi fel. MiveEpk: 1, ezért mindegyik, érték% kell, hogy
k=1
legyen.

9.3.1. DEFINICIO. Egyenletes eloszlas
Az alabbi tdblazattal adott

Xxlxz...>g(..)§1
X=

pt Lt L 1

n n n n

diszkrét eloszlast diszkrét egyenletes eloszlaseakzziik, ahol
1
P(X:xl) :P(X:xz) =.= (X:xn) = e

igy egy diszkrét egyenletes eloszlast valdsstgi valtozo megadasahoz szilkséges paraméterek:
azXg, Xo..., X €rtékek!

Teljes altalanossagaban a Maple-ben csak saja&ént tud ilyet élllitani. Viszont olyan
specialis eloszlast, amelyxe=a + (i — 1) egymasutan kovetkézgész szamok tudunk
késziteni. Példaul a szabalyos kocka dobas szimjdnegadijuk.

9.3.2. PELDA. Szabalyos kocka dobas
Tekintsik a szabéalyos kocka dobas kisérletét! Liegya dobott pontszam értéke.

X lehetséges kimenetele: 1, 2, 3, 4, 5, 6 és emjséorma% valosziriséggel veszi fel.

(a) Adjuk meg az X valosziiségi valtozot!
(b) Rajzoljuk fel X eloszlasat és eloszlas fliggvényét!
(c) Szamoljuk ki X varhaté értékét és szérasat!




Megoldas
(a) A DiscreteUniforni ab) az egyenletes eloszlas hivasa.
> restart: with( Statistics :
X := RandomVariable DiscreteUnifortt, 6) );
X:=R (1.3.1)

A ProbabilityFunctioreljaras val6jaban minden 1 és 6 k6zotti x érte%rértéket vesz fel

folytonosan!

> p := ProbabilityFunctiori Xx);
0 x<1
1
0 6 <X

(b) Az eloszlas palcika diagramjahoz el kell készitdna diszkrét érték készletet! A
valdsziriségek @ kifejezésben vannak!

> plot([sed[[ x, Q, [X, p]], x=0..7) ], thickness = 3, color =red
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Az eloszlas fliggvény egyenletes Iépéskdzokkel emiliépcs.
> plot(CDF( X x),x=-1..10, 0..1thickness 3, color =red);
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(c) Szamoljuk ki X varhaté értékét és szérasat!
> varhato értékszérass Mean( X), StandardDeviation X

varhato értékszoras= ; é v 105 (1.3.3)
9.3.3. TETEL. Egyenletes eloszlas varhat6 értéke earianciaja
Igazoljuk, hogy aX = [X0: Xpr-00 %] pontokban egyenletes eloszlas varhato értéke
+ X, +...+
Lo in X,
atlag és a varianciaja
n n 2
Var(X) = — — | —
n n
2
. _n+1 , _n -1
Hax; =i, akkorE(X) = 5 esvVar(X) = THE
Bizonyitas
A diszkrét eloszlasok varhato érték szamitasi dyalaapjan
n
n n 1 X
=1
W=E(X) = D %p= DX~ =
i=1 i= n n
Hax =i, akkor
n-(n+1)
_ _1+2+...4+n _ 2 _n+1
W=E(X) = n - n 2
A variancia szamitasi képletét alkalmazzuk
2
n n
208 | 2%
Var(X) =E(X?) —E(X)?= "n -5
Hax =i, akkor
n
i” in(n+1)(2n+1)
Var(X) = = _(”“)2: 6 _n+1)*
n 2 n 4
, =
1 ) _(n+1)" _(n+1) (2n+1 n+1)_ 1 o
& (N+1)-2n+1) : ; ( 5 ; ) S (n+1)-(n—1)
Q.e.d.

V 9.4. Bernoulli eloszlas

Tekintstink egy kisérletet, melynek két lehetségeeRetele varsikeresvagysikertelen A
kisérlet sikeres kimenetelének a bekbdvetkezésbraiisége legyep (0 < p < 1). EKkor a

sikertelen kimenetel bekdvetkezési valossiayge (1-p) = q .

Az ilyen X valoszitiségi valtozot Bernoulli-tipustnak nevezzik és XselaseP(X=1) =p és



P(X=0)=1—-p=q.

9.4.1 DEFINICIO. Bernoulli-valtozé
Az X valbsziriségi valtoz6t Bernoulli-tipusunak nevezzilke (0, 1) paraméterrel, ha az

X=1 ésX=0 értékeket veszi fel 84 X=1) =p, P(X=0) =1 —p=q. Tehat X eloszladsa
méatrix alakban

X1 O
Ppl-p
Az X~Bernoulli( p) jel6lést hasznaljuk arra, hogy az X valtozo6 elasalBernoulli-tipusu
p-paraméterrel.

Maple-ben az XBernoulli-tipusu valésziriségi valtozét a kovetkéképpen tudjuk felvenni!
> restart: with( Statistic$ :

> X:= RandomVariable Bernoulli p
X:= R (1.4.2)

Az egyes értekek valosziségeit @robabilityFunction adja meg!
> f:= ProbabilityFunctiort Xx);

P('X'=1) =ProbabilityFunctiori X1),

P('X'=0) =ProbabilityFunctiory X0);

x<0
f.= 0 1<x
(2p—1)x+1—p otherwise
P(X=1)=p,P(X=0)=1—p (1.4.2)
Az eloszlas pélcika diagramja Az eloszlasfiiggvény Iépés fliggvénye
> plot(subg p=0.3,[seq [[ x0], [X, > plot(CDF(Bernoull(0.3), x),x=-1

f11,x=0..1) 1), thickness 2, color .2, 0..1thickness 3, color =red)

=red) 1 _,_
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A varhato értéket és a varianciat a diszkrét efssképletei alapjan egys#ien kapjuk.

9.4.2. TETEL. Bernoulli-valtozo6 varhato6 értéke és arianciaja
HaX~Bernoulli( p), akkor

E(X) =pésVar(X) =p-(1—p)
varhato értéke és varianciaja.

Bizonytas.
A varhato értéket &(X) =1-P(X=1) + 0-P(X=0) =p képletekkel szamolhatjuk ki. Ugyanezt



adja a beépitellean eljaras is!
> Varhato értélke Mean( X);
Varhato érték=p (1.4.3)

A variancia vagy szérasnégyzet szamitasahoz akemseképletek vezetnek
Var(X) =E(X*) —E(X)*=p—p*=p (1—p)
mertX ésX? eloszlasa megegyezik.

> Variancia=Variance X);
Sz6ras= StandardDeviatiof X

Variancia=p (1 —p)

Széras=y p (1 —p) (1.4.4)
Q.e.d.

V¥ 9.5. Binomialis eloszlas
Az egyik leggyakrabban @&lorduld specidlis diszkrét valostisegi eloszlas a binomialis eloszlas.

Binomialis eloszlast kapunk, ha efjywéletlen esemeényren™fiiggetlenkisérletet végziink és azt
szeretnénk tudni, hogy hanyszor kdvetkezik b& agemeény és egyetlen bekovetkezés
valésziriségep, azazP(A) =p.

9.5.1.DEFINICIO. BERNOULLI-FELE KISERLET

(i) Figyeljik egy véletlen kisérlet valamelyeseményének bekdvetkezését Alasemény
bekovetkezési valdsZinége legyep =P(A).

(i) A kisérletet megismételjuk egymastol figgetlemiszer egymasutan.

A Bernoulli-kisérlettel kapcsolatban tobbféle validtiségi valtozot is definialhatunk.

Ha azt figyeljik, hogy az n kisérlétthanyszor kdvetkezik be @zesemény, akkor kapunk
binomidalis eloszlast. Ha azt figyeljuk, hogy az gemény hanyadikra kovetkezik bés#or,
akkor geometriai eloszlast kapunk. Ezért a Bermeldiszlasba nem értjuk bele azt a feltételt,
amely a binomialis eloszlast értelmezi.

Jeldlieg=1—p=P( A) annak val6sziiségét, hogy A nem kdvetkezik be.

9.5.2. DEFINICIO. Binomiélis eloszlasn ésp paraméterekkel

Tekintsik a Bernoulli-kisérlet soran végzeftiggetlen kisérlettl azon kisérletel szamat,
ahanyszor bekovetkezett Azsemény. Tehat &zvaldsziriségi valtozo értéke az A
bekovetkezési szama afliggetlen kisérlett,

: X = az"A" esemény bekovetkezési szamféggetlen kisérlett.

Igy X értéke 0, 1, 2, 3, ..., n lehet.

Ebben az esetben Azbinomial n, p) jeldlést hasznaljuk.

Hatarozzuk meg az egy®s-k értékekhez tartozo valosisegeket! Az egyszéség kedveert

B = A jeldlje az A ellentét eseményét! Ekkor az
{X=k}
esemény, vagyis az A esemény k-szor kovetkezikggehogy a# A,...,A B, B,...,.B "n"

n darab
hosszusagu sorozatokban pontosan k-darabiAdsefn-k) darab B bétvan.

A k-darab "A" bet helyé(n

k)' féleképpen valaszthatjuk ki. Egy kivalasztas saidisége a



flggetlenség miatt

P(AA ..ABB...B) =P(A)-P(A)- ....P(A)- P(B)- P(B) ... -P(B):pkq”_
n
k

k

Mivel az ilyen kivalasztasok egymast kizarok, ea’m‘E ) darab valosziiséget 6ssze kell adni,

vagyis
n _
P(X=k) = (k) gtk
Tehat X eloszlasat felirhatjuk a kdvetkgablazatos formaban
X 0 1 k n

n o.n (N n—1 n k n—k n n
P (o) (3)pe ™t () ()

n) jeldli az n alatt a k binomialis egyitthatot.

k

9.5.3. TETEL. A binomidlis eloszlas értékeinek szaitasa
Ha azX~ binomial(n,p), vagyis az X valésziiségi valtozdn,p) paramétdtrbinomialis
eloszlasu diszkrét valdszitiségi valtoz6 akkor

P(X=k) = (E) %" ¥ ahol k=0, 1, 2, ..., n lehet.

ahol (

Képezzik ezt a formulat szimbolikus médon, adoktés 0<p <1 esetén!
> restart with( plots) : with(combinaj : with( Statistic$ :

Binomial_Formula= (n, p, k) — (Ej-pk'(l—p)n_k;

Binomial_Formula= (n, p, k) = combinat-binomial(n, k) pk (1—p)" ™ k (1.5.1)

Ezzel a formulaval valoban diszkrét eloszlast akltmeg, mert 6sszegezve a valofsaggeket 1-t

kapunk, melyet aza + b)" két tag 6sszegnek hatvanyarél sz6l6 binomialiel-sdapjan kapunk
n

(p+1-p)"= 2 ()P 2—p)" =1
k=0
a =p és b=1-p valasztassal.
> assumé p<1l):
n n
> Binomial_Formuld np, k) = ZBinomiaI_Formula np, kK);
k=0 k=0
lhs( %) =simplify rhg %)

n

- n
binomialn, k) p~ (1 — p~)" k= (p +1) (1—p~)"
k=0 1—p~

n

binomial(n, k) p~k (1—p~)"~ X

k=0

Az eloszlast meghatarozo képleteket megkapjBkasisticscsomag ProbabilityFunction "
eljarasaval is!
> X:= RandomVariable Binomial,mp)) :



> ProbabilityFunctioni XKk)

0 k<0
e (1.5.3)

binomial(n, k) p~k (1—p~) otherwise

9.5.4. TETEL. Fiiggetlen azonos paramétérBernoulli-eloszlasok dsszege binomialis-
eloszlas
HaX jeldli ak-ik fuggetlen kisérlet kimenetelét, akkqr~Bernoulli( p) minderk=1, 2,...,n

esetén. Tovabba az
X=X+ X%, +...+ X,
0sszeggel adott valtozo binomiaiigsp paraméterekkel.

Bizonyitas
A Bernoulli kisérlet soran k-ik eredmény
1, haazA eseménpekovetkezettk — ik kisérletre

0, haazAeseménpemkovetkezetbea k — ik kisérletre

egy Bernoulli-valtozo.
Az X=X, + X, +...+ X 0Osszegben ott van 1, ahol A bekovetkezett és, @lotl nem kovetkezett

be az A esemény. Ezért X értéke az n kiséileth A bekdvetkezési szama, azaz binomialis
eloszlasu n és p paraméterekkel. Q.e.d.

9.5.5. TETEL. A binomialis-eloszlas varhat6 értékeés varianciaja
Az X~binomial n, p) valtozé varhato értéke és varianciaja
E(X) =n-pésVar(X) =n-p-(1—p).

Bizonyitas
Tekintstik az~binomial n, p) valtozé
X=X, + X, +.t X,

felbontasaX, ~Bernoulli( p) valtozok 6sszegére. Mivel a varhato érték additjgveny, ezért
E(X) =E(X + X+ .. + X)) =E(X) +E(X) +... + E(X;) =n-p,
mert a Bernoulli véltozékrE( )§<) =p teljesdl.
Maple 6sszegzéssel is kiszamithatjuk, hogy azmpeEgamétdr binomialis eloszlasarhato
ertéke = u=npvagy a "Mean" eljarassal kdzvetlenul is megkapthatj
> Sunt kBinomial_Formuld np, k), k=0.n) =sum kBinomial_Formula np, k), k=0
.n);
Varhatd_érték= simplify rhg % );
Ugyanez a Mean eljarassalMean X);

- n
n [lE — +1j p~n(1—p~)"
k binomiain, k) p~ (1 —p~)" "= P

(5]

Varhaté_érték=np~
Ugyanez a Mean eljarassah p~ (1.5.4)

Megmutatjuk, hogy az n és p paraméteinomialis eloszlaszorasnégyzetec =np (1 —p).



Mivel a Bernoulli-kisérletben fliggetlenek a kistale ezért aX,, X,..., X valoszirtiségi
valtozok is paronként figgetlenek, ezért a varani@gigonként vehetjik
Var(X) :Var()(1 +X+ ..+ Xn) :Var(Xl) +Var(X2) + ... +Var()§n) =
=p(1-p)tp(1—p)*t..+p(1—=p)=np(1—p).
Ugyanez Maple-ben.
> Sun{ k-Binomial_Formula np, k), k=0.n) =simplif sunf & Binomial_Formuld np,
k),k=0.n));
Széras_négyzetfactor( rhs %9 — Varhato_érték);

n
Zkz binomial n, k) p~k(1 — p~)”_k=n p~+ p~2 n? — p~2n
k=0

Szo6ras_neégyzet-np~(-1+p~) (1.5.5)

Ugyanezt adja avVariance" eljaras
> A variancia a Variance eljarassalVariance X
A variancia a Variance eljarassaln p~ (1 — p~) (1.5.6)

Q.e.d.
Binomialis eloszlas hisztogramjanak abrazolasasaikiénk egy eljarasat, melynek paraméterei az
nésp.
> BiHist := proc(n, p)
localf, k, ¢, d, h, P, Q;
c := blue P:= NULL: Q:= NULL:
for kfrom Otondo
h := binomialn, k) * (p”k) * ((1-p)*(n-k));
P := P, plot( [[k-.5, 0], [k+.5, 0], [k+.5,h], [k-.5,h], [k-.5, 0]], color=c );
if (k<n/2)
then Q:= Q, plot( [[k+.5, 0], [k+.5,h]],
color =white linestyle= 3) :
else Q := Q, plot( [[k-.5, 0], [k-.5,h]],
color =white linestyle= 3) : fi;
od,
plots[ display( [ P, Q ]);
endproc:
A hisztogramot nézzik p = 0.4 és n =7 esetére!
> BiHist( 7, 0.4
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9.5.7. HISZTOGRAM ANIMACIOK VALTOZO PARAMETEREK MEL LETT

Vizsgaljuk az eloszlas alakjat €s formajat| Vizsgaljuk az eloszlas alakjat és formajat
allanddp = 0.4 valoszitiség és ndvekivn allandd n= 30 valGsziiség és névekivp

esetén n = 46t n =20 kdzott! esetén p = 1/306k p=1/2-ig 1/30-ad
> p:=0.4;N:=20: |épéskozokkel!
>for nfrom4 to N do >Ieptek::i;n::30:
> H_ :=BiHist(n, 0.4) : . 30
> num:=convert nstring) : > for i from 1 to 15 do
N prob: =i *| ept ek:
> tracket;]::textplo([z, 0.3, > HJi]:=BiHist(n, prob) :
o > probs:=convert probstring) :
cat( n értéke num) } color= blue) : > trackef{i] := textplot [15, 0.3,
> P,:=display( { H, tracker}) : c.at( p értéke probs) ], color =blue)
> od: > P[i]:= display { H[i], trackefi]}) :
> display([ se Rn=4.N)], . oc[j'] PlayC ) s
insequence true, title o o
="Binomialis eloszlas ndvekvn g dISpilr?s}(eEqﬁgﬁCE J[’rllje %it"'els) b
eseten) ="Binomidlis eloszlas n=30 és
=04 novekw p eseteln)

leptek:= 30




Binomialis eloszlas ndvekwn
esetén

n értéke 4

Binomidlis eloszlas n=30 és
novekvo p esetén

p értéke 1/30

10 15 20

10 20 30

9.5.8. A BINOMIALIS ELOSZLAS KOZELITESE NORMAL ELOS ZLASSAL
Fix p = 0.2 valészitséggel ndvekdy n mellett felrajzoljuk a binomial(n,p) binomiaksoszlas
hisztogramjat és az ugyanolyan varhato érékszorasu normal eloszldisiség fliggvényet!
> restart: with( Statistics : with( plots) :
> p:=0.2
> kepek:= NULL :
for nfrom 6to 36by 6 do
> kepl:= plot( ProbabilityFunctiort Binomidh, p), floor(k)), k=-1..20,color=blue

thickness 3) :
> kep2:= pIot(PDF( Norma(n-p,\/ n-p-(1—p) ) x), x=-1..20,color =red thickness
:3) :
> num:= convert nstring) : széveg= textplot [10, 0.5,cat( n értéke= num) ], color
=blue) :
> kepek:= kepekdisplay [ keplkep2 szoveq) :
enddo;
> displayl Matrix 1, 6, [kepeK))
p:=0.2
n n n n n n
érté érté érték érté érté érté
05 Los 05 Los 0.5 = 05 pos 0.5/ oz 05 Los
04p 6 04 12 0.4 18 04 24 0.4/ 30 0.4/ 36
0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3
0.2 0.2 0.2 0.2 0.2 0.2
0. 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1
0 1020 0 1020 1020 1020 0 1020 0 1020
k k k k k k

Valéban n ndvekedésével - fix p valodeag ertek mellett - a Binomialf) eloszlast egyre




jobban megkdzelitia NormaleEnp,o =y np (1—p) ) normal eloszlas ugyanolyan varhato
eértékkel és szérassal, mint a binomidlis elosAasabra szemléletes bizonyitast ad a centralis
hatéreloszlas -tételre.

0.5.9. MINTAVETELEZES VISSZATEVESSEL

A visszatevéses mintavételezésran is binomialis eloszlast kapunk.

Tekintstink egy dobozt, melyben N darab alkatrésezgavar van.

A dobozban le¥ alkatrészek kozoétt S darab alkatrész S0< N) megkuldnbéztetett
tulajdonsagu, példasklejtes

Egy selejtes alkatrész hlzasanak valdsdgep = % .

Huzzunkn alkalommal egy csavart véletlenszem agy, hogy minden hidzas utan visszatesszik a
kihazott csavart. Ekkor legyen az A esemeény gtsslesavar huzasanak eseménye. Mivel P(A)

=p :% , ezért annak valésZisége, hogy az n kihGzott csavar kozott k selejpesbimomialis
eloszlast ad
S k S n—k
P( n kihGzott csavar koz6tt k darab selejtes ve(rﬁ): (N ) . (1 N ) (k=0,1,2,..,
n).

9.5.10. PELDA. Mikodés valdszikisége

Egy Uj haz tulajdonos 20 lampaban cserélt izzotdemgsleg. Tegytk fel, hogy mindegyik izzo
p = 0.2 valészitiséggel nikodik 3 hdnapnal tovabb.

(a) Mekkora a val6sziisége, hogy a 20 izz6 kdzll legalabb 5 izdikaédik 3 honappal
késsbb?

(b) Atlagosan hany izzot kell a 3 honap alatt kiésee?

MEGOLDAS

Az X valbsziriségi valtozot valasszuk meg ugy, hogy illeszkedefia) pontbeli kérdéshez!
Jeldlje X azon izzék szamat, amelyek a 20 izzé k& tonapnalovabb mitkddnek. Mivel az
izzok mikddési ideje élre nem kiszamithato, ezért X véletlen valéggéygi valtozo. Ha A jeloli
azt az eseményt, hogy egy izz6 3 hénap eltelteigtanikodik, akkor az A eseményre n=20
fuggetlen kisérletet végzlink és figyeljik, hogyysnor kovetkezik be az A esemény. Ezért X
eloszlasa binomialis n=20 és p=0.2 paraméterekkel(a) kérdés 8(5 < X) valdsziriséget
kérdezi, mely a kiegéssdiesemeény segitségével PI-X < 5)) az eloszlas fliggvéngb
szadmolhato (1-CDF(4)) képlettel.

> restart: with( Statistics :

> n,p:=20,0.2

n,p:=20,0.2 (2.5.7)

> X:=Binomial np) :
> f:=unapply ProbabilityFunction Xu), u) : 'f'(u) =f(u)

0 u<o
f(u)=

= B (1.5.8)
binomial 20,u) 0.2'0.8° Y  otherwise

> px:=[sedq f( K, k=0..20)]

pXx:= [0.01152921505, 0.05764607524, 0.1369094287, 0.203@84 0.2181994019, (12.5.9)
0.1745595216, 0.1090997010, 0.05454985049, 0.022166306007386958920,
0.002031413703, 0.0004616849325, 0.00008656592484, 0.00001331783459,



0.000001664729324, 1.664729324710.300569784 18, 7.650410496 1¢°
3.187671040 10", 8.3886080 19° 1.0485760 19°]

> plot([sed[[ kO], [k f(k) 1], k=0..20) ], thickness 2, color =red title
=Binomialis eloszlap

Binomidlis eloszlas

0.20]
0.15]
0.101
0.05
0 ., ‘ .
0 5 10 15 20
20 20
> D)= 2k
k=5 k=5
§ 0 k<0
=0.3703517361 (1.5.10)
k=5( | binomial 20,k) 0.20.8°7 %  otherwise

Figyelem Maple-ben diszkrét esetben a CDF(X,P(X < k) képlettel értelmezett, tehat az
0sszegzesben résztvesz az utolso k érték is!

> 1—-CDF(X 4)
0.3703517361 (2.5.11)

TehatP(5 < X) = 1-CDF(X,4) = 0.37, vagyis 37% annak az eseélpgy20 izzébdl 5 vagy 5-
nél tébb izz6 mMkodik 3 hdnapnal tovabb.

(b) Az E(X) =n*p= 20*0.2 = 4 varhato érték azt jildogy atlagosan 3 hénapnal tovabb, hany
darab izz6 nikodik! Ezt a 4 izz6t varhatéan nem kell kicseréligzont a 20-4 = 16 izz6 cserére
szorul majd 3 hénapon beldl.

> Atlagosan a nikods izzok szama 3 hénap utaMean( X)
Atlagosan a nkods izzok szama 3 hénap ut&m@.0000000000 (1.5.12)



9.5.11. PELDA. Fiiggetlen ugyanolyan paramétéirBernoulli-valtozok ésszege binomiélis
eloszlasu
Mutassuk meg, hogy g, X,, ..., X n darab flggetlen Bernoulli-tipust valosddégi valtozo,

ugyanazzal a p paraméterrel, akkor ezek 6sszeyer¥G+ ...+X binomialis eloszlasu
valosziriségi valtozo (n,p) paraméterrel.

MEGOLDAS
Nézzilk ebbb az n= 2 esetet! LegyeX, esX, eloszlasa Bernoulli, azonos p paraméterrel
X1 0 | [X%1 0
és
Ppl-p P pl-p

Az X=X, + X, 6sszeg lehetséges értékei 0, 1 vagy 2.
Az X=X, + X, =0 csak az{; =0, X, =0 ) esetben fordulhatélA fliggetlenség miatt P(
X,=0,%,=0) P(X,=0) P(X,=0) =(1-p)®
Az X=X, + X, =1 ket esetben lehet, havagyy £1,X,=0) vagy K;=0,X,=1) . A
flggetlenség miatt

P(X;=1,%=0} + {X =0,%=1})= P({X =1,%,=0} ) + P({X; =0,X,=1})=
p(l—p) +(1—-p)p=2-p-(1—-p)

Az X=X, +X,=2 azX;=1,X,=1) esethen fordulhat@lA fuggetlenség miatt P(
X =1,%,=1) P(X=1) P(X,=1) =p"
Tehét X eloszlasa

X 0 1 2

P (1-p)° 2p(1-p) p°
Ez az eloszlas n=2 és p param&tanomialisu valosziiiségi valtozé eloszlasa.
A feladatot (n-1)-6l n-re valo teljes indukcidval bizonyithatjuk. %

9.5.12. PELDA. Teszt feladatok megoldasa talalgatsal

Egy teszt 25 kérdést tartalmaz, amelyek mindeggikdeheiség kdzul tudunk valasztani. A
négy lehaiség kozul pontosan egy a helyes. Tegytk fel, hggydéak minden kérdés esetén
csak talalgat.

Jeldlje X a 25 kérdés kozil az eltalélt helyes sZ&b& szaméat!

(a) Rajzoljuk fel X eloszlasat!

(b) Mekkora a valosziisége, hogy a didk 20-nal tobb kérdésre jol val&szol

(c) Mekkora a valésziisége, hogy a diak 5-nél kevesebb kérdésre valgg2ol

(d) Rajzoljuk fel X eloszlasfiiggvenyeét!

(e) Varhatdéan hany kérdésre valaszol j6l a diak?

Megoldas
Legyen A={egy kérdésre talalgatassal a diak j0 s#lad} esemény, amelynek a valo§sigge
p=P(A) = % , mert a diak a 4 leh&tég kozul véletlenszigen talalgat!
Az A esemeényre n=25 fuggetlen kisérletet végzunk.
Az
X = a 25 kérdéshl a j6 valaszok szama
valésziriiségi valtozo binomialis eloszlasu lesz, mert aifelfdras a Bernoulli-kisérlet egy

megvaldsitasa. Tehé(~BinomiaI(25, % )



\%

restart
with( Statistic$ :
o L.
n, p := 25, 4
> X := RandomVariable Binomial,p)) :
1

n, p:=25, n (1.5.13)

\

\

Az X diszkrét valtozo lehetséges értékei 0,1,25..Az X=k valoszifiségét a
ProbabilityFunction(X,kadja meg

P(Xk)() (1-p)"
> fX:= unapply ProbabilityFunction X),
> fX(Kk);
> plot( fX(floor(k)), k=0..15
0 k<0

1 3125k
binomial( 25,k) (Z) (Z) otherwise

0.18
0.16
0.14
0.12
0.10
0.08;
0.06;
0.04
0.02

(b) Mekkora a valésziisége, hogy a didk 20-nal tobb kérdésre jol val&szol
P(X>20)—fX(21)+fX(22)+...+fX(25)=1-CDF(X,20)

k=21

Z fX(k ] evalf( %

544763
562949953421312

9.6769348090 1T¢° (1.5.14)

> 1—-CDF(X 20)



544763
562949953421312

Gyakorlatilag lehetetlen 20-nal tobb jo valasztiadialgatassal!
(c) Mekkora a val6szifsége, hogy a diak 5-nél kevesebb kérdésre valgg2ol
P(X<5)=fX(0)+fX(1)+...+fX(4)=CDF(X,4)
> fX(0) +fX(1) +1X(2) +1X(3) +X(4); evalf( %
120325442894109
562949953421312

0.2137409234 (1.5.16)

Tehét talalgatassal 5-nél kevesebb j6 valaszt k492 eséllyel lehet elérni. Ugyanezt kapjuk a
beépitett CDF eloszlas fuggvénnyel is!

(1.5.15)

> CDF(X 4)
120325442894109
562949953421312 (1.5.17)
(d) Rajzoljuk fel X eloszlasfliiggvényét!
> plot(CDF( X floor(k)), k=0..15
1.0,
0.91 F
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
I
0 5 10 15
k
(e) Varhatoan hany kérdésre valaszol j0l a diak?
A binomialis eloszlas varhat6 értéken=p
> varhatoérték=n-p; evalf( %
varhatoértek= %
varhat6érték=6.250000000 (1.5.18)

> Mean X

A ~ AN~



25
4

Atlagosan a jo valaszok szama talalgatassal &éll@étkoriil lesz!

(1.5.19)

V¥ 9.6. Hipergeometrikus eloszlas

9.6.1. MINTAVETELEZES VISSZATEVES NELKUL ES A DEFIN iCIO
A visszateves nélkuli mintavételezés egy masikadéldiszkrét valosziiségi eloszlasra.

Tekintstink egy dobozt, melyben N darab alkatrésezgavar van.

A dobozban le§ alkatrészek kdzott S darab kitlintetett alkat{ptzselejtes) talalhatd ( 0<
S<N).

Visszateves nélkil véletlens#en kivalasztunk egy n eldmmintat (tegyuk fel, hogyn < S) .
Ekkor legyen az X valésziiségi valtozé a kivett mintdban kggelejtek szdma, melynek értéke
lehet: 0, 1, 2, ..., min(n,S)=n

(c) (n i)
P( az n kihtzott csavar kozo6tt k darab selejte wad(X=k) = k/An—k .

Az X eloszlasét felirhatjuk a kovetkierablazatos foméban
[ X | 0 1 k n

Sy (N—=S Sy (N—=S Sy (N=S Sy (N—=S
o e e Whad G
N N N
(n) (1) (n)
9.6.2. DEFINICIO. Hipergeometrikus eloszlas
Az X valosziriségi valtozdHipergeometrikus eloszlasu N, n, S paraméterekkel, ha X

lehetséges értéke 0, 1,.., min(n,S) egész lehet és
S) (N -S

k n—k

(n)

Ebben az esetben Azhipergeometrikus NS n) jelélést hasznaljuk.

P(X=k) = ( ) (k=0, 1,..., min(n,S))

Képezzik a fenti formulat szimbolikus médon, adats, n és k esetén!
> restart with( plots) : with(combinaj : with( Statistic$ :
binomial S, k) binomiakN — S n — k)
binomial N, n)
hipergeometric= (N, S n, k) (1.6.1)
R combinatbinomial S, k) combinatbinomialN — S n — k)
combinatbinomial N, n)

> hipergeometric= (N, S n, k) —

Ugyanezt a képletet megadjaStatistics' csomagban talalhatdypergometric(N,S,n) eljaras
is!

> X:= RandomVariable Hypergeometfic, 8 n)) :

> ProbabilityFunctioni XKk)



0 k<O

. . _ 0 _ S<k (1.6.2)
binomial S, k) blnpmlaKN —Sn—k) otherwise
binomial(N, n)

Adjuk meg a 0 1 < S< N korlatozé feltételeket és adjuk 0ssze a \zhiiségeket!
> assumeé < N); additionally n< S); additionally0 < S) : additionally(0 < n) :

n n
Zhipergeometri(: NS n, k) = Zhipergeometri(: NS n, k)
k=0 k=0

n~ . . . -

z binomial(S~ k_) blnpmlaKN~— S~ n~—Kk) _1 (1.6.3)
k=0 binomial N~, n~)

Ezzel a formulaval valéban diszkrét eloszlast akltmeg, mert 6sszegezve a valo§sigeket k

= 0 t6l n-ig 1-t kapunk
S) (N —-S

" )
S AKIAN=K) g han<s
= (3)
n
9.6.3. TETEL. VARHATO ERTEK, VARIANCIA

Az X~hipergeometrikus NS n) hipergeometrikus eloszlaarhato értéke

—n.S
H=N"N

2 é. _ S _n—1
°="N (1 N)(l N—l)
Bizonyitas

A Maple beépitett algebrai egysisitési keépességeit hasznélva mutatjuk meg a vaénaik és

variancia szamitasat.
> Sum khipergeometri¢ NS n, k), k=0.n); convert %factoria;

Varhaté_érték= simplify( valu¢ %);

varianciaja

i k binomial S~ k) binomial N~— S~ n~— k)
binomial N~ n~)

k=0

kS (N~—S-! n~! (N~—n-)!
oK (S~—K)! (n~—K)! (N~—S~—n~+K)! N~I

Shils (1.6.4)

~

Varhato érték=

> Mean( X);
S-n~ (1.6.5)

N~

> Sun{ k-hipergeometri¢ NS n, k), k=0.n) : %=simplify( valu¢ conveft %actoria) ));



Szoras_négyzetfactor( rhs %9 — Varhato_érték);

i K2 binomial S~ k) binomial N~— S~ n~—k) _ SN~ (S~N~+N~—S~—n~)
k=0

binomial N~ n~) (N~—1) N~
Sz6ras_négyzet— S~(N~= S+ (N;_ n-) (1.6.6)
(N~—1) N~
> Variance X
n~S~(l— %) (N~—n~)
N<(N~—1) (1.6.7)
Q.e.d.

9.6.4. A HISZTOGRAM VAGY ELOSZLAS DIAGRAMJA

A hipergeometrikus eloszlas hisztogramjanak abésara készitliink egy eljarasat, amelynek
paraméterei N, S és n.
> with( plots) :
HipHist := proc(N, S n)
localf, k, c,d, h, P, Q;
C := blue P:= NULL: Q:= NULL:
for kfrom Otondo
h := binomial S, k) -binomialN-S, n-k) /binomialN, n);
P := P, plot( [[k-.5, 0], [k+.5, 0], [k+.5,h], [k-.5,h], [k-.5, 0]], color=c );

if (k<n/2)
then Q:= Q, plot( [[k+.5, 0], [k+.5,h]],
color=c):
else Q := Q, plot( [[k-.5, 0], [k-.5,h]],
color=c) : fi;
od,
plots] display( [ P, Q 1);
endproc:

A hisztogramot nézzilk meg N = 15, S = 5 és n =e5ées!
> HipHist( 15,5,5



0.3

0.2

0.1

9.6.5. HISZTOGRAM ANIMACIOK VALTOZO PARAMETEREK MEL LETT

Vizsgéljuk az eloszlas alakjat és formajat allahds 40 és S=20 esetén és nouekvesetén n =
4 -l n = 8-ig!

> N:=40;S:= 20;P := NULL:

for n from4 to 8 do

H, := HipHist(N, S n) :

num:= convert n string) :

tracker, := textplot [ 3, 0.5,cat( n értéke num) ], color =blue) :
P := P, display { H, tracker}) :

od:

display( Matrix 1, 5,[P]))

VV V VYV VYV

N :=40
S:=20



0.5n értéke 4 0.5 értéke 5 0.5 értéke 6 013€rtéke 7 Orbertéke 8
0.4 0.4 0.4 0.4 0.4
0.3 03 [[] 03 ] 03 m 03
o[]]] 0.2 0.2 0.2 0.2
0.1 0.1[ —L 0.1 0.1 0.1
L] i ,
01234 012345 0123456 1357 135 8

A kovetked alkalmazas szamitasai és szemléltetése szamidggmrai rendszer nélkil
szegényes lenne.

9.6.6. PELDA. Téban éb halak szama

Egy halgazdasagban ugy becsulik meg a halak sz&owt, kifognak bizonyos mennyiség
halat, megjeldlik €s visszadobjak a toba. Néh&aypmulva, amikor a megjeldlt halak
elkeveredtek a tobbiek kdzott, akkor Gjbol kifogmadhany halat és megszamoljak, hogy ha
jeldlt van kozottuk.

Tegyuk fel, hogy m=50 halat fogtak kioekor és ezek mindegyikét megjeldlték. Adds
kifogott halak szama n=120 volt, amelyek kozott Bxiegjeldltet talaltak.

(a) Mennyi a valoszifisége, hogy N=800 hal él a téban?

valosziriségeit kulonbé& N halszam figgvenyében?

(c) A halaszok azt mondjak, hogy a halak szadma oly&nték, melyre a (b) pontban kapott
valbsziriség a maximalis! Hatarozzuk meg ilyen médon a hallazamat a téban és ennek
mekkora a valészitsége?

Megoldas
(a) Felvesszik az adatokat
> restart
> mn, N := 50, 120, 800
m, n, N :=50, 120, 800 (1.6.8)

Ha az X valdszitiségi valtozo jeldli a masodszorra kifogott 120 ki 6tt a megjeldlt halak
szamat, akkor X eloszlasa hipergeometrikus és

Oy

N
(n)
X~Hypergeometric Nm, n)
Mert a sokasag szamb= 800, amelyBl a halakat kivessziik. A megjeléltek szama (mediele
a selejteknekin=50 éxn =120 elenli mintat veszink ki. Keressik az eloszlds#+10)

valdsziriséget!

=)

(b) Rajzoljuk fel az (N, m, n) paramétehipergeometrikus eloszlasnak a k=10 értékhezzarto

y



> with( Statistics :
> X := RandomVariable Hypergeomettic, M, n)) :
> fX = unapply ProbabilityFunction X), k) :
> p=evalf( fX(10))
p=0.0897579305 (1.6.9)

Tehat kb. 8.9% annak esélye, hogy a tdban N=800ddl

(b) Az N értékét Maple-ben felszabitjuk és felodjjzk az (N, m, n) paramétiehipergeometrikus
eloszlasnak a k=10 értékhez tartoz6 valdssigeit az N halszam flggvényében? a

> N :='N"
> Y := RandomVariable Hypergeomettic, f, n))
> fY == unapply( ProbabilityFunctiof ), k)

Y:= RY7

— ki . binomial 50,k) binomial N — 50, 120— k)
fY =k pleceW|sé k< 0,0,50<k, 0, binomialN, 120 ) (1.6.10)
> fY(10)
10272278170 binomiélN — 50, 110 (1.6.11)

binomial(N, 120)

> palcikak:= [sed [[ N O], [N, evalf( fY(10))]],N=300..8001]:
> plot( palcikak color =blue)

0.14
0.12
0.10
0.08]
0.06]
0.04

0.02

0]
400 500 600 700 800

Elénk tarult egy olyan valtozas, amely a tobdanhéllak N szdméanak ndvekedésével mutatja
annak valosziisegét, hogy a kifogott n=120 hal k6zo6tt k=10 meiijelan. Kezdetben N



ndvekedésévelia valdszifiség, majd eléri maximumat N=600-nal és onnan kezdiikken.
Tehat legnagyobb valéstiséggel 600 hal van a toban!
> |egnagyobb valGsziiség=evalf( eval fY10), N=600))

legnagyobb valoszitség=0.1460265080 (1.6.12)

Ez a maximalis valosziiséeg 14,6%.

V 9.7. Poisson eloszlas
Poisson eloszlast hasznalunk, Hareomialis eloszlabann értéke "nagy” és ugyanakkp€értéke
"kicsi". llyen esetekben a binomidlis eloszlas Keteek szamitasa ddgényes és pontatlan, mig a
Poisson kozelités=n p paraméter értékkel elfogadhatd hibaval kozeléréskei gyorsan
szamolhatok.
Poisson eloszlassal modellezhetz Ugyfelek érkezése bankba, boltba stb., akal&gy
varakozasi soba.
A Poisson-eloszlas alapul szolgalexponencialis eloszld®z. Ugyanis, ha adottdthrtam alatt
érked Ugyfelek szama Poisson eloszlast kdvet, akkorkazzék kozott eltelt idtartam
exponencialis eloszlasu lesz.

9.7.1. DEFINICIO. Poisson-eloszlas
Az X valosziriségi valtozét, melynek értéke 0, 1, 2, ... leheazZegyes értékekhez tartozé
valoszirisegeket az aldbbiak szerint szamitjuk
kK -2
A e
k!
ekkor X-tA-paramétdr Poisson-eloszlasu diszkrét valosaiégi valtozonak nevezzik.
Jeldlése: X~ Poissakj)

P(X=k) = , k=0,1, ... és&xXA,

Képezzik a valészitségeket szimbolikus modon, adott k és\ 8setén!

kK -
Ae ™t

k!

> restart: Poison:= k—

kK _
Ae ™

k!

Ezzel a formulaval valoban diszkrét eloszlast akltmeg, mert 6sszegezve a valofsaggeket 1-t
kapunk.

Poison:= k— (1.7.1)

> Poison K = Z Poison K
k=0 k=0

oo k Y
A e
=1 (1.7.2)
k=0 K
Az 6sszegzés alapja a
3 n © .n
=14+ L + A + ...+ L +...= Z L (tetsBleges valod eseten)

2! 3! n! =on!

konvergens Taylor-sor. Ez alapjan az alabbi végtesszeg valoban 1 lesz
© Kk _» ok
A€ A z A ] A é‘
= — = =1
k=0 K! k=0 K!
A Statistics csomagban a Poissahfievi eljarassal tudunk Poisson-eloszlasu valtozéthéuei.




> assumé0 < ) : with( Statistics : X := RandomVariable Poissdi.) ) :
> f:=unapply ProbabilityFunction X), k) :

P('X'=k) =f (k)
0 k<0
P(X=k)={ Ka# _ (1.7.3)
i otherwise

9.7.2. TETEL. Poissson-eloszlas szarmaztatasa biniiisbol
Legyenxn~binomiélis( NPy): aholn > 1 egész. Tegylk fel, hogyp, =2, aholr > 0. Legyen

Y~Poissor{ 1) Poisson-eloszlasu valtoz6. Ekkor
Jim_P(X,=k) =P(Y=k)
mindenk=0, 1, 2,.. egész esetén.

Bizonyitas
Tekintslk az egyszék = 0 esetet, mikor az

w(4=0)= (1= 1= "7 | =1 2o =riveo),

ahol n tart vételenhez.
Tekintstik &k =1 esetet. Ekkor
1-p.)" A
C7P) e py=y),

— — —1_
P()%-l)—n-pn-(l—pn)n =M 1-p 1
n

ha n tart vételenhez, mext= % —0.
Ugyanilyen atalakitasokkal kapjuk teftegesk egész mellett

1y — (N K -k_ 1 K 1 _
SR s P
n
k k
_ ()" n-1)  (n—k+1) "1 FAR
e R S e

ha n tart végtelenbe. Ahol felhasznaltukrap, =2 egyenbséget, az

(n—1i)
n

hatarérték relaciot. Q.e.d.

A n-p, =X egyenbseg helyettesithéta gyengébh-p,—A (n— «) feltétellel.

—1 (n— x, fixi —re) hatarértéket és a korabban iga:(olt— ﬂ)n)”—>e_x (N— )

9.7.3. TETEL. Poisson-eloszlas varhat6 értéke ésnanciaja
HaX~Poissor{1), akkor a varhaté értéke és variancija is a paeamé
E(X) =A, Var(X) =A

Bizonyitas
Megmutatjuk, hogy a paramétdf Poisson- eloszlagrhato értéke E(X) =A.
A varhato érték szamitasi szabalya alapjan



S o aet e gl XL &
E(X) = P(X=x)= 2k =eh> S = ety L)
(X) gb& (X=%) gb K kZ‘l(k—l)! =
Ugyanezt a Maple szimbolika is magadja.

> D kf(k) = D kf(k); Varhato_érték= Mean( X)
k=0 k=0

o 0 k<0
z K| i 2fe* =4
k=0 otherwise
k!
Varhato_értek= A~ (1.7.4)

Megmutatjuk, hogy a Poisson- eloszéagrasnégyzete 62 =\

> Zsz (k) = Zsz (k): Szoras_négyzetfactor( simplify rhg %) — Varhato_értéR)
k=0 k=0

w 0 k<0
DI ker = (1)
k=0 K otherwise
Széras_négyzeti~ (2.7.5)
> Variancia:= Variancg X
Variancia:= A~ (1.7.6)

Q.e.d.

9.7.4. HISZTOGRAM, ELOSZLAS RAJZOLAS
Poisson eloszlas hisztogramjanak vagy eloszlasdini@izolasara készitlink egy eljarasat,
amelynek paramétere\as n.

> PoissonHist= proc(lambdan)
local f, k c,d, h, P, Q

c:=blue
P:=NULL;
Q:=NULL,

for k from 0 to n do
h :=lambda’k* exp( — lambdag /factorial k);
P:=P, plot([ [k — Float(5, — 1), 0], [k + Float(5, — 1), 0], [k + Float(5,
—1), h], [k — Float(5, — 1), h], [k — Float(5, — 1), 0]], color=c);
if k< n/2 then
Q:=Q, plot([[k+ Float(5, — 1), 0], [k+ Float(5, — 1), h]], color=c)
else
Q:=Q, plot([ [k — Float(5, — 1), 0], [k — Float(5, — 1), h]], color=c)
end if
end dg
plots] display( [P, Q])
end proc:



A hisztogramot nézzulk = 2 és n = 40-re!
> PoissonHist 15, 40
0.10 [T]
0.08]
0.061

0.041 B

0.02]

0.7.5. HISZTOGRAM ANIMACIOJA VALTOZO A PARAMETER MELLET T

Vizsgaljuk az eloszlas alakjat és formajat novekvesetén. = 3 -6l A = 8-ig!
n := 30 :with( plots) : P := NULL :

> for lanmbda from3 to 8 do

> H, := PoissonHis{, n) :

> num:= converf, string) :

> trackerxzztextplo([g, 0.28,cat( lambda értékenum) } color:bluej :
>

P:= P, display({ I—;\ tracke&}) :
> od:
> display Matrix1, 6,[P]))



lambda lambda lambda lambda lambda lambda

érté érté érték érté érté érté

2 ke 3 2 ke 4 1.2 e5 25 ke6 25 ke7 25 ke8
2 2 1.2 .20 .20 .20|
A A 11 15 .15 .15
A A 11 .10 .10 10|
.0 .0 1.0 .05 .05 .05

010 30 010 30 010 30 010 30 010 30 010 30

Lathato, hogy. nbvekedésével az eloszlas maximum helye jobbrdorah mert a varhato érték
a paraméter. Tovabba az eloszlas szoérasa is natggbmert a variancia is a paraméter. Az
eloszlas alakja egyre jobban hasonlit egy nornuélzédsra. Ebben a centralis hatareloszlas tétel
eredménye jelenik meg.

0.7.6.POISSON ELOSZLAS KOZELITESE NORMAL ELOSZLASSAL
Szemléltessik a fenti nevezetes eredményt, metinsaa. paraméter ndvelésével a Poisdgn(

eloszlas akl (k, \/7 ) normal eloszlasisiiség fliggvényét egyre jobban megkdzeliti.
Fix A = 4- tol 10-ig kettesével ndvekedve felrajzolploissori() binomialis eloszlas
hisztogramjat és az ugyanolyan varhato drékszorasu normal eloszlast!
> restart: with( Statistics : with( plots) :
> kepek:= NULL:

for Afrom 4to10by 2do

> kepl:= ColumnGrapli[ seg ProbabilityFunctibn Poisgdy), k), k=0..30) ], color
=blug thickness: 3, width=0.7,distance= 0.3, offset=-0.35) :

> kep2:= pIot(PDF( Norma(x, ﬁ) x), x=-1..30,color =red thickness 3) ;

> num:= conver{ A, string) : szoveg= textplot [ 10, 0.2,cat( lambda értékesnum) ], color
=black) :

> kepek= kepekdisplay [ keplkep2 szbveq) :

enddo:
> displayl Matrix1, 4, [kepeK))



I& da értéke= I&rygga értéke= I&r?(ljaga értéke= I(zj\r?gfg értéke=
0.1 0.15 0.15 0.15
0.1 0.10 0.10 0.10
0.0 0.0 0.05 0.05
102030 102030 102030 0 102030
X X X X

Valobani nbvekedésével a Poisshnéloszlas egyre jobban megkdzeliti a Normal ,

6 = A ) normdl eloszlast ugyanolyan varhaté értékkedzésassal, mint a Poisson- eloszlas.

A Poisson-eloszlas alkalmazhatdsaga nagyrészt rmadik is, hogy fliggetlen Poisson-eloszlasok
0sszege is Poisson-eloszlas lesz.

9.7.7. FUGGETLEN POISSON ELOSZLASOK OSSZEGE POISSONELOSZLAS
Igazoljuk, hogy h&; ~ Poissori,) ésX, ~ Poissori() fuggetlenek, akkor a¥=X,; + X,

valosziriiségi valtozor ~ Poissori, + A,).

Bizonyitas

Prébaljuk ebbb "kézzel" igazolni, majd a Statistics csomagtségivel is!

Mivel X, ésX, értekei csak 0, 1, 2,.. egészek lehetnek, ezéfta¢, + X, 0sszeg lehetséges
értékeiis 0, 1, 2,.. Iehet

Szamoljuk ki &(Y=n) (x1+x =n) valosziriségeket tetstegesn =0, 1, 2,... esetén!

AZA={ (X X)X + X, =n} esemény az alablif X;) parokbol all

A={(0;n), (L;n—1),(2;n—2),...,(n—1;1),n;0) }
ahol a szamparok él®lemeX, ertéket jeldlik és a masodik eleiigertékét. Az 6sszes lehetséges

part felsoroltuk amelyek 0sszege n lesz, Me#ésX, értekei csak 0, 1, 2,.. egészek lehetnek. Az
A esemény valGsziiségét a benne szeré@lemi események valosasegeinek 6sszege adja

= D2 P(%=k X,=n—K).
k=0
Mivel X; ésX, valtozok fliggetlenek, ezért az egylttes esemévaidiszirisegét az tenyék
valdsziriségeinek szorzataval szamithatjuk! Tehat

k M .nk M
n n n
:ZP(X:L:k'XZ:n_ Z X2 N—k zz 7\,16 .7\'2 e _
k=0 k=0 =0 K (n—k)!
n
_ 1 TR nt konk_ 1 (T n
e At e (At



ahol az utolso Iépésben alkalmazt%éq—i— kz)n 0sszeg binomidlis-tétel szerinti kifejtését. Ezzel
igazoltuk "kézzel" a tétel allitasat. Nézzik a Maplegoldast!
> restart with( Statistic$ :
> X1:= RandomVariablé Poisscml)) X2:= RandomVariabI(e Poiss@ﬁz)) :
> f, == unapply ProbabilityFunction XIn), n) :
f, ;== unapply( ProbabilityFunction X), n) :f,'(n) =f,(n),'f,'(n) =f,(n);

0 n<o0 0 n<o
-A -
fi(n)={ "1 o) =1 yng 2 (1.7.7)
1 . 2 )
' otherwise py otherwise

Az 6sszeg eloszlasat a Maple sajnes adja med
> Y:= X1+ X2:
> ProbabilityFunctioni Yk)

FAIL (1.7.8)
> sun( f(k)-fy(n-k), k=0 n),
) 0 k<O 0 n—k<0
k:zb lie*l | x(2n—|<) o2 | (1.7.9)
K otherwise W otherwise

Az 6sszeget irjuk fel elagazas nélkil, hogy a M&plees legyen az 6sszeget szimbolikus
forméban is megtalalni!

N i klie klkg_kekz :i k'ieklkg_kekz
ko K (n—Kk)! k=0 k' (n—k)!
> convert simplify %, factorial)
noak M-k Th M h n
zkl A, e’ e’e (ll-i—kz)
k=0 K (n—=K)! r(n+1)
k.(n—K A — A n
e-xl_xz[i My ]: e b Z(MHR) w710
k=o K!' (n—Kk)! n!

A szimbolikus 6sszegzeés sikeres. Q.e.d.

9.7.8. PELDA. Selejtek gyartasa

Egy CD lemezeket gyart6é izem naponta atlagosai)4 darab selejtet gyart.

Egy két napos periddus alatt, mekkora a valdisgige, hogy a selejtes CD-k szdma nem
haladja meg a 3 darabot?

Megoldas
Mivel az atlagos selejtszam van megadva, melya sisson-eloszlas paramétere éppen a



varhato érték, ezért az 1 nap alatt gyartott ®dejzdma Poisson(4) eloszlasu.

Az idétartam, amelyre a kérdés vonatkozik nem 1 nap,rhaheap. Ezért vezessik be a
kovetke® valdsziriségi valtozokat:

X,= az el$ nap gyartott selejtes CD-k szama

X,= a masodik nap gyartott selejtes CD-k szama

A feltételek szerintX,~ Poisson(4) €s,~ Poisson(4), tovabbq ésX, fliiggetlenek. Ezért a 9.7.7.
tétel alapjan az YX, + X, 0sszeg valosziisegi valtozor~ Poisson(8), mely a két nap alatt
0sszesen gyartott selejtes CD-k szama.

> restart: with( Statistic$ :

> Y:= RandomVariable Poissa@8)) :

> p:=unapply ProbabilityFunction k), k)

ge®

p:= k—»piecewiseg k 0, 0, " ] (1.7.11)
KeressukP(Y < 3) valésziriségét! Nézzik ezt az eloszlassal!
> P(Y' <3) =p(0) +p(1) +p(2) +p(3);
> evalf( %

P(Y<3) =32 B
3
P(_R<3)=0.0423801120 (1.7.12)

Ugyanezt adja €EDF(Y, k) eloszlas fuggvény értéke a k=3 helyen vagyabability( Y < 3)

eljaras hivas is.

> CDF(Y, 3);

> Probability( Y < 3)
379 g
3 e
379 g
3 e

Tehat kb. 4.24% annak az esélye, hogy 2 nap aaitlasz tobb selejt, mint 3%

(1.7.13)

9.7.9. Poisson -szamitas és a binomialis szamitébesssége
Egy digitalis adatatviteli rendszerben egy bit satésének valdésziaege p:1(f)6 =0.000001 .

Hatarozzuk meg annak valdsisegét, hogy 1%= 1000000 bitsl 3 vagy tobb bit lesz hibas!
Hasznéljunk a kozelitéshez Poisson -eloszlast!

Megoldas
> restart:
> with( Statistics :

Valb6jaban binomidlis eloszlast kellene hasznéllrpunklo_6 ésn=10° paraméterekkel.
Kiprobalhatja az olvas6, hogy a megadott valdssatget a Maple is "nagyon" sokaig szamolja! A
megoldas végén szeépinegjegyzést ki kell venni ehhez. Ezért Poissorzidst haszalunk
helyette, melynek varhato értéke megegyezik a bialsreloszlas varhato értekével!
=108 16
p,n:=10 " 1
1

p.N1= 550, 1000000 (1.7.14)



Mivel a binomialis eloszlas varhat6 értékep, és a Poisson -eloszlas varhato-értéke a
paramétere, ezéxt=n p kell, hogy teljesuljon.
> A:=np

Ai=1 (1.7.15)

Ezzel @\=1 paraméterrel Iétrehozzuk az X Poisson - elogalagisziiségi valtozot.
X := RandomVariablge Poissdi.) ) :
P := unapply{ ProbabilityFunction Xu), u) : "P(X=u) =P(u)

0 u<o
P(X=u)=1 1 (1.7.16)
o otherwise

A feladat &P (X > 3) valoszirtiséget kérdezi.
> ‘P(X>=3)"=1—P(0) —P(1) —P(2); "P(X>=3)" =evalf( rhg %)

P(X>=3)=1— g el
P(X>=3) =0.0803013970 (1.7.17)

Tehat 1 000 000 bitth 3 vagy 3-nal tobb bit tévesztésének valoszége kb. 8%.

Binomialis eloszlassal a kovetkik&ppen szamolhatunk! A kdvetkeatasitast csak akkor
inditsuk el, ha "sok" iéhk van!
# 1-CDF(Binomial(n,p),2);

9.7.10. PELDA. Repiistéri forgalomiranyitas

Egy forgalmas repatéren automatikus Iégi forgalom iranyitd berenddetiggyeli a
repubgépek le - és felszallasat. Egy iranyitdé berendéeisként maximalisan 20 reggep le
vagy felszallasat képes fellgyelni. A refiéren atlagosan két percenként leszall vagy fdlszal
egy repubgép. Feltesszik, hogy a le- és felszalld répébek szamanak valtozasa Poisson-
eloszlast mutat.

(a) Rajzoljuk fel a le- és felszallé regigépek szamanak eloszlasat, amely egy érara
vonatkozik!

(b) Az esetek hany szazalékaban sziikséges két irdrgrighdezés parhuzamosikiidtetése
egy egy oras periodus alatt?

(c) Milyen gyakran nem elegetidnég két parhuzamosanikdds iranyitd berendezés sem?

MEGOLDAS

(a) Rajzoljuk fel a le- és felszallo repgEpek szamanak eloszlasat, amely egy oOrara vorikitkoz
Legyen X a le és felszallo repgepek szama egy ora alatt. Mivel atlagosan 2 pkésgrszall le
vagy fel egy gép, ezért 60 perc alatt atlagosagégOszall le vagy fel.

> restart:
.- 60
> = 5
> with( Statistic$ :
> X:=RandomVariable Poissdm)) :
> fX:=unapply ProbabilityFunctioh Xk), k);
> plot( fX(floor(k)), k=0..50)

u:=30



30¢e ¥
|

X:= kapiecewis% k< 0,0, ”

|

0.07]
0.06|
0.05]
0.04
0.03;
0.02

0.01;

(b) Az esetek hany szazalékaban szikséges két irdgriéddezés parhuzamogkidtetése?

Akkor sziikséges kéit miikddtetni, ha az etskapacitasa betelt, azaz 20-nal tébb gép szeretne |
és felszallni 1 6ra alatt. Nézzik meg ennek a vahdségét a CDF fuggvennyel!

> P(20 < X) =1 — CDF(X, 21); evalf( %
9217484362167150037 30
15842827

P(20 < _R) =0.9455565958 (1.7.18)

Tehat az esetek 94.5%-ban sziikséges mégeqy irdeydadezést tikddtetni! Azt lehet
mondani, hogy szinte minden esetben legalabb Z\lerésnek kell iranyitani.

(c) Milyen gyakran nem elegefidnég két parhuzamosanikdds iranyitd berendezés sem?
Két berendezéssel 40 gép le és fel szallasatildmgtitani. Nézzik meg annak valodmagét,
hogy 40-nél tdbb gép akar le és felszallni 1 éadt'al

> P(40 < X) =1—CDF(X 41); evalf( %
12928820029820938052378511668676526930
12371806343732727744853

P(40 < _R) =0.0221070400 (2.7.129)

Tehat az esetek 2.2%-ban kellen egy harmadik irdmgrendezés is. Ezért nem célézer
megvasarolni a harmadik berendezést, mert a ka&saaitem lesz kihasznélva!

P(20< R =1—

P(40< R =1-—

9.7.11. PELDA. Binomialis és Poisson-modellek egyés alkalmazasa
A kovetked példa tartalmazza Adams altal 1936-ban kdzolt sigaénely egy Utszakaszon 10

masodperces &koézonként athaladé jarimek szamat és ezek megfigyelt gyakorisagait mutatja
Hivatkozas: Adams, William F., "Road Traffic Considd as a Random Series," Institution of Civil Eegirs
Journal, Nov., 1936, pp. 121-13.




A jarmivek szama, | A megfigyelt
amelyek egy 10 sec-o9 10- sec-0s
periodus alatt érkeztek esetek

gyakorisaga
0 94
1 63
2 21
3 2
>3 0

(a) Hatarozzuk meg a 10 masodpercenként atlagatadthautok szamat!

(b) Kozelitsiik X Poisson eloszlassal a 10 masodplett athalado autok szamat! Rajzoljuk f
a mért és szamolt gyakorisagok oszlop diagramijait!

(c) Kozelitstik Y binomialis eloszlassal a 10 masodmlatt athaladd autok szamat!
Hasonlitsuk 6ssze a mért és szamolt gyakorisagn&msdiagramjait, mind a Poisson, mind a
binomialis esetben!
(d) Mennyi a valdszifsége, hogy 1 Ora alatt tébb, mint 240 autd érke3idmoljunk Poissont
eloszlassal!

0]

Megoldas

Az atlagosan athaladé jafivek szamat megkapjuk, ha az dsszes auté szamatjahosz eltelt
idovel.

> restart

> jarmuvekszama= [0, 1, 2, 3]

> gyakorisagok= [94, 63, 21, 3
4

> (gsszesjarmi= Zgyakoriségo}gjérmuvekszémka
k=1
4
> Odsszesid := zgyakoriségollg
k=1

jarmuvekszamas [0, 1, 2, 3
gyakorisagok= [94, 63, 21, 2
dsszesjarmirF 111
0sszesid:= 180 (1.7.20)

Tehat Adams dsszesen 1@8rab10masodpercet= 30 perc=fél 6ra) mért. Ez alatt 111
gépjarniivet latott elhaladni, ezért atlagosan 10 masodp&sre 111/180 jartnhaladt el.

> A= evalf( (wnlj
osszesid
A:=0.6166666667 (1.7.21)

Tehét atlagosan 10 masodpercenként 0.616 gépjaatadta el!

(b) Kbzelitsik X Poisson eloszlassal a 10 masodpetcaltalado autok szamat! Rajzoljuk fel a
mért és szamolt gyakorisagok oszlop diagramjait!

Felvesziink egy Poisson-eloszlasu X valtozot, médyraeamétere az atlagos jdrsmam 10



masodperc alatt. Tudjuk, hogy a Poisson-eloszldsat@ értéke a paramétere.
> with( Statistics :
> X := RandomVariable Poissdqi.)) :
> varhatoérték=Mean X)
varhat6érték=0.6166666667 (1.7.22)
modelll:= 6sszesid- [ Probability( X=0), Probability( X= 1), Probability( X=2), 1

— Probability( X=0) - Probability( X= 1) - Probability( X=2) T,
modelll:= [97.15330397, 59.91120412, 18.47262127, 4.46287D644 (1.7.23)

\%

4
> ZmodelljK
k=1
180.0000000000 (1.7.24)
> ColumnGraphi[ gyakorisagpknodelll], offset=-0.4,color = [red green|, title

="Piros a mért adatok, zdld a Poisson-modell értéke

Piros a mért adatok, zold a Poisson-modell értékei

(c) Kozelitsuk Y binomidlis eloszlassal a 10 méasodpdaitt athaladd autdk szamat! Hasonlitsuk
0ssze a mért és szamolt gyakorisagok oszlop diggitamind a Poisson, mind a binomialis
esetben!

Az Y binomidlis eloszlas n és és p paramétereltdadmolni gy, hogy az



E(Y)=n-p=E(X) =A
Adott aA és n értékét is tudjuk, mert Adams mérése sorainmoan 3 autdét szamolt egy 10 sec
alatt! Ezért n=3.
> p:='p" egyenlet= 3-p=A
egysenlet; assign %
egyenlet=3p=0.6166666667
p =0.2055555556 (1.7.25)

> Y := RandomVariable Binomié&B, p))
> varhatoérték=Mean V)
Y= R2
varhat6érték=0.6166666668 (1.7.26)
> modell2:= dsszesid- [ Probability( Y=0), Probability( Y= 1), Probability( Y=2),
Probability( Y=3) 7,
modell2:= [90.25330246, 70.05675926, 18.12657407, 1.5633614199 (1.7.27)
4
> Zmodell%
k=1
180.0000000000 (1.7.28)
> ColumnGraphti[ gyakorisagpknodelll modellZ, offset=-0.4,color = [red green blue],

title
="Piros a mért adatok, z6ld a Poisson-modell érfiééle a binomialis-modell értékei"



Piros a mért adatok, zold a Poisson-modell értéddeia binomialis-
modell értékei

A grafikonrdl leolvashatd, hogy mindkét elméletvstlas jol kozeliti az autdk mért eloszlasat.
Talan a Poisson-eloszlas jobban illeszkedik!
(d) Mennyi a valoszifisége, hogy 1 Ora alatt tébb, mint 240 autd érkel3idmoljunk Poisson-
eloszlassal!
Tudjuk azt, hogy fliggetlen Poisson-eloszlasu vakaisszeg Poisson-eloszlasu, melynek a
paramétere a két eloszlas paraméterének dsszege.
Nézzik meg, hogy az 1 éra hany 10 masodpercbal all!
60-60

10

> tizmp:=
tizmp:= 360 (1.7.29)

Tehat az 1 6rat 360 darab 10 masodperces fliggatessre tudjuk felosztani.
LegyenX;, X,,..., X308z egyes 10 masodpercekben éfkaztok véletlen szamal!

Tudjuk, hogy minden k-r& ~Poissor{A), ezért ha Z jeléli az 1 6ra alatt érkdisszes autok
szamat, akkaZ =X, + X, + X5 +...+ X544
A Z~Poisson(360. ), mert az egyes 10 mp-k alatt mért autok szama espgirféiggetlen!

> Z:= RandomVariable Poiss¢360-1)) :
> plot( ProbabilityFunctiont Zfloor(k)), k=180..280
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> P('Z'> 240) =1 - CDF(Z 240)
P(240 < Z) =0.1082278558 (1.7.30)

Tehét kb. 10.8% az esély arra, hogy 1 éra alahiliprgalmi adatok mellett tobb, mint 240 auto
halad at!

9.7.11. PELDA. Vorosvértestek gyakorisaga Poissoreszlast kovet

Egy orvosi laboratoriumban 64 vér mintat vizsgakdkenne le voros vertestek szama
szerint. A kapott mérési eredményeket a koveikéblazat mutatja a vorés vértestek szamanak
novekedésével és azon mintak szamaval, melyekbeygadott szamu vords vértest volt:

\Voros 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
vértestek
szama (V)

Hany 1 5 4 9 10 10 8 6 4 3 2 1 1
mintaban
fordult el (f)

(a) Szamitsuk ki, hogy mennyi a voros vértestek atlagasna egy mintaban!
(b) Rajzoljuk fel a vords vértestek relativ gyakora@gszlop diagrammal a Statistics csomag
ColumnGraph eljaraséaval'




(c) Jeldlje X az egy mintabansbrduld voros vértestek szamat. Hasznaljuk az X-4eni§)

modellt, melyben & paraméter legyen az (a) pontban szamolt atlagoRak fel X eloszlasat
és tegylk a (b) pontban rajzolt oszlop diagramniabk abraba!

(d) Jeldlje Y az egy mintabanéébrduld vords vértestek szamat. Hasznaljuk az Y ~Biiad(
14, p) binomialis modellt! Szamoljuk ki p paraméter értekét agy, hogy X és Y varhato értdke
legyen k6zos!

(e) Rajzoljuk fel kbzds koordinata-rendszerben X édosdasat, valamint a mért relativ
gyakorisagok oszlop diagrammjat! Dontsik el a grafok alapjan, hogy a Poisson-modell
vagy a binomialis modell illeszkedik-e jobban!

Megoldas

> restart:

> with( Statistics :

> V:i=[23,4,56,78,9,10,11, 12, 13,114

> f:=[1,5,4,9, 10,10, 8,6,4,3,2,1]1
V:i=(2,3,4,56,7,8,9,10, 11,12, 13,114

f:=11,5,4,9,10,10,8,6,4,3,2,1]1 (1.7.31)

N := Count V); Count f);
mintak:= add( fo k=1 ..N)

vV Vv

N:=13
13

mintak:= 64 (1.7.32)
Tehat 13 kategoria van és 6sszesen 64 mintat Wiakgaeg!
Szamoljuk meg, hogy 6sszesen mennyi vords vertiegyeitek meg! Ehhez 6sszegeznifa¥/,

szorzatokat!
> testek=add( {- V, k=1.N)

testek= 450 (1.7.33)
Tehat 6sszesen 450 vorods vértestet figyeltek négraintaban! igy az egy mintaban atlagosan
vorosvertestelszama

levé voros veértestek szamata hanyados adja meg.

mintakszama
> atlag:= evalf( lestek j

mintak
atlag:= 7.031250000 (1.7.34)

Tehat kb. 7 voros veértestet kaptak atlagosan egyatan!

Rajzoljuk fel a gyakorisagok oszlop diagramjat du@mGraph eljarassal! Vigyazat, voros
vértestek szama nem 1-gyel, hanemdwettkezdbdik. Ezért anffsetparaméterrel megadjuk az
oszlopok jobbra tolasanak meértekét!

> mérések= ColumnGrapli fcolor=blue offset=1.6) : mérések



10

0O 2 4 6 8 10 12 14

Modellezziik a voros vértestek szamanak gyakorisBgasor{ L) eloszlassal! Ehhez az eloszlas
valésziriség értékeit megszorozzuk a mintak szamaval, hoggdellben szamolt gyakorisagok
0sszege is 64 legyen.

> X:= RandomVariable Poissgn atlay
> fX:=unapply mintakProbabilityFunctiort Xk), k)
> modellX:= plot( fX(floor(k) ), k=0..14,thickness= 3, color=red) :
> with( plots) :
> display [ relatiy modellX])
X:= R2

0.0008838263069 7.03125060
k!

fX:=k—64 piecewis{ k0, 0,



0 2 4 6 8 10 12 14
K

Modellezziik most a voros vértestek szdmanak gys&gait binomidl 14p) eloszlassal! Ehhez
meg kell mondanp értékét! Az egyenlet, amibszamolunk az a varhato értékek egysabe.

> p:='p':Y:=RandomVariable Binomial4,p)) :
> egyenlet= Mean X) =Mean( Y);
> p:=solvd egyenlep)
egyenlet=7.031250000 =14

p:=0.5022321429 (1.7.35)

Most is az eloszlas valosigeg értékeit meg kell szorozni a mintak szamawayla modellben

szamolt gyakorisagok dsszege 64 legyen.

> modellY:= plot( mintak ProbabilityFunctioni Yfloor(k) ), k=0..14,thickness 3, color
=green :

> display [ relatiy modellX modellY])



121

Lathat6an a Poisson-eloszlas jobban illeszkediléd értékekhez, mint a binomialis -eloszlasu
értékek!

V 9.8. Geometriai eloszlas

Tekintstk Gjbdl 8ernoulli-féle kisérletet:
(a) Legyen egy kisérlet kimenetsikeresvagysikertelenaz A esemény szempontjabol
(b) Ismételjik egymasutan tobbszor a kisgtfiéggetlendil
(c) A kisérlet egy végrehajtasa sordikares kimenetel valosziisége legyep =P(A). (0<

p<1)

9.8.1. DEFINICIO. Geometriai eloszlas

A Bernoulli-kisérlet soran jel6lje X a kisérkdts sikeres kimenetelének sorszamavagyis X
jeloli azt a sorszamot, ahanyadikra a kisérletzéisikeres! Az X valésziiségi valtozot
geometriai eloszlasnak nevezzik gsa parameétereX ~ Geometriai(p)

X felvehet tetséleges pozitiv egész értéket
X=1273,..
mely azt jelenti, hogy lehet a kisérlet kimenetkeres elére, vagy ha etie nem, akkor
masodikra, vagy ha €lge €s masodikra nem, akkor harmadikra,.. stb.
Ennek megfelélen a valosziiiségek
PX=1) =R(A) =p
2)=P(A-A) =P(A)-P(A) =(1—p)p,
P(X=3) P(A-A- A) P(A)-P(A)-P(A)=(1-p)°p
P(X=k) =(1—p) P
Nevét az eloszlas onnan kapta, hogy a fenti valdseépek végtelen sorozata egy mertani vagy
geometriai sorozatot alkot, melyben a képzési dyablurzivan ugy adhaté meg, hogy egy

sorozat elem az &6 sorozat elemy =(1 — p)- szerese.
| |




9.8.2. TETEL. A geometriai eloszlas érték tablazata
HaX~Geometriaf p, akkor

_ P(X=n)=(1-p)" " p
az eloszlas értékai=1, 2, 3,... egészekre.

Bizonyitas
Mutassuk meg, hogy a megadott valogzéygek 6sszege 1.
1 1

1—p)" Lp=p 1—-p)"=p-———— =p-= =1,
2, (1=p)" " hp=p 2 (1-p)=p o =P

mert a kapott mértani sor konvergens, mivgkal — p kvéciense 0 és 1 kozé esik. Q.e.d.

Vegyunk fel Maple-ben egy geometriai eloszlasu $zKiét valoszitiségi valtozot p

paraméterrel!

> restart: with( Statistic$ :

> X:=RandomVariable Geometfic)p : f:= unapply ProbabilityFunction Xk), k) :
P('X'=k) =f (k)

0 k<0

)k (1.8.1)

P(X=k) =
{ otherwise

p(l—p

Figyelem lathato, hogy a Maple-ben felvett geometriai 2ias értéke X=0-t6l indul és nem X=1
-t6l. Ez az Uugy nevezeatiddositott geometriai eloszlgsamely a &ertelen kisérletek szamat
adja meg az el§ sikeres kisérlet ebit.

Ha X helyett az Y=X+1 valdsziisegi valtozét vesszik fel, akkor Y értéked whdul és
megegyezik a fennt értelmezett geometriai elosalbbgzzik a Maple meg tudja-e adni az
(X+1) transzormaciohoz tartozé diszkrét eloszlast?

> Probability( X+ 1 =k);

0 k<1
1.8.2
p(l— p)k_ 1 otherwise ( )

Rajzoljuk fel Xeloszlaat és azloszlas fuggvengt, ha p=0.4!
> XX:= [sed xx=-1..7)];
YY:= eval mapg fXX),p=0.4)
XX:=1-1,0,1,2,3,4,5,6,7

YY:=[0, 0.4, 0.24, 0.144, 0.0864, 0.05184, 0.031104, 0.0186621119744 (1.8.3)
> DynamicSystem®iscretePlot XXYY, style= stemthickness 3, color =blue)
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> plot( CDF( Geometri¢0.4),x—1),x=-1..7, 0..1thickness 2, color =red title
= Geometriai eloszlasfliggvény, ha p=Qhickness 3)



Geometriai eloszlasfliggvény, ha p=0.4

.
f
0.8
0.6
0.4
0.2
T

9.8.2. TETEL. Geometriai eloszlas varhato értéke ésrianciaja

ésvarianciaja Var(X) = _p_ =9

Az X~Geometriai p eloszlaavarhatoertekeE(X)—% >
p Y

Bizonyitas
A d|szkret eloszlas varhato ertekenek szamltatlaftya alapjan

k— 1 q —n. 1 - b
1qu Z pP=Ep dq Zq =p- dq (1_q) p 1

p
ahol kihasznaltuk, hogy a derivalas és a végtetsadigzés felcserélided geometriai sornal a
konvergencia tartomanyon beldl.
Ugyanez Maple-ben.

>ka1p kalpl;

Varhato érték a I\/Iean(xl) hivasavat simplify Meart X+ 1))

— 1
kp(1—p)*~t==
IZl p



Varhato érték a Mean(x1) hivasavaF Ill) (1.8.4)

Hasonléan megy, de kicsit tobb szamolassal a vaadevezetése. Nézzik ezt csak Maple-ben.

> 2 Kp (1-p)" " —Mean X)Z:kazp(l—p)k—l_:Z;
=1

k=1
A variancia 6sszegzéssesimplify( rhg % );
> A variancia a Variance eljarassalVariance X

= _ 1-p)?2 2-— 1
p (1—p)* 1 zp) _ 2p_7

o

A variancia 6sszegzésset L;i-p
P
A variancia a Variance eljarassal L _2 P (1.8.5)
P

Mint lattuk kordbban, az eltolas nem valtoztatjsgraevarianciat. Tehatar( X) =Var(X+1).
> Variancia a Variance(X-1) hivassak Varianceé X+ 1); simplify( %9
2
l1-p , -1+p ]
p p

-1+p

p2

Variancia a Variance(X%-1) hivassak 1 _2 P + (
p

Variancia a Variance(X-1) hivassak - (1.8.6)

9.8.3. DEFINICIO. VALOSZIN USEGI VALTOZO MEMORIA NELKULI
TULAJDONSAGA.
Az alabbi két definicié egyenért&ékamelyek az X eloszladaemoaria nélkili tuljadonsagat
fejezik ki.

(a) PX>k+m|X>m) =P(X>k)
vagy ezzel ekvivalens modon

(b) P(X—m<k|X>m)=P(X<k) =Fy(k)

Szamitsuk ki aZ( Geometriaj p eloszlag (X < m) valosziriségeét

P(X < m) qu “lop(14q+.tq" H=(1—q) - (1+q+..4+q" H=1—g"
aholm=1, 2,..Iehet.
Szamitsuk ki aE, (m) =P(X < m) eloszlasfuggveény érteket is
Fy(X) =P(X<m) =P(X<m) —P(X=m) =1—q"—p-" '=1—q" '(q+p) =

_m=1

Ennyi ebkészilet utan igazoljuk a geometriai eloszlas memd#lkili tulajdonsagéat.

9.8.4. TETEL. A geometriai eloszlas rendelkezik agmlékezet nélkiili tulajdonsaggal
Tetsdleges X~Geometriai(p) eloszlasendelkezik anemaria nélkili tulajdonsaggal.

Bizonyitas
(a)tulajdonsag bizonyitasa
Mivel P(X <m) =1 —q"tetsdleges m=1, 2, 3,... esetén. Ahonnan



PX>m=1-P(X<m=1—(1—-q¢") =q"=1-p)"
A memoria nélkili tulajdonsag (a) egyéségének baloldalat alakitva eljutunk az egyenla jo
oldalahoz!

Plktfm<Xm<X) _ P(X>k+m) _

PIX>k+m|X>m)= P(X>m) = T R(X>m)

_ (1_p)k+m

(1—p)"
(b) Nézzik a memoria nélkili tulajdonsag (b) alakjaigmizolasat, amelyben az eloszlas
fuggveny szerepel!
A feltételes valdsziiség definicidja alapjan
Pm<X <k+m)) _ Fx(k+m —F(m+1)

=(1-p)sP(X>k) .

PX-m<Kk|X>m) =

P(X>m) B (1_p)d
_ Kktm—1_ _ M m_  k+m-1
1-g rg]l ) _ g € =1— g :=P(X < k)=F(K)
(1-p) q

Tehat azy = X-d "maradék" valtozé eloszlas fliggvénye ugyanaz, adrgredeti X valtozo
eloszlas fuggveénye, feltéve, hogy> d.

Megjegyezzik hogy a diszkrét eloszlasok kdzo6tt a geometrimahs az egyedili, amely
rendelkezik a memdria nélkili tulajdonasaggal.

9.8.5. PELDA Sorsjegy huzas el nyerésig

Kapardés sorsjegy szerencsejatékhoz elkészitette® 660 darab sorsjegyet. A sorsjegyek
kozott 10 darab egyenként 100 000 Ft-os dij vagjtetr.

(a) Varhatéan hany sorsjegyet adnak el, mire megtalalgki az el§ nyereményt tartalmazé
szelvényt!

(b) Mennyiért kellene arulni egy sorsjegyet, ha a# ajgeremeényig befolyt 6sszeg duplaja
kellene, hogy legyen az elvitt 100 000,-Ft-os nge¥rynek?

Megoldas
10

10000
sokasagbol, akkor a nyerés esélye jélsert nem ndvekszik a sorsjegyek nagy szama miatt.
Jeldlje X azt a sorszdmot, ahanyadikra megtal@p&l$ nyertes sorsjegyet. Ekkkor X ~

A megtalalas valésziisége minden alkalommpak =0.001, mert ha 1-t kiveszink a

Geometriai(p) és ennek varhat6 értékét E(%:kérdezi a feladat (a) része.

o ... .10
> restart: with( Statistics : p := 10000
_ 1
p:= 71000 (1.8.7)
> X:=RandomVariable Geometfic)p:
> f:=unapply ProbabilityFunction XK), k) : f (k)
0 k<O
1 (99 ‘ otherwise (1.8.8)
1000 [ 1000]

> Mean X+ 1)
1000 (1.8.9)



Tehét varhatéan 1000 darabot adnak el a 10 8Q0+ire valaki megtalélja az élsiyereményt
tartalmazo szelvényt! Ez a tény magatol édét mert 1000 darabonként atlagosan van egy
nyeremény. Hiszen a 10 nyeremény 10 000 szelvénjtkdan egyenletesen szétteritve.
(b) Mennyiért kellene arulni egy sorsjegyet, ha a# aleeremeényig befolyt 6sszeg duplaja
kellene, hogy legyen az elvitt 100 000,-Ft-os nge¥reynek?
Mivel a nyereményre ki kell fizetni 100 000 Ft.é&s ennek kétszeresét 200 000, Ft-ot szeretnének
beszedni, tovabba varhatéan 1000 darabot adnaketfianyeremenyig, ezért a 200 000, Ft
bevételt 1000 egyemrészre kell szétosztani!
> 2*100000/ 1000;

200 (1.8.10)

Tehat egy sorsjegyet legalabb 200,- Ft-ért kelinhrus

9.8.6. PELDA. Cache-memoria elérése

A cache(ejtsd kes) memoéria a szamitoggjors elérési és altalaban 1 MB alatti kozvetlen
elérés tar tertlete. Célja a memoriahoz fordulagi asokkentése. A cache memanasolatot
tarol a megabzéen hasznalt adatokbdl, programokbdl. Ha a felhdé4éi valamely adatsor
betoltését akkor a szamitogepdsizorellenérzi, hogy a cache memdéridban megtalalhaté-e
kért adatrol masolat. Ha megtalélja a cache-bétgrakzt gyorsabban tolti be, mint ha a
memaoriabadl toltbtte volna be. Ha nem talélja a ealsln csak, akkor fordul a memariahoz,
hogy a kért adatot onnan téltse be. Ez utdbbi tetdhssubb, mint ha a cach@-tdltétte volna
be. Majd gondoskodik arrdl, hogy a cache-ben régotdt adatrész tGstljon €s az Uj adat
kerdljon helyére.

Tegyuk fel, hogy egy kért adatsor a cachefbealdsziriséggel talalhaté meg. Hatarozzuk meg
annak valoszilségét, hogy az egymas utani cache memaoriahoz &wicdkérelmek kozil az
elss sikertelen hozzaférésak — ik kérés lesz. Feltesszik, hogy a kért adat jelerdéache-ben
kérelmenként egymastfilggetlen

1=~

Megoldas
LegyenX=1, ha az i-edik cache-hez fordulasi kérelem sikkéseegyébkent = 0. A feltétel

szerian( X = 1) =p ésP( X = O) =1—p, tovabba aX,, X,,.. Bernoulli -valtozok sorozata egy
fuggetlen sorozat.
A keresett eseményt jeldlfe=k, amely azt jelenti, hogy &ts6 sikertelen cache-hez fordulasi
kérelem a k-adik hozzéfordulasi kérelem. Akkor lesz a kat el$ sikertelen kérelem, ha az
elétte lews (k-1) kérelem sikeres volt. Tehat felirhatjuk a

{(T=ky = {X =1} {X%= 1} X1 =1} {X =0}
esemeények egyefgéget.
A fliggetlenség alapjad(T=k) =p
eloszlasu. #

9.8.7. PELDA. Hull6 csillagok
M4jus és oktdber honapok kozott lathatunk hullflagbkat atlagosan 20 percenként egyet. Ha
minden nap este 1 6rahosszet Ulink kint és varfulllé csillag megjelenését, akkor hany
napig kell atlagosan figyelni, hogy 10 vagy 10-idlb hullé csillagot figyeljink meg egyetle
napon.

k-1 (1—p),ahok=1, 2, 3,... Tehat a T valtoz6 geometriai

-

Megoldas
A példa érdekes mddon 6tvozi a Poisson és a Gelamatyszlast.
JeloljeN a hullécsillagok szamat, amelyet megfigyeliink egp alatt, amikor kitlink 1 oréara.
Ekkor az
A={N > 10}



eseményt szeretnénk elérni és jelpleP( A)ennek a valdszirségét. AN valtozdé modellezhét
N~Poissor{1), aholA =3
Poisson-eloszlassal. Ugyanis az 1 6ra megfigyalés3 darab 20 perdball és 20 percenként
atlagosan 1 hullécsillagot lehet latni. A Poisstwselas szamitasi képlete alapjan
ok
_ _ 3 -3
p=P(N > 10) _k;ok! e
Ennek kozelih értékét szamitsuk ki Maple-vel!
> restart: with( Statistics :
N := RandomVariable Poissa@B)) :
Probability( N > 10); p := evalf( %9

L 22471 3

1120
p:=0.0011024879 (1.8.11)

Tehat kbp=0.0011 annak a valos#sege, hogy egy nap 1 orat figyelve 10 vagy 10dtsh t
hullocsillagot pillantunk meg. Erre az A eseményégzink fliggetlen kisérleteket egymas utan.
Tehat klasszikus Bernoulli-kisérletet végzink. Retdezziik, hogy mikor lesz az &lsap,

amikor az A esemény bekovetkezik?

JeldljeX azon napok szamat, amennyi eltelik addig, andigzél fordul eb az A esemény vagyis,
hogy 10 vagy 10 -nél tébb hulldcsillagot figyelumieg egy nap. Ekkot~Geometraiai p
eloszlasu, azzal@mvalosziriséggel, amelyet a Poisson-eloszlasbdél kaptunk.réddstaz X

valtozo varhato érteke, amdty X) = %

> X := RandomVariable Geomet(ic)p:
napok szama atagosarMean X+ 1)
napok szama atagosar®07.0394329000 (1.8.12)

Tehat atlagosan 907 napig kell naponta egy orgeling, hogy a kivant esemény eljojjon. Ez tobb,
mint 30 honap. Mivel az év m4jusa és oktobere kb@dionapban lehet csak megfigyelni
hullocsillagot, ezért ez a varakozas kb. 5 évet vgsnybe.

9.8.8. A geometriai-eloszlas véges valtozata

Van n darab villanykorténk, melyek kdzott van nghgelejtes. Csak ugy tudjuk megmondani,
hogy melyik j6 és melyik selejtes, ha becsavarpukadkat egyesével egy foglalatba és
felkapcsoljuk az aramot. Tudjuk, hogy egy lampeaalésziriséggel selejtes (0< p < 1). Addig
vizsgaljuk at a lampéakat egyesével ( és a rossdabjeik), amig egy jot nem talalunk.
Jeldlje X az atvizsgalt lampak szamat, mire médjiak az el jot!

(a) Készitsik el X érték- és valosiifeg tablazatat n=10 esetén! Rajzoljuk fel az edsszI
pélcika diagramjat!

(b) Szamoljuk ki, hogy varhatéan mennyi lampat kelizggalni tetséleges n és p esetén!
(c) Rajzoljuk fel a varhato értéket n=100 esetén gvwegyében!

(d) Mekkora p valésziiség mellett lesz X varhato értéke 2, ha n=1007?

MEGOLDAS

(a) Legaldbb egy lampéat at kell vizsgalni, hogy taldk egy jot, ezért X legkisebb értéke 1.
X=1 esetén etge jot talalunk, melynek valdsdisége = (1-p )

X=2 esetén el@e rosszat talaltunk, melynek valosisage p és masodikra jot, ennek
valészirisége ( 1-p). A két esemény egyuttes bekdvetkezése a fliggétangtt a ket
esemeény valosziiségének szorzata. Tehat P(X=2) €1 — p). Hasonlé gondolatmenettel
kapjuk, hogy P(X=Kk) =pk_1 (1—p), amennyiben k=1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Az X=§6mmény
val6sziniiségét ettdl eltéréen kell szamolni , mert csak 10 darab izzénk van! Ezért akar taldlunk j6



izz6t, akar nem X=10 lesz az atvizsgalt lampak szam

P(X=10) = P({az els kilenc selejtes és a 10-ik j6} vagy {az &lslenc selejtes és a 10-ik is
selejtes})=p'®+p° (1—p)= p’ (p+1—p)=p".

> restart:n:=10;X:=[seq kk=1..10 ]

> PX:=[sed §~1(1—p),k=1.n—1),p" 1]
n:=10

X:=[1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10
PX:=[1—p,p(1=p),p° (1—p),p° (1—p),p* (1—p),p°(1—p),p°(1—p), (1.8.13)
p’ (1—p),p°(1—p),p’]

Az eloszlas felrajzolasahoz a palcikak végpontpairklinatainak sorozatat kell megadni.
palcika:= subs( p=0.8, [seq[] % 0], [Xw P)g(]] k=1 SUNE
> plot( palcikag color =red thickness 3)

0.20

0.15]

0.10;

0.05]

Nézzik meg, hogy eloszlast kaptunk-e?
n n

PE simplify{ ZP)Q(]

k=1 k=1

1-p+p(1—p) +p?(1—p)+p>(1—p) +p*(L—p) +p°(1—p) +p° (1 —p) (1.8.14)



+p (1—p) +p(1—p) +p°=1

igy valéban diszkrét valoszieégi eloszlast kaptunk, mert a valogiziégek dsszege 1.
Az X valtozo eloszlasa hasonlit a geometriai elfbma azzal a kivétellel, hogy a geometriai
eloszlas tetsiteges természetes szamra értelmezett, mig a mgstioi valdszitiségi valtozo n-
nél nagyobb értéket nem vehet fel!
(b) Szamoljuk ki, hogy varhatéan mennyi lampat kelizZggalni tetséleges n és p esetén!
Ehhez X varhato értékét kell meghatarozni n egggJyényében!

n—1
1

>n=n" > kpt (1 —p) +np’ "L = simplify %
k=1
n
p (-n+np—p) 1 n—1
- - +n
p(-1+p) 1+p P
n
- p -1
= 1.8.1
W=, (1.8.15)
(c) Rajzoljuk fel a varhat6 értéket n=100 esetén p Véggeben!

pi="p'
plot( [ subg n=100,u), 2], p=0..0.95title = A varhat6 érték novekedése p fliggvénygben
A varhat6 érték névekedése p fliggvényében
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(d) E(X)=2 egyenlet megoldasa p-re, ha n=100.



fsolve sub6é A 100,u) =2,p)
0.5000000000 (1.8.16)

Tehét, akkor kell 100 lampa esetén atlagosan vizsgialni, ha tetsdeges lampa 50% ban lehet
selejtes illetve 50% -ban lehet nem selejtes.

V 9.9. EIméleti ellenodrs kérdések

Hogyan értelmezzik a diszkrét egyenletes elaszlas

Mennyi a varhato értéke és variancigja a diszggenletes eloszlasnak?

Hany paramétere van Bernoulli eloszlasnak?

Mennyi a varhato értéke és variancigja a Bernaeltbszlasnak?

Milyen kisérletet neveziink Bernoulli -kisérletek

Hogyan értelmezzik a binomialis eloszlast?

Milyen kapcsolat van a binomialis eloszlas ésanBulli-eloszlas kdzott?

Mennyi a varhato értéke és variancigja a binamiéloszlasnak?

Mik lesznek a binomialis eloszlas paraméterasaaatevéses mintavétel esetén?
Mit a jelentése aldl, S, n paramétereknek a hipergeometrikus eloszlasban?
Milyen képlettel értelmezzik a hipergeometrikicsselast?

Mennyi a varhato értéke és varianciaja a hiperggokus- eloszlasnak?

Milyen képlettel értelmezzik a Poisson- elos2ast

Mennyi a varhato értéke és variancigja a Poisslmszlasnak?

Milyen kapcsolat van a binomidlis és Poissona&sok kozott?

Milyen eloszlast Roissor{A) és aPoissor{u) fliggetlen eloszlasok 6sszege?
Milyen képlettel értelmezzik a geometriai- eléstP

Mennyi a varhaté értéke és varianciaja a geomietrioszlasnak?

Mit jelent a geometriai eloszlas memoaria nélkilajdsonsaga?

oloooooooLO!
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V¥ 9.10. Gyakorlé feladatok

Egy csomagkuldl cég folyamatosan kap megrendeléseket telefonasked. A menedzser
szeretné tudni a megrendelések eloszlasat, erzitiraz egy nap alatt érkezett megrendelések
szamat. Egy nap alatt kapott megrendelések szamd koz0tt valtozott az alabbi gyakorisag
ertékekkel.

Egynapalatt a megrendelésekzama:= [0, 1, 2, 3,4, 5
Napokgyakorisagaahanyszoelsfordultaka fentimegrendelészamok= [8, 13, 10,6, 2, 1

(a) Szamitsa ki, hogy naponta atlagosan hany megrendetezett!N=7?)

(b) Kdzelitse a napok gyakorisag értékeit egy Poisdoszlasu X valtozéval, ahol X jel6li az egy
nap alatti megrendelések szamat!

(c) Kozelitse a napok gyakorisag értékeit egy Bindisrg&oszlasu Y valtozéval, ahol Y jel6li az
egy nap alatti megrendelések szamat!

(d) Rajzolja fel a mért napok gyakorisagait, a Poissaell illetve binomialis modell alapjan
szamolt gyakorisdgok oszlop diagrammijait k6zds dimd@tarendszerben! Melyik modell ad jobb
kozelitést?

(e) Minimalisan mennyi lesz a napi megrendelések &emama, amelynél tobb megrendelés
valészirisége mar 0.1-nél kisebb? Szamoljon a Poisson-ékxsa!

(f) Szamolja az (e) feladatot Markov -egy#ttdnséggel! Osszhangban vannak-e az (e) és (f)
feladatok megoldasai?

9.10.2. felada

Egy doboz N=75 darab tomigyarit tartalmaz, amelyld 5 darabnak mas a vastagsaga, ezeért
nem elfogadhaté misédi. A 75 darab tomét gyiiriibél véletlenszdien kiveszink n=10 diyiit.
Jeldlje X a 10 kivett darabban talalhaté nem elfogadhatd gyiiriik szémat!



(a) Adjuk meg X eloszlasat, ha a kivettigyket nem tesszik vissza!

(b) Adjuk meg X eloszlasét, ha a kivettigiket megvizsgaljuk, majd visszatesszuk!
(c) Rajzoljuk fel az (a) és (b) esetben kapottAfsokat!

(d) Hatarozzuk meg a varhato értéket és szorastkéiresetben!

(e) Hasonlitsuk 6ssze a varhato értekeket! HasoRliissze a szorasokat!

9.10.3. felada

Egy népszdr Web oldal latogatottsddoissoneloszlast kovet naponta atlagosan 1000
latogatdval. Hatarozzuk meg a kovetédeet!

(a) Rajzoljuk fel a latogatottsag eloszlasat ésaasfliggvenyét!

(b) Mekkora a valoszirsége, hogy egy nap 1050-nél tobben latogatjak a dhktit?

(c) Mekkora a valésziisége, hogy egy nap 940-nél kevesebben latogaijéé&taoldalt?
(d) Mennyi a latogatdék minimalis szama napontaa Imapi latogatottsadg valosigege
meghaladja a p=0.05 értéket?

(e) Hatarozzuk meg annak valés@éaget, hogy egy év (365 nap) alatt 15-nél tobbroheagp
lesz, amelyeken a latogatok szama 1010-nal tobb!

9.10.4. felada

Nyomtatott aramkoroket tesztelinkikbdés szempontjabol. Egy sokasag 140 dramkort
tartalmaz, melybl 10 aramkor selejtes.

A 140 aramkor kozal véletlenszen kiveszik n = 15 darabot.

Jeldlje X a 15 kivett darabban talalhaté seleji@snkorok szamat!

(a) Adjuk meg X eloszlasat, ha a kivett darabolahnesszik visszal!

(b) Adjuk meg X eloszlasat, ha a kivett darabokagwizsgaljuk, majd visszatesszik!

(c) Rajzoljuk fel az (a) és (b) esetben kapottAfsokat!

(d) Hatarozzuk meg a varhato értéket és szorastkéiresetben!

(e) Hasonlitsuk 6ssze a varhato értekeket! HasoRliissze a szorasokat!

9.10.5. felada

Az olaj keresés soran az Eszaki - tengerben asagmsnden 500 kutat6 furasbol csak 1 furas

esetén talalnak olajat.

(a) Feltételezzik, hogy az olaj forrdsok megtalalas&addsziriségePoisson-eloszléasal

modellezhet.

(al) Rajzoljuk fel az eloszlast és az eloszlasféggt!

(a2) Mekkora a val6sziisége, hogy 1000 flrasbdl pontosan 3 lesz sikeres?

(b) Feltételezzik, hogy az olaj forrAsok megtalalds&adosziiségeBinomialis-eloszlasal

modellezhet.

(b1) Rajzoljuk fel az eloszlast és az eloszlasfiéggt

(b2) Mekkora a valosziisége, hogy 1000 farasbol pontosan 3 lesz sikeres?

(c) Hasonlitsuk 6ssze az (a) és (b) részben kapéitedutt!

Egy munkahelyen ¢sszesitették 50 munkanapon kétesagy az alkalmazottak naponta

hanyszor telefonaltak. Egy nap alatti telefonalészkma 0 és 7 kdz6tt valtozott az alabbi

gyakorisag értékekkel.

Egynapalatt a telefondlasokzama:= [0, 1, 2, 3,4,5,6,7,8

Napokgyakorisdgaahanyszoelsfordultaka fentitelefondlasszamok= [2, 7, 12, 11, 9, 5, 3,
1, 0]

(a) Szamitsa ki, hogy naponta atlagosan hanyszooteéléfak az alkalmazottaki£?)

(b) Kdzelitse a napok gyakorisag ertékeit egysson-eloszlas X valtozéval, ahol X jel6li az egy

nap alatti telefonalasok szamat!

(c) Kozelitse a napok gyakorisag értékeit Bgyomialis-eloszlasi Y valtozoval, ahol Y jeldli az

egy nap alatti telefonalasok szamat!

(d) Rajzolja fel a mért napok gyakorisagait, a Poissaaell illetve binomialis modell alapjan

szamolt gyakorisagok oszlop diagrammjait k6zos #im@tarendszerben! Melyik ad jobb

kozelitést?



(e) Minimalisan mennyi lesz a napi hivasok azon K szdamelynél tobb hivas valosigege
mar 0.1-nél kisebb? Szamoljon a Poisson-elosztaz iéssal!

(f) Szamolja az (e) feladatot Markov -egyittdnséggel! Osszhangban vannak-e az (e) és (f)
feladatok megoldasai?

9.10.7. felada

Legyen X és Y fliggetlen Bernoulli -féle diszkrétdszinisegi valtozo, melyekreP(X=0) =p,
ésP(Y=0) = Py - Ekkor eloszlasuk

X 0 1
prl_px

Y O 1
Ppyl_py

Hatarozzuk meg

(a) Z=X+Y Osszeguk;

(b) U=X—Ykllénbsegik;

(c) V=X-Yszorzatuk
eloszlasét, varhat6 értékét és varianciajat!
Rajzoljuk fel az eloszlasokat, pg 0.7 éspyz 0.2!

9.10.8. felada

Egy optikai lemezeket (CD,DVD) gyarto cég p=0.010gainiséggel gyart selejt lemezt. A
vallalat 10-s csomagban arulja a lemezeket és gsgamciat ajanl a vasarloknak, ha 1-nél tdbb
lemez hibas a dobozban.

Hatarozzuk meg annak valosisegét, hogy egy megvasarolt csomagot ki kell asiérél

9.10.9. felada

Egy vallalat azt allitja, hogy annak valogi@age, hogy egy specialis tedeteg korrozio allo (egy
standard teszt alapjan) 0.95. Kivalasztanak egyshfigggetlentl 20 eleshmintat.

(a) Ha a fed réteg olyan j6, mint ahogyan azt allitjak, akkérhatéan hany darab lehet hibas a
mintaban?

(b) Mekkora a val6sziisége annak, hogy a mintdban egynél tobb hibas lesz?

9.10.10. felada

Legyen az X valoszirségi valtozd?oisson-eloszlds melyre P(X=0) = 0.0498 .

Szamitsuk ki

(a) az E(X) varhato értéket és

(b) aP(3 < X) valésziriséget!

9.10.11. felada

Egy digitalis adatatviteli rendszerben egy bit satésének valdésziaege p:1(f)6 =0.000001 .

Hatarozzuk meg annak valdsigegét, hogy 1%= 100000 bitBl 3 vagy tébb bit lesz hibas!
Hasznaljunk a kozelitésh@pisson -eloszlds

9.10.12. felada

Van n darab villanykdrténk, melyek kdzott van nghaelejtes. Csak gy tudjuk megmondani,
hogy melyik j6 és melyik selejtes, ha becsavarpukzadkat egyesével egy foglalatba és
felkapcsoljuk az aramot. Tudjuk, hogy egy lampeaaldsziriséggel selejtes (0< p < 1). Addig
vizsgaljuk at a lampéakat egyesével ( és a rossdabgik), amig egy jot nem talalunk.

Jeldlje X az atvizsgalt lampak szamat, mire médjiak az els jot!

(a) Készitsik el X érték- és valosiség tdblazatat n=10 esetén! Rajzoljuk fel az edesaéicika
diagramjat!

(b) Szamoljuk ki, hogy varhatban mennyi lampéat &dlizsgalni tetsdleges n és p esetén!

(c) Rajzoljuk fel a varhato éertéket n=100 esetéiniggvenyében!

(d) Mekkora p valosziiség mellett lesz X varhato értéke 2, ha n=1007?

9.10.13. feladd

Egy teszt 25 kérdést tartalmaz, amelyek mindeggikdeheiseg kdzil tudunk valasztani. A



négy lehaiség kozul pontosan egy a helyes. Tegytuk fel, hggydéak minden kérdés esetén csak
talalgat.
Jeldlje X a 25 kérdés kozll az eltalalt helyes s&b&k szamat!
(a) Rajzoljuk fel X eloszlasat!
(b) Mekkora a valosziisége, hogy a diak 20-nal tobb kérdeésre jol val&szol
(c) Mekkora a valdsziisége, hogy a diak 5-nél kevesebb kérdésre valpgg2ol
(d) Rajzoljuk fel X eloszlasfiiggvényét!
(e) Varhatéan hany kérdésre valaszol j6l a diak?
Egy bevasarlo kbzpontban a bank kartyaval dizéizil N=1000 vasarlot valasztottak ki
véletlenszdien. Azt tapasztaltak, hogy 700 olyan vasérld akik egy nagy cég valamelyik
termékéldl vasaroltak az utdbbi 3 honapon belil. A cég gggnmék bevalasat ugy teszteli, hogy
kivalaszt a fenti 1000 vasarlo kozil n=50 vasar&detlenszdaren és minta terméket kild nekik.
(a) Mekkora a valoszirsége, hogy az 50 kivalasztott vasarld kozul 45:t#ben vasaroltak az
utobbi 3 hénapon beltil?

(al) Szamoljunk hipergeometrikus eloszBss

(a2) Szamoljunk binomidlis eloszlassal!
(b) Hasonlitsuk 6ssze a hipergeometrikus és a halsneloszlast az eloszlas diagramok
grafikonjai alapjan!
Tegyuk fel, hogy egy népszeradié misort telefonon keresztil p= 0.02 valésdéggel tudunk
felhivni, vagyisg =1 — p = 0.98 relativ gyakorisaggal jelez a vonal foglalzg¢st. Tegyuk fel,
hogy az egymast kouehivasaink fiiggetlenek.
(a) Mekkora a valoszirsége, hogy a tizedik hivasi kisérletiink lesz ai sileres hivas?
(b) Mekkora a valosziisége, hogy 5-nél tébb hivas sziikséges a sikeresdathoz?
(c) Mennyi hivas sziikséges atlagosan az lpcsolat bekovetkezéséig?
(d) Rajzoljuk fel az els sikeres hivas eloszlasat!
A kovetked példa tartalmazza Adams altal 1936-ban k6zolt sigaénely egy utszakaszon 10

masodperces &kozonként athalado jarimek szamat és ezek megfigyelt gyakorisagait mutatja
Hivatkozas: Adams, William F., "Road Traffic Considd as a Random Series," Institution of Civil Begirs
Journal, Nov., 1936, pp. 121-13.

A jarmiivek szama, A medfigyelt
amelyek egy 10 sec-os[ 10- sec-os
periodus alatt érkeztek esetek

gyakorisaga
0 94
1 63
2 21
3 2
>3 0

(a) Hatarozzuk meg a 10 masodpercenként atlagatadthautok szamat!

(b) Kozelitsiik XPoisson eloszl&sal a 10 masodperc alatt athaladd autdk szamatbR fel a
mért és szamolt gyakorisagok oszlop diagramjait!

(c) Kozelitsiik Ybinomialis eloszlasal a 10 masodperc alatt athaladé auték szamatntesik
0ssze a mért és szamolt gyakorisagok oszlop diggitamind a Poisson, mind a binomialis
esetben!



(d) Mennyi a valészilrsége, hogy 1 6ra alatt tobb, mint 240 autd érkel3idmoljunk Poisson-
eloszlassal!

9.10.17. feladd

Optikai tarol6 lemezen (CD, DVD) &brduld szennyeiési hibakPoisson eloszlakovetnek,
atlagosan 1 részecske A -enként.

Egy lemezen 100nf teriiletet vizsgalunk at.

(a) Mekkora a val6szirsége, hogy pontosan 12 szenrdgksi hiba fordul €1?
(b) Szamoljuk kbinomialis eloszlasal a fenti valésziiséget!

(c) Hasonlitsuk 6ssze a két valosimégi eloszlas grafikonjat!

A repulbgépek gyakran tobb helyre adnak el jegyet, minhghdas szamara van fenntartott
ulohely. Szamitanak ugyanis arra, hogy nem mindenjelasik meg idben az utazashoz.
Tegyuk fel, hogy egy repéjaratra 125 jegyet adnak el, amelyen csak 120ratzre van
uléhely. Annak valoszillsege, hogy egy jeggyel rendelkaras nem tud megjelennididen
legyen p=0.10, és az utasok viselkedése legyen @&gjgifliggetlen.

(a) Mekkora a val6szirsége annak, hogy az dsszes megjelent utas fetdlidisa replbgépre?
(b) Mekkora a valosziisege annak, hogy marad ures szék egy jaraton?

(c) Atlagosan hany jeggyel rendelkaztas nem szall fel a refdiie.

Tipp: Jel6ljuk X -szel azoknak az utasoknak a szamétnakivan ugyan jegye, de nem tudnak
megjelenni idben az utazashoz, valamilyen oknal fogva.

9.10.19. feladd

Egy tétel ard harmadrésze &tssztalyd. Négy darabot egyesével kivalasztun kedixi
taldlomra. A kivalasztas és atvizsgalas utan mipilegyit visszatesszik a tébbi kdzeé, majd ugy
hazzuk ki a kovetkeit. Az X valoszitiségi valtozé értéke legyen a kivalasztott elsztalyu
darabok szama.

(i) Abrazoljuk X eloszlasat!

(ii) Szamitsuk ki X varhato értékét és szorasat!

(iif) Szamitsuk ki a P(X>2) valésziséget!

9.10.20. feladg

Egy tétel ara 1%-a selejtes. Hany darabot kelldedéa kivenni €s megvizsgélni, hogy a
megvizsgalt darabok kozott legalabb 0.95 valds#ggel selejtes is legyen, ha a kivett darabokat
a vizsgalat utan visszatesszuk.

9.10.21. feladg

Egy automata gépnél megfigyelték, hogy napontgaésian 12 db termék lesz selejtes, ezek
szamanak szoérasa 3.41 darab.

(i) Hany terméket készit naponta a gép?

(i) Mekkora a valoszifisége, hogy egy napon a selejtes termékek szamél k@vesebb?
9.10.22. feladg

Egy alkatrész halmazbdl 6 elémintat vettlink visszatevéssel. Annak valéggéyge, hogy a
minta 3 db selejtet tartalmaz 16%.

Mekkora a selejtarany?

9.10.23. feladg

Egy forgalmas posta hivatalban egy év alatt 10tzeflen levelet adtak fel. Mekkora a
valdszirisége, hogy egy nap 2-nél tdbb cimzés nélkili leslaak fel?

9.10.24. feladg

Egy elektronikai miszer 1000 alkatréséball. Egy alkatrész a toblit fliggetlendl 0.001
valdsziriséggel romlik el egy év alatt.

Mennyi a valoszifisége, hogy legalabb két alkatrész elromlik egylétta

9.10.25. feladg

Egy ors6z6 gépen 100 munkaodra alatt 4tlagosana3 $zakadas kdvetkezik be. Mennyi a



valbszirisége, hogy egy ilyen dtlartam alatt a szakadasok szama nem |épi tul agaift

9.10.26. feladg

Egy telefon kdzponthoz 6004dizets tartozik. Tegyuk fel, hogy 0.005 a valésmige annak,
hogy valamelyik €ifizeté6 egy meghatérozott éraban kapcsolast kér. Menugl@szirisége,
hogy egy vizsgalt 6ra leforgasa alatt éppersfizsts kér vonalat?

9.10.27. feladg

Kalacs sutésekor 1 kg tésztaba 30 szem mazsataetesgyenletesen elkeverve. Mennyi a
valészirisége, hogy egy 5 dkg -o0s szeletben 2-nél tobb reakeail?

9.10.28. feladd

Egy ruhaszovet anyagdban 100 méterenként atlagosidna keletkezik. Egy 300 méteres
szovetet 3 méteres darabokra vagnaérdétithatolag hany hibatlan darab lesz ezek k6z6tt?
9.10.29. feladd

Péter bowling jatékai soran p=60%-ban sikeril 'l&std elérni, vagyis egy golyo guritassal leltni
mind a 10 babaut.

(a) Péter n=4 jatékot jatszik és jeldlje X a tasoldszamat a 4 jatékbdl. Rajzolja fel X eloszlasat!

(b) Mekkora a val6sziisége, hogy a 4 jatékbdl legalabb 3 esetben érathsh, azaP (3 < X)=
p3?

(c) Mekkora a valészirsége, hogy a 4 jatekbol nem ér el tarolast, B2&z 0)=p, ?

(d) Hanyszor val6sziibb, hogy legaldbb 3 esetben ér el tarolast, minakamogy nem ér el egyet

P3
sem, azaz— =7

Po
(e) Legalabb mennyi jatékot kell Péternek jatszani, hogy 90%-os vdlis2ggel a tarolasok
szama legalabb 3 legyen, a”43 < Y)=0.9 , ahol Y az n jatékbdl elért tarolasok szama.
(f) Az (e) pontban szamaitértek szemléltetésehez rajzolja fel az-(E, (3))=P(3 <Y)

fuggveényt és a 0.9 valés#isegi szintet, am jatszma fliggvényében

Egy repubtérre utasokat szallité buszkielyeinek szama 20 és maximalisan 30 utast sztlligh
busz menetrendszerint az indul6 és a végallomaisaaepubtér) kozott csak egy helyen all meg
és kizarélag végallomasig utazé személyeket vesklgfigyelések alapjan az indulé allomason
felszalld utasok X szama Poisson - eloszlast kiwel2 6 utassal. A kdzbebsmegalléban

felszalld utasok Y szama Poisson - eloszlast Kiyel 0 {6 utassal. A ket felszalloban felszallé

utasok szama egymastol fliggetlen.

(a) Rajzoljuk fel X, YésZ=X+ Yvaloszirtiségi valtozok eloszlasat az &K0 utasral!

(b) Mekkora a valoszirsége, hogy a keddnegalloban lesz olyan utas, akinek nem jahély?
(c) Mekkora a valészitsége, hogy a kozbehsnegallé utdn mindenkinek lesztielye?

(d) Mekkora a val6sziisége, hogy minden utazni szandékoz6 utast el tusiraktani a reptérre?



Megjegyzés:Hasznaljuk ki, hogy Poisson-eloszlasok 6ssze§®isson eloszIas!

9.10.31. feladd

Egy radioaktiv részecskéket szamlaldé Geiger-kéketilggy helyeztek el egy radioaktiv anyag
Ny o . T ‘o .
kozelében, hogy egy kisugarzott reszecsket—leo—ﬁ) = 0.001 valosziiseggel detektal vagy

erzekel. Tegyuk fel, hogy a vizsgalttdrtam alatt n=3 000 részecskét sugarzott ki akadiiv
anyag.

(a) Mennyi részecskét érzékel a Geiger-készulakdggobb valosziiséggel a 30004h?

Rajzoljuk fel az érzékelt részecskék szamanak zal@segi eloszlasat! Hasznaljuk a szamolas és
rajzolas soran az X binomialis -eloszlast!

(b) Mennyi részecskét érzékel a Geiger-készilékdgygobb valdsziiséggel a 3000h?

Rajzoljuk fel az érzekelt részecskek szamanak raitségi eloszlasat! Hasznaljunk a szamolas
€s rajzolas soran azt az Y Poisson -eloszlast,maklyarhaté értéke megegyezik az X binomialis
eloszlas varhato értékével!

(c) Hasonlitsuk 6ssze az (a) és (b) pontban kapettményeket!

(d) Mekkora a val6sziisége, hogy a Geiger-szamlalé a 3000 részedékkéba részecskét
érzékel? Szamoljunk binomialis és Poisson -elosalas!

(e) Mekkora a valészirsége, hogy a Geiger-szamlalé a 3000 része6kkébom részecskét
erzekel? Szamoljunk binomiélis és Poisson -elosalas!

(f) Mekkora a valoszifisége, hogy a Geiger-szamlalo a 3000 részebékkeahél tobbrészecskeét
érzékel? Szamoljunk binomialis és Poisson -elosalas!

0.10.32. felada

Megfigyelések szerint valamely varosban az egyrhétdorduld X balesetek szama Poisson -
eloszlast mutat. Statisztikai adatok alapjan p6=abhinak valosziisége, hogy valamely héten 1, 2
vagy 3 baleset fordul & vagyis 0.6 = P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)

(a) Ezen feltétel ismeretében, szamoljuk ki az 1 hatEgosan éforduld balesetek szamat?
Mutassuk meg, hogy a feladatnak két megoldasaris $zamitsuk ki mindketf., ésh,

paraméter kozebitértékét!

(b) Rajzoljuk fel mindkét Poisson -eloszlast azonosrédmatarendszerben!

(c) Melyik esetben lesz nagyobb annak valdézége, hogy egy adott hét alatt nem lesz baleset?
A tovabbiakban szamoljunk a kisebhilparaméterrel!

(d) Mennyi valészifiséggel lesz egy 4 héihball6 hdnap alatt 7-nél tobb baleset?

(e) Hany hetet kell varni arra, hogy a 10-nél tobkebat esélye legalabb 50% legyen?
Szemléltessiik a szamitast grafikon felrajzolasaval!

9.10.33. feladd

Egy viztisztito telepen figyelik a vizberb@rduld baktérium telepek szdméat. A telepen két
kulonallo tartalyban végeznek tisztitast. Mindlatdlyban a baktérium telepek szama 1 liter

vizben Poisson-eloszlast mutat. Az egyikben litkéeih =5 , a masikbai, =4 baktérium telep

van.
Jeldlje X1 = el tartartély 1 literében taldlhatd baktérium telepemat és X2= masodik tartaly

1 literében talalhat6 baktérium telepek szamat!

(a) Rajzoljuk fel mindkét Poisson -eloszlast azonosrédmatarendszerben!

(b) Melyik esetben lesz nagyobb annak valéézége, hogy a telepek szama egy literben nem lesz
tobb 1-nél?

(c) Osszeontiunk egyforma mennyiégzet a két tartalybdl. Milyen lesz az 6sszednéstt

elkevert viz egy literjében talalhaté baktériunepalk szdmanak eloszlasa? Mekkora
valGsziriséggel lesz az 6sszeodntétt viz egy literjében § tagél kevesebb baktérium telep?

(d) Milyen 0< t < 1 aranyban kell az élgartalybdl és (1-t) aranyban a masodik tartélybvizet
0sszeobnteni, hogy az 6sszedntott és elkevert viebérbaktérium telepek szama p=0.05
valésziriséggel ne legyen tébb, mint 1? Szemléltessikraitzst a 0<t<1 keverési arany



grafikonjanak és a p=0.05 valésiségi szint felrajzolasaval!

9.10.34. feladd

A vilag kereskedelmének 92%-a tengeren zajlikzéd@0 000 olyan kereskedelmi hajo jarja a
vilag minden részét, amelyek atlago&ab00 tonna sulyt szallitanak. Minden évben toblmtmi
120 hajé tinik el ezek kdzul a tengerben.
Tegyuk fel, hogy egy évben pontosan N=80 000 kexa=imi hajo indul utnak és ezek kdzul n=
120 tinik el az adott évben.
(a) Egy nagy hajézasi cég F = 160 kereskedelmi hajalbdfflottat mikodtet. Jelblje T azon
hajok szamat a cég hajoi kozil, amelyek az adtgéeltinnek.
Milyen a T véletlen valtozo eloszlasa? Mekkoradgalniséggeliinik el T=2 hajé egy évben?
Milyen feltételezéssel éltiink a szamitas soran?
(b) Rajzoljuk fel a hajok elinési valdszifisegeit palcika diagrammal T=0, 1, 2, Jip#si
szamokra!

Legnagyobb valdsZiséggel hany hajdinik el a flottabol egy év alatt?
(c) Vérhatéan hany hajojérik el évente a cégnek? Hany év alatik el 5 hajo?
(d) Egy hajo altal szallitott S suly atlagoses®00 tonna, melynek eloszlasa norm& 30 tonna
szorassal. Rajzoljuk fel Siriség flggvényét!
(e) Milyen eloszlasu a flotta F=160 fliggetlen hajdjal&sszesen szallitott Z teljes suly?
Rajzoljuk fel Z $iriiség fuggvényét! (Legyenek az egyes hajok szalliymidwak sulya egymastol
fuggetlen?!)

9.10.35. feladd
Egy halaszatot folytatd tengeri flotta a tonhaépalk felkutatasara radar kefdserendezést
hasznal. Feltételezliethogy a tonhal telepek az adott teriileten vélsflefien helyezkednek el,

melynek &tlagos éfordulasi $irisége A= 200 00RNnf -enként 1 telep. A radar naponta T=24 000

knf teruletet tud atvizsgalni.

Mekkora a valészifsége, hogy a radar talal legalabb egy tonhal telepapos keresés soran?
(a) Haszéljunk X Poisson eloszlast az 5 nap alatthiatié tonhal telepek szamara! A szamitast
végezzik az X valtozo eloszlasaval!

(b) Haszéljunk Y Binomidlis eloszlast az 5 nap akltilhat6 tonhal telepek szamara! A szamitast
veégezzik az Y valtozo eloszlasaval!

(c) Szamitsuk az (a) és (b) pontokban kapott valdsgigek eltéréseinek relativ hibajat!

A flotta menedzsmentje a koltségek (lzemanyag stiarhatd alakulasa miatt szeretné tudni,
hogy hany nap sziikséges ahhoz, hogy legalabb abwglttelepre bukkanjanak.

(d) Poisson eloszlassal szamolva keressiik meg apmknazamat, amely elegefidhhoz,
hogy p=90%-o0s biztonsaggal talaljanak legaldbbteghal telepet! A szamitast végezzik a
Poisson-eloszlasz), valtozéval, mely azi" nap alatt talalhato tonhal telepek szamat adjg. me

(e) Rajzoljuk fel aZ valtozéra a P(XK Z) valészitiséget an nap fliggvenyében és a p=0.9
valdsziriségi szintet!

Egy nagy varosba vezetorgalmas Gton atlagosan 10 percenként reggeBated megy befelé a
varosba és atlagosan 2 aut6 hagyja el a varqserb@nként.

A 10 perc alatt beérkézautok X szama és a varost elhagyo autok Y szankeiheahetd
flggetlen Poisson-eloszlasokkal.

(a) Rajzoljuk fel az X beérkérzés Y tavozo autok P(X = n) és P(Y=n) valo§sigi eloszlasait
n=0,1,2,3,..,10 értékekre!

(b) Melyik val6sziniség nagyobb: 10 perc alatt nem érkezik befeléaetyy sem, vagy 10 perc
alatt nem hagyja el a varost egy auté sem: azaz®(¥agy P(Y=0) ?

(c) Hatarozzuk meg annak valosi$egéet, hogy valamely 10 perc alatt egyik irAanybassi
mozgas!

(d) Mekkora annak valosziisége, hogy 10 perc alatt 6sszesen maximum 3 alad &baz uton?



(e) Rajzoljuk fel az X és Y autokra aXPK n) és PY < n) eloszlas fuggvényeket n=0,1,2,3,..,10
értékekre, amelyek a 10 perc alatt legfeljebb thakdas valdsziiségei az egyes iranyokba!
Melyik Iépcss flggveny értékei nagyobbak!

(f) Mekkora a valosziisége, hogy egy 1 ora alatt 40-nél tobb autd hdlédszesen az uton?

9.10.37. feladd

Az elveszett targyak osztalyéreik egy Hpdalyaudvarra beérkézonaton hagyott targyakat, két
kategéridba sorolva..

Az "A" kategoriaba tartoznak a ruhanérkabat, kesztly, eserny, stb..), "B" kategoriaba
tartoznak a papir aruk (dosszié, kdnyv, papir,.3tb.

Egy bizonyos idtartam alatt atlagosan naponta 2 "A" kategriabiaza targyat hagytak el, mig
naponta atlagosan 3 "B" kategridba tartozo targsgytak el.

Az elhagyott targyak napi szama véletlen valtozélyek modellezhék Poisson-eloszlésal
mindkét kategoriaban. Két kilonk®mapon elveszitett targyak szama egymastél fugygetle
(a)Rajzoljuk fel az "A" és "B" kategoriakban a P(A ¥és P(B=n) valdsziiségi eloszlasokat n=
0,1,2,3,..,10 értékekre, melyek az egy nap ala#tgglott "n" targy valosziiségei az egyes
kategdridban! (2 p.)

(b) Melyik valosziriség nagyobb: egy nap alatt nem hagynak el "A" Katég targyat vagy egy
nap alatt nem hagynak "B" kategorias targyat a tokwan: azaz P(A=0) vagy P(B=0) ? (2 p.)
(c) Hatarozzuk meg annak valosisegét, hogy egy nap alatt nem hagynak el semmit a
vonatokon! (2 p.)

(d) Mekkora annak valosziisége, hogy egy nap alatt 6sszesen 3 elhagyotttaaglnak a
vonatokon? (2 p.)

(e) Rajzoljuk fel az "A" és "B" kategoéridkban afP€ n) és PB < n) eloszlas fliggvényeket n=0,
1,2,3,..,10 értékekre, amelyek az egy nap alattliepb "n" elhagyott targy valosaigégei az
egyes kategoridkban! Melyik l1édisfiggvény értékei nagyobbak! (2 p.)

(f) Mekkora a valosziisége, hogy egy hét alatt 16-nal tobb "A" kategdidégyat hagynak el?

9.10.38. feladd

Egy ruhdzati boltban trikdkat &rulnak, haromféleretben: S-, M- és L méfdtés kétféle
szinben fehéret és kéket. Tegyuk fel, hogy az &tiék p[S] :% része, az M mereek, p[M]

=% része és az L métek p[L] = % része fehér sziih Kivalasztunk 3 sokasagokbol

véletlenszdien egy S, egy M és egy L méretikdt, egymastol figgetlendl.

Jeldlje X a keék szintrikok szamat a harom kozdil.

(a) Adjuk meg X lehetséges ertékeit és a hozzazanaloszifiségeket!

(b) Abrézoljuk X eloszlasat! Mennyi kék triko leaZ3 kozott legnagyobb valds#seggel

(c) Sz&mitsuk ki X varhato értékét és szérasat!

Megfigyelések szerint valamely varosban az egyrhéfdorduld X balesetek szama Poisson -
eloszlast mutat. Statisztikai adatok alapjan p6=ahinak valosziisége, hogy valamely héten 1, 2
vagy 3 baleset fordul &l vagyis 0.6 = P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)

(a) Ezen feltétel ismeretében, szamoljuk ki azteématlagosan élorduld balesetek. szamat?
Mutassuk meg, hogy a feladatnak két megoldasaris $zamitsuk ki mindketf., ési,

paraméter kozebitértékét!

(b) Rajzoljuk fel mindkét Poisson -eloszlast azokosrdinatarendszerben!

(c) Melyik esetben lesz nagyobb annak valdssadge, hogy egy adott hét alatt nem lesz baleset?
A tovabbiakban szamoljunk a kiseblilparaméterrel!

(d) Mennyi valbszitiséggel lesz egy 4 héiballo honap alatt 7-nél tobb baleset?

(e) Hany hetet kell varni arra, hogy a 10-nél tbhleset esélye legalabb 50% legyen?
Szemléltessilk a szamitast grafikon felrajzolasaval!

9.10.40. feladd



Egy elektronikai cikkeket forgalmazo cég ugy goraldhogy termékeinek 2%-a romlik el a
garancia idn belul. Egy (fuggetlentl kivalasztott) 500 elgrladott minta garanciaddalatti
életutjat kovették figyelemmel.

(a) Mekkora a valésziisége, hogy a garanciabgkzak alatt az n= 500 vékozil senki sem
reklamal?

(b) Mekkora a garancia éh belll meghibasodott elektronikai cikkek varhataraa?

(c) Mekkora a valésziisége, hogy tobb, mint 2 elektronikai cikk hibasodi&g a garancia
idészakon beldl?

(d) Rajzoljuk fel az ugyanilyen varhato6 értéRoisson -eloszlas és a binomidlis eloszlas elpszla
grafikonjat, koz6s koordinatarendszerben!



