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V 10.1. Bevezetés

A nevezetes folytonos eloszlasok kozll ebben adé#pen targyaljuk az egyenletes (Uniform),
exponencialis (Exponential), Erlang és gamma, nhrkhénégyzet és student t-eloszlasokat.
Kiszamoljuk az eloszlasok varhato értékeit és vaiigat, szorasat. Példakkal illusztraljuk az
adott nevezetes eloszlas alkalmazhatosagat.

Célunk az alabbi fogalmak, 6sszefiiggések és eljarasok megismerése,

megértése

A folytonos egyenletes eloszldg#ség
fuggvényének megadasa, az eloszlas Binomialis és Poisson-eloszlasok kozelitése nofmal
fuggveény, varhato érték és variancia eloszlassal
szamitasa

Az exponencialis eloszlasirsiség

fuggvényének megadasa, az eloszlas Khi-négyzet eloszlas értelmezése n-szabadsag
flggvény, varhato érték és variancia  fokkal

szamitasa

Az exponencialis eloszlas szarmaztatasatudent T-eloszladigiség fliggvényének
Poisson-eloszlasbol megadasa, az eloszlas fliggvény, varhato értek|és
variancia szamitasa

Az exponencialis eloszlas memoaria Maple Statisticscsomag
nélkuli tulajdonsaga RandomVariableeljardsanak alkalmazasa
folytonos valtozok Iétrehozasara

Erlang-eloszlas megadéasa exponenciélisolytonos eloszlasok megadasatatisticscsomag
eloszlassal segitségeével: PDF(X,x), CDF(X,x) eljarasok

A Gauss- vagy normal eloszldgiség
fuggvényének megadasa, az eloszlas
fuggveény, varhato érték és variancia
szamitasa

V¥ 10.2. A Maple beépitett folytonos valdsziiségi eloszlasainak listaja és hivasa
Az alabbi folytonos eloszlasokat tartalmaz&tatisticscsomag.

Beta beta eloszlas | Cauchy  Cauchy ChiSquare khi-négyzet
eloszlas eloszlas
Erlang Erlang eloszlagError hiba eloszlas| Exponential  exponencialis
eloszlés



\S

ERatio Fisher f- Gamma gamma Gumbel Gumbel eloszlas
eloszlas eloszlas

InverseGaussianinverz Laplace Laplace Logistic logisztikus eloszl3
gauss eloszlas eloszlas

LogNormal lognormal Maxwell  Maxwell Moyal Moyal eloszlas

eloszlas eloszlas

NonCentralBetanem
centralis beta eloszlas

NonCentralChiSquare

nemcentralis khi-négyzet

NonCentralFRatio nemcentralis
f-eloszlas

eloszlas

eloszlas

NonCentralStudentT Normal normal | Pareto Pareto eloszlas
nemcentralis t-eloszlas (vagy gauss) eloszlas

Power hatvany Rayleigh Rayleigh StudentT Student-t eloszlas
eloszlas eloszlas

Triangular hdromszdg Uniform egyenletes VonMises von Mises eloszla

vJ

Weibull Weibull

eloszlas

Az X valtozo siriség fuggveny értékét megadja a PDF(X,x) = Probiép&kensity Function

eljaras az x-helyen, az eloszlas fuggvény értélegfadja a CDF(X,x) = Cummulative

Distribution Function eljaras!

Az eljarasok szimbolikus formaban is tartalmazzakemfeleb fliggvényeket!

N(0,1) diriiség fluggvénye
> restart: with( Statistics :
> giriség_fuggvény PDF(Normal 0,
1),x)
1
1 J2e?

siriiség_fuggveny > (1.2.1)

L

N(0,1) eloszlas fliggvénye
> eloszlas_fuggvenyCDF(Normal O, 1),
X)

eIoszIés_nggvény% (1.2.2)

1 1
+2erf(2x\/7)

N(0,1) diriiség fuggvénye
> plot(PDF( Normal0, 1), x), x=-3..3,title
= Standard normal eloszlagigiség
fuggvénye
Standard normal eloszlas
siiriiség fliggvénye

N(0,1) eloszlas fuggvénye
> plot(CDF(Normal0, 1), x), x=-3..3 title
= Standard normal eloszlas
eloszlasfiiggvénye

Standard normal eloszlas
eloszlasfliggvénye
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V¥ 10.3. Folytonos egyenletes eloszlas

10.3.1. DEFINICIO. Egyenletes eloszlas

legyen. Tehat
0

f(x) =

0

Az X valbsziriségi valtozoét az [a,b] intervallumegyenletes eloszlasak nevezziik, ha a
siriiség fluggvény allando értéket vesz fel az [a,bjuatbumon és egyébként pedig nulla.

Mivel a diriségfuggvény grafikonja alatti tertilet mindig 1,rezékonstanﬁ kell, hogy

b—a

az[a, b]intervallumon egyenletes eloszldsiség fliggvénye.

x<a
a<x<b

Xx>b

Ha X egyenletes eloszlasu az [a,b] intervallunadkor erre az X ~ Uniform(a,b) jeldlést
hasznaljuk. Az eloszlas két paramétere a és b.iMé&xaltozo megadasat Maple-ben!

Egyenletes eloszlasisiiségfliggvénye Egyenletes eloszlas eloszlasfliggvénye
> restart > F = unapply CDR Xu),u) :F'(u)
> with( Statistic$ : X := Uniform(a b) : =F(u);
> f:=unapply PDR Xu),u) : 'f'(u) =f(u) 0 u<a
0 u<a F(u) = E:Z u<b (1.3.2)
1
f(u) = b—a u<b (1.3.1) 1 otherwise
0 otherwise >

Adjunk értéket az a és b paramétereknek, hogy mkdjajzolni.

Egyenletes eloszlasisiiségfiiggvénye
> a:=0.5;b:=25;
plot('f (x)', x=0..3,thickness 3, title
= Egyenletes eloszlagrsisege;

a:=0.5
b:=25
Egyenletes eloszlas siiriisége
0.5
| |
1 2 3

Egyenletes eloszlas eloszlasfliggvénye
> plot(F(x), x=0..3,thickness 3, title
= Egyenletes eloszlas
eloszlasfuggvénye

Egyenletes eloszlas
€loszlasfliggvénye

VARHATO ERTEK, VARIANCIA EGYENLETES ELOSZLASU VALOZINUSEGI VALTOZORA

10.3.2. TETEL. Egyenletes eloszlas varhat6 értéks garianciaja
HaX~Uniform(a b) az[a, b] intervallumonegyenletes eloszlasvaltozé, akkor varhat6 értél

E(X) =

a+b
2




€s varianciaja
_(b—a)?
Var(X) 12

Bizonyitas
Mivel a varhatd érték szamitasi szabatya) :J x-fy (x) dx, ezért a varhato értek Maple
segitséggel
> a:="a"b:="Db"
'E(X) =int(x/ (b-a),x=a..b)"; EX:= factor( simplify rhg %) );
Varhato értéle Mean( X);

b
E(X):J LS
a

b—a
-1 .1
EX:= > a-+ > b
. f s 1 1
Varhato érték= > a+ > b (1.3.3)

oo

Mivel a variancia szamitasi szabaWar( X) :J (Xx—E(X))

- 0

2-fx(x) dx, ezért a variancia
Maple segitséggel.
> 'int(x"2/(b-a), x=a..b)-EX"2"; VarX := factor( simplify{ % );

Variancia= Variance X);

b
J idx—Ex2
b—a

a
VarX:= 1 (—b+a)2
C12

Variancia= 112 (b— a)2 (1.3.4)

V 10.4. Exponencidlis eloszlas

Exponencidlis eloszlast kapunk, ha &gpisson - eloszlasgymast kovéteseményei kozott eltelt
id6t vagy tavolsagot, stb. vizsgalunk! Nézzink erng péjdat!

10.4.1. PELDA.AZ EXPONENCIALIS ELOSZLAS SZARMAZTATASA POISSON-
ELOSZLASBOL

Egy radioaktiv részecskéket szamlgéigerberendezés altdl= 1 sec id alatt megszamoN
részecske szadma Poisson-eloszlast kovet, atlagesamészecskével.

JeloljeX azt aT idét, mely egy adott idpillanatban észlelt részecsékeltelik a kdvetkeé
részecske észleléseéig.

Keressik a részecskék észlelései kozott dteld eloszlasat, ha ismert, hogy idé alatt

beérked részecskél szama Poissof(: t) eloszlasu.




Megoldas
Lattuk, hogy flggetlen Poisson eloszlasok dssiefeisson eloszlas. Ami pontosabban annyit
jelent, hogy ha két egymast ko§ef=1 sec és, =1 sec idt vizsgalunk, akkor az 6sszeg

t=t, +1t,=2 sec alatt érkézészecskeszam is Poisson-eloszlasatlagosani + A= 21 =10
részecskével szamolhatunk. Hasonl6an kiterjesztheizsgalat tetsiteges sec alatt észleM
részecske szamra, melynek varhat6 szaimd) [esz. Tehat alxl valdsziriségi valtozé

N ~ Poissori(-t) , aholN = at sec alatt a geiger berendezés altal észlelt rélszkszama,

ésh az 1 sec alatt atlagosan kibocsajtott részecsid@ka.
Mivel a részecskek véletlens#en érkeznek, ezért nemcsak szamuk, hanem a kozbtélitkX
id6 is véletlenszdien valtozik.
Mig N diszkrét valdsziiségi valtozo, addi¥ folytonos véletlen valtozo.
Egy észlelésll a kovetked észlelésig eltelX idé pontosan akkor lesz nagyoblmasodpercnél,
ha a berendezéem észlel részecskét [Bec] idsn beldl.
Figyelembe véve, hogy N eloszlasa a [0, Bjntervallumon Poissoif T ), ezért a kdvetkéiket
kapjuk:

0 AT
P(X>T)=P(N=0a[0,T]idénbelll) = % —g M

Ahonnan az eloszlasfuggveényt az ellentét esemédgziaiségekent kapjuk
PIX<T)=1—-P(X>T)=1—€e*T ha0O<T.
Tehat X eloszlasa egyértalen megadhat6 a Poisson-elosal@dsramétere ismeretében.

X eloszlasat nevezzigkponencialis eloszlask, mert benne az exponencialis figgvény
szerepel! Az eloszlas fuggvény derivaltjaiaiség fliggvény, és ezzel definialjuk az eloszlast!

10.4.2. DEFINICIO. Exponencidlis eloszlasis iiség fiiggvénye
Az X valbszitiségi valtozéexponencialis eloszlasiak nevezziik, hd > 0 nem-negativ
értékeket vesz fel éfriiség flggvényg

0 x<0
f(x) =
re™ x>0

exponencialis figgvénnyel adhaté meg valamilyen 0 pozitiv paraméterrel.

Mutassuk meg, hogy valébatirgség fliggvényt adtunk meg tedtges pozitiw. esetén! Ehhez

azf(x) >0 és azf f (x) dx =1 feltétel teljesilését kell ellérizni!
0

Mivel A > 0 és az exponencialis fliggvény pozitiv, ezéft(az > 0 egyenbtlenség teljesul. Az
integrélt irjuk fel Maple-ben a paraméter pozitgitfeltételével egyutt!
> restart: fX := x — A-exp( -A-X);
assumeél > 0) : Int( fX(x), x=0.infinity) =int( fX(x), x=0.infinity);
fX:= x> A e X
J~e TXax=1 (1.4.1)
0

Tehat valoban egyisiség fuggvényt kaptunk!

Rajzoljuk felA= 0.5 és\. = 4.5 paraméterekhez tartozé exponencidlis elodzldgtség
figgvényeit 1 Iépéskdzzel!

> x:=X"



plots[ display(Matrix(1, 5, [sed plof fX %, x=0.3,title=1), lambda=0.5..4.5]));
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Az exponencialis eloszlasirfiség fliggvényeinek valtozasa @araméter névelésével

Az eloszlas fuggvényt integralassal kapjuk, amelp&.1. példaban talalt figgveny!
X

> FX = x—>J fX(t) dt
0
> P(X<X) =FX(Xx)
X
FX:= x—»J fX(t) dt
0

P(X<x)=1—e ** (1.4.2)

Az eloszlas fuggvényekatvaltoztatasaval mutatja be az alabbi abra sorozat!
> x:='X"
plots] display(Matrix(1, 5,[sed plof [ FX X, 1],x=0..5,titte=2), lambda =0.5

.4.5)]));
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Az exponencidlis eloszlas eloszlasfliggvényeinetozgdba a paraméter novelésével




Figyelem:
A Statisticscsomagban talalhaxponential newvi eljaras egy olyan exponencialis eloszlasu

valdsziriségi valtozot ad meg, amelynek paramétera, hanem%. Ennek oka &arhato
erték ésszorasszamitasaban kereséid
> with( Statistics :

> X:=Exponential}) :
> f:=unapply PDK Xu),u) :'f'(u) =f(u)

0 u<o

f(u)= s (1.4.3)
otherwise

VARHATO ERTEK, VARIANCIA EXPONENCIALIS ELOSZLASU VALOSZINUSEGI
VALTOZORA

10.4.3. TETEL. Exponencidlis eloszlas varhato értékés varianciaja
Az X~Exponential L) az[a, b] intervallumonegyenletes eloszlagrhaté érték
1
EX]= =
[X] Y
€s varianciaja
Var(X) = iz .
A

Bizonyitas
Az exponencialis eloszlas varhato érteke E[>é;1::

> assumelambda> 0) :'int(x-fX(x), x =0 .infinity) "
EX := factor( simplify % );
Varhaté érték Maple-ben Mean(X) eljarassdVlean X);

J X fX(x) dx

0

EX:= 1
/’L~

Varhaté érték Maple-ben Mean(X) eljarassal~ (1.4.4)
Az exponencidlis eloszlas variancija Var[X]% €s igy szordsa= % R
A

> int(>¢-fX(x), x = 0.infinity) — EX*;
VarX := factor( simplifyl %9 );
“Variancia Maple-ben=Variance X);

J X () dx — EX?
0



1
VarX:= —

A~
Variancia Maple-ber 1~2 (1.4.5)

JO TANACS!

Mivel E(X) =co(X), vagyis a varhato érték és a szoras azonos, kpofiencialis eloszlasu
folytonos valoszitiségi valtozo, ezeért a statisztikAban akkor hasaniélilyen eloszlast, ha ez a
feltételkdzelitéleg teljesul

10.4.4.PELDA Jarmivek athaladasai kozott eltelt idintervallumok

Az alabbi adatok egy kozuti forgalomban résztvautok k6zott mért kovetésidll
hisztogramjét tartalmazzak csoportositva 6 masaegdd intervallumoként. Osszesen a [0,|3
perc] = [0, 180 sec] itintervallumot 30 egyefilrészre osztottak fel és igy kaptak 6
masodperces &kozoket.

kovetésidsk gyakorisagarF

[54, 23, 16, 10, 16, 16, 12,8,8,7,4,5,4,5,1,2,0,3,1,2,2,@,1,0,0,1,1,0

(a) lllessziink exponencialis eloszlast az adatokra!

(b) Vonjuk 6ssze az egymast kdvédokozoket kettesével! Vizsgaljuk igy az exponencialis
eloszlas illesztést!

Megoldas
Vegyuk fel a mérési adatokat!
> restart:
MeresiAdatok= [54, 23, 16, 10, 16, 16, 12,8,8,7,4,5,4,2,0,3,1,2,2,2,0,0, 1,
0,0,1,1,0:
Osszesen 30 csoport van!
> N := nopg MeresiAdatok

N:=30 (1.4.6)
A csoportok fel§ hatarait percekben mérve adjuk meg (0.1 perc agoatperc)
> FelsoHatarok= [sed0.1-i,i =1.nopg MeresiAdatoK ]

FelsoHatarok=1[0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9,1.0, 1.1, 12,1.4,1.5, 1.6, (1.4.7)
1.7,1.8,19,20,2.1,22,23,24,25,2.6,2.7,2.8,2%

A mérési adatok dsszege az 0sszes adatszam lexdy, 204.
> OsszesAdatszam sum MeresiAdatdk ]jj=1.N)
OsszesAdatszam 204 (1.4.8)

A gyakorisagokat megkapjuk, ha a mérési adatokatzguk a mérési adatszammal!
> Gyakorisagok= MeresiAdatokOsszesAdatszam

: /9 283 4 S5 4 4 1 2 2 7 1 5
Gyakorisagok= [ 34° 204’ 51° 102' 51' 51° 17’ 51' 51° 204’ 51° 204’ 49
105 1 1 1 1 1 1 1 o1 g 1
51' 204’ 204’ 102’ 68’ 204’ 102’ 102’ 102 ' 204 ' 204’
1
204’0]

Szamoljuk ki az adatok varhato6 értékét vagy atleayaelynekeciproka ai .



N
> varhato_ertek= 0.5( 0+ FeIsoHatarog) - Gyakorisagok+ z 0.5- (FelsoHatarok_ 1
j=2

+ FelsoHataro}() -Gyakorisagok
1

- varhato_ertek
varhato_ertek=0.5421568625

A= 1.844484630 (1.4.10)

Ezzel @\ paraméterrel képezzik az exponencialis elos#ldiség fliggvényét!
> x =X f:="Ff =x— Aexp(-AX) :
> 'y (%) '=1 (X);
f (X) = 1.844484630 ¢ 24448403% (1.4.11)

Abrazoljuk a mérési pontok gyakorisagait az y-tdyeye és a mérési ét felss hatarait az x-
tengelyen! Az adat pontokkal egy koordinata rendsae abrdzoljuk az exponencialis eloszlas
siriség fliggvényét 0.1 sulyozassal!
> pontok:= evalf([ seq[ FelsoHatargk],jGyakorisagok j1,i=1.N)1]):
pl:= pIot(O.l- f (x),x=0.3,0 Oq . p2 := plots] pointplof (pontok style=point,
symbokcircle) : plots] display( {pl, p2}, title
= Kovetési idok gyakorisdganak kdzelitése expones@klszlassalt
Kovetési iddk gyakorisaganak kdzel itése exponencialis eloszlassal
0.3

Az exponencialis eloszlasirsiség fuggvenye ol illeszkedik a mérési pontokra!

(b) Csokkentstik az osztalyozast 30 - rdl 15 csopaatraz kovessék a csoportok 12
masodpercenként egymast. A csokkentést ugy vegestziikgy az egymast kdveadatokat



kettesével 6sszeadjuk. Figyeljik meg, hogy a mdolvsidatokkal szamaok kdzelitleg azonos
az ebzoleg kapott értekkel és az abra is hasonlé!
> Redukalt= NULL :
for i from 1 by 2tonopg MeresiAdatokdo
Redukalt= RedukaltMeresiAdatok+ MeresiAdatok, ; :

enddo:
ModositottAdatok= [ Redukali
ModositottAdatok= [ 77, 26, 32, 20, 15,9, 9,3,3,3,4,0,1, 1,1 (1.4.12)

A csoportok szdma 30 helyett 15 lett!
> n := nopg ModositottAdatgk

n:=15 (1.4.13)
Az (j felss hatarok modosulnak, mert a lépéskoz 0.2 lett!
> UjFelsoHatarok:= [sed0.2- i,i =1.nopg ModositottAdatoK J;

#az Uj hisztogramok csoportjainak iéllsatara
UjFelsoHatarok=1[0.2,0.4,0.6,0.8,1.0,1.2,1.4,1.6, 1.8, 2.0, 2.2, 268,28,3. (1.4.14)

Az Osszes adatszam nem valtozott!
> OsszesAdatszans sum ModositottAdatgli =1.n);

OsszesAdatszam 204 (1.4.15)
Szamoljuk az Uj gyakorisagokat!
. ) ModositottAdatok
> —
UjGyakorisagok OsszesAdatszam
13 8 5 5 3 3 1 1 1 1
UjGyakorisagok= [204 102° 51 51 68’ 68' 68’ 68’ 68’ 68’ 51' 0  (1:416)
1 1 1 ]
204’ 204’ 204

Az Uj A most az Uj félhatarokkal és Uj gyakorisagokkal képezett atlaigzes tll ag

> atlag2:=0.5 ( 0+ UerIsoHataroIi) UjGyakorisagok + 20.5 (UerIsoHatarok_ 1
j=2
+ UerIsoHatarok) Uijakorisago}c
1
atlag?

A2 :=1.814946619 (1.4.17)

Képezzik az exponencidlis eloszlésiseg figgvenyét és veégezzik el az illesztést!
> fi=f f :=x>12-e R X w (X)'=fy (X);
> points:= [seq[ UjFelsoHataquUijakorisagoH, i=1 SUNE
pl:= plot(0.2- fy(x),x=0.3,0 0.3 :p2:= plots] pointplot] (points style= point symbol
=circle) : plotg display]( { p1, p2}, title = Kbzelités 6sszevont csoportok alapjan
f, (X) =1.814946619 ¢ 51494001



Kozelités 6sszevont csoportok alapjan

10.4.5.AZ EXPONENCIALIS ELOSZLASEMLEKEZET (vagyMEMORIA ) NELKULI
TULAJDONSAGA

10.4.5. DEFINICIO. Meméra nélkiili tulajdonsag vagya jové fuggetlen a multtdl
Azt mondjuk, hogy egy & X nem-negativertékeket felvel valosziriségi valtozé
rendelkezik amemoria nélkili tulajdonsaggal, ha

PX>s+t|X>t)=P(X>5s)
feltétel teljestl minden & s t nem-negativ értékre.

10.4.6. PELDA. BERENDEZESEK ELETTARTAMA

JeloljeX egy nmikodé berendezés (példaul szamitdgép) élettartamatjvagyaz id tartamot,
amely az Gzembe éllitas és a berendezés elromiaséit keltelik. X értéke, tehat élettartama
egyedenként valtozo, azaz véletlen valtozénak te&ih Ha a berendezés maegélt
valamilyent > Okort (évet, napot,...), akkor étkkezdve a tovabbi élettartamanak eloszlgsa
ben) megegyezik az eredeti élettartamanak elosaksé

Masképpen fogalmazva, elvarhatd, hogy eigeig mar nikodé berendezés eloszlasa azongs
legyen egy U] berendezés élettartamanak eloszlasava

(Ez az elvaras altalaban a berendezés alkatrészaikeszakaszonként érvényes!)

10.4.7. TETEL. Az exponencidalis eloszlas rendelkéza 10.4.5. memoria nélkiili
tulajdonsaggal

Az exponencidlis eloszlagtvalosziriségi valtozé - mint a Poisson - folyamatbdl szataiait
eloszlas - rendelkezik a 10.4tbemoria nélkili tulajdonsaggal.

Bizonyitas

A feltételes valdsziiség definicidjat hasznalva

P({t+s< X}, {t<X}) _ etttV
P(t<X) S M

Ezt a tulajdonsagat nevezzik még az exponenclakgléas "orokifju" tulajdonsaganak is. Q.e.d.

A memoria nélkili tulajdonsagot az F(u)= P(X< u)eloszlas fliggvénnyek jellemezhetjik az

P(X>s+t|X>t) = =eM=P(X> 9



elézével ekvivalens moédon.

10.4.8. DEFINICIO. Memoéra nélkiili tulajdonsag leirasa eloszlas fliggvéyel
Azt mondjuk, hogy az X X nem-negativértékeket felvely valosziriségi valtozo rendelkezik
a memoria nélkuli tulajdonsaggal, ha
PX<s+t|X>t)=P(X<5s)
feltétel teljestl minden & s t nem-negativ értékre.

Megmutatjuk, hogy az exponencialis eloszlasragélja 10.4.8. definici6ban adott tulajdonség is.

10.4.9. TETEL. Az exponencidalis eloszlas rendelkéza 10.4.8. memoria nélkiili
tulajdonsaggal

Az exponencidlis eloszlagtvalosziriségi valtozé - mint a Poisson - folyamatbdl szartaiait
eloszlas - rendelkezik a 10.4tBemdria nélkili tulajdonsaggal.

Bizonyitas
Most is a feltételes valosZiség definicidjat hasznalva

P(X—t<%x>t): P(t<X<t+s) _ F(t+s) —F(t) _

P(t < X) 1—F(1)
A (t+s) At
l—e (1-e ):1—e_7‘S=F(s)
e—?»t

Amit ugy is interpretalhatunk, hogy aX  t) "maradéek” valdsziiségi valtozénak ugyanaz az
eloszlasa, mint az eredeti X valtozonak. Az élatarsegitségével tehat azt mondhatjuk, hogy ha
mar a berendezés "t" éves, akkor a hatta(@vt) élettartamanak ugyanaz az eloszlasa, mint eg
Uj berendezés X élettartaméanak eloszlasa. Terngssretha ez nem teljesil egy berendezésre,
akkor ne hasznaljunk ra exponencialis eloszt&3te.d.

Megjegyezzik hogy a folytonos eloszlasok kdzul a memaria nétklajdonsag csak az
exponencialis eloszlasra jellethdNevezetesen, ha egy X folytonos eloszlasra télgesnemoria
nélkuli tulajdonsag, akkor X eloszlasa exponensidli diszkrét valdszirségi valtozok kozott ez
a tulajdonsag csak a geometriai eloszlasra teljesul

Exponencidlis eloszlas tovabbi alkalmazasi tertilete

« Egy nagy szamitdgepes hélozatra bejelentkezbtigehalok egymast kovebejelentkezései
kozott eltelt idtartam

» Telefon kapcsolatokat létrehoz6 szerverre grketefon hivasok kozott elteltdd

e Sorban allasi problémanal az egymast kévendégek érkezése kozott eltelt varakozdasi id

e Foldrengés lokéshullamai kdzott elteldidrtam.

» Egy mechanikai természeszerkezet kilénb@zkomponenseinek elromlasi vagy tulélési
idejének valosziitlsége

V¥ 10.5. Erlang - eloszlas és Gamma - eloszlas*

LegyenX,; az a varakozasi & mely t = 0-tdl eltelik egy. parametdr Poisson-folyamat eds
erkezéseéig!
LegyenX, az a varakozasi & mely az el§ és a masodik érkezése kozott telik el gy

paramétei Poisson-eloszlas soran!
LegyenX; az a varakozasi &l mely a masodik és harmadik érkezése kozott édldgyA

paraméter Poisson-eloszlas soran!



X az a varakozasiéd mely az (n-1)-ik és az n-edik érkezese kozok llegyi
paraméter Poisson-eloszlas soran!
Az X}, X,, ..., X, valosziriségi valtozék mindegyike exponencialis eloszlasinazi
paraméterrel!

10.5.1. DEFINICIO. Erlang-eloszlas értelmezése expencidlis eloszlasok 6sszegével

A
T, =X+ X+ ..+ X,
0sszeg megadja azt a varakozaét,idmely eltelik a t=0 idponttdl az n-ik érkezésig. Ennek
eloszlasat nevezzilirlang-eloszlasak, melynek paraméterei
(A, n) ésaT_ ~ Erlangd, n)
jelolést hasznaljuk.

Az exponencialis eloszlas specialis Erlang-elosaaskor n=1: Exponentialf = Erlangh,1).

Az Erlang eloszlas specidlis Gamma-eloszlas, anskoregészaszamgErlang( A, n) = Gammak,
n).

10.5.2. TETEL. Gamma-eloszlas ésisiiség fliggvénye
Azt mondjuk, hogyf, Gamma eloszlag (A, r) paraméterekkel, vagy jelolésse|~T
GammdA, r) , ha

(i) a paraméterekre & A, 0 <r €s

(ii) T, lehetséges értéke [&) , azazT >0 es

(iii) siiriiség fuggvénye

PRV Pt
f(X)=—"",0<Xx,
I'(r)
ahol T(z)= e'¢ ! t (z > 0) a faktoridlis altalanositasa nem egésikékre, mert

0
'm=(n—-1),han=1, 2,3, ... egész szam.

Ha azn egész szamakkor aGamma eloszlg Erlang-eloszlas lesz.
> restart:

with( Statistics :

X := RandomVariablegGamma 1/lambda,) ) :

Gamma §riség fuggvényePDF( X t);

0 t<O0

Gamma griség fuggvénye | (¢a)" - Loty Chermise (1.5.1)
'(r)

Nézzik az r=3 é5=2 esetet!
> plot(subg =3, lambda =2PDF(X t)),t=0..6)



0.5

0.4

0.3

0.2]

0.1

Gamma-eloszlasok @riiség figgvenye
> surusegek= [sed subdambda =2,
PDF(X u)),r=1..8,2 7,

0 u<o
surusegek= oy , (1.5.2)
2e otherwise

0 u<o
42e?"  otherwise

0 u<o
% G e?Y  otherwise

0 u<o

8 Be?'  otherwise
45

Gamma-eloszlasok @riiség fliggvenye

> plot(surusegeku =0..12 title
= Gamma eloszlasokigiség

fuggvenye;
Gamma eloszlasokigiség
fliggvénye
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
0,
0 2 4 6 8 10 12
u
>

10.5.3. TETEL. Gamma-eloszlas varhato értéke és varianciaja
Az X~Gammal,r) valtozo6 varhaté értéke és varianciaja

r
E(X)=—, Var(X) =
(X) N ar(Xx)

r

?.

Bizonyitas

A szamitasokat a beépitett Mean és Variance etjgkasvegezzik!

> with( Statistics :

X := RandomVariablegGamma 1/lambda,) ) :




el:= mu=Mean X);
e2:= sigma”2 =Variance X);
el:=pu= L
' A
e2: = (52 = L (1.5.3)

7\’2

Ha ismerjuk auvarhato értéket ésmszorast, akkor ezek segitségével kiszamolhatju&sa
paramétereket!
> solvd { ele2}, {r, lambdg);

2
[r=“—2,x=%] (1.5.4)

10.5.4. PELDA. Exponenciélis eloszlasok dsszege dtj-eloszlas
Mutassuk meg, hogy két fliggetlen és azdnparamétdr exponencialis eloszlas dsszege
Erlang -eloszlas r=2 @sparaméterekkel.

Megoldas
A bizonyitast a Maple beépitett eljarasai segitegiggégezzik el.

> X1:= RandomVariabI% Exponent(a% ]] :

X2 := RandomVariabI% Exponent(a% ]] :

Si= X1+ X2
S:= R34+ R4 (1.5.5)

> Az 6sszegsiiség fuggvenye PDF(S u);
r := 2 : Erlang-eloszlas#&iség fliggvénye r=2 paraméterl:ePDF[ Erlang[i, r], uj;

0 u<o
Az Osszegisiiseg fuggvénye 2
ur e’ o<u
0 u<o
Erlang-eloszlas#iiség figgvénye r=2 paraméterre (1.5.6)
ux“ el otherwise

Hasonldéan harom fliggetlen és azonos parakhétgronencialis eloszlas 6sszege Erlang -eloszlas
r=3 paraméterrel.

> X3:= RandomVariabI% Exponent(ai}lt j j :S:=S+ X3

> PDF(Su);r:=r+1,
Erlang-eloszlas#iiség fliggvénye PDF( Erlang( i , rj , uj

S:=_R3+_ R4+ _R9



Erlang-eloszlas&iség fuggvénye | 1
2

_ 157
E1%e  otherwise ( )

Folytatva az 6sszegzést kapjuk az Erlang-elostéédlitasat exponencialis eloszlassal!

V 10.6. Gauss-féle normal eloszlas

C. F. Gauss (1777-1855) nyoman fejlesztették larandl eloszlast, amelyet kezdetben a mérések
hiba analizisére alkalmaztak. A normal elosglasiségfiiggvényéta (1, 6) paraméterek
segitseégeével tudjuk megadni.

> restart:
exp XTW
2
2:0
) —

o/ 21

f'(x, 1 o)=f(xuo);

f:=(xuo

1 (x=w
2 02
f(xwo)=~+ & J2 (1.6.1)
2 ofn

10.6.1. DEFINICIO. Normal eloszlas ériiség fliggvénye
Az X ~ N(, o) szimbélum azt jeldli, hogy az X folytonos elostldvalészitiségi valtozo

7 7z

normal eloszlasiés sirtiség fliggvénye

(x=w
2- 02

fo0 =" ,
o 2mn

ahol a |, o) paraméterekre teljesiinelueER ésc > 0 feltételek.

A siriség fuggvényben szeréiét paraméter jelentégea varhato értek(vagy lokalizacios
paraméter), &és > 0 a_standard szérésagy a gorbe alakjat meghatarozo paraméter).

10.6.2. TETEL.X~N(y, 6) varhat6 értékep és szorasa
Ha X ~ N(i, 6) , akkor varhato6 értéke( X) = és a szordsa(X) =G .

Bizonyitas
lgazoljuk ebbb, hogy aiILl -(X) fuggveny valébanistiség fuggveny. AtILl 5(X) > 0 pozitivitasi
feltétel kovetkezik az exponencidlis flggvénygsozitivitasabdl. Az integral 1 érték kdvetkezik

az



oo

J e_xzdx: 7 Un. Euler-Poisson-féle integralbdl, melyben a gfinfliggvény nem elemi

fuggveny.
> Int(f(x W 0),Xx=-..0) =int( f(x u o), Xx=-®..0) assumings > 0
@1 xew?
2 &
Le V2 o (1.6.2)
NEd
= (x=w?
e 20
A varhato értékhez ag(X) = x- ————— dx integralt kell kiszamolni!
c{2mn

- 00

> Int(x-f(x u 0),x=-0.0) =int(x-f (X u, ), Xx=-®..0) assumings > 0

- 1 x=w?
2 2
% xe V2 oy (1.6.3)
oym
= _(x=w?
2 2 e 2. 6%
A szérasnégyzet értékéheag = |  (x—p)"- ————— dxintegralt kell kiszamolni!
c2m
2 R 2 .
> Int( (x—p)“F(x 1 6), x=-0..0) =int( (x—p) “f (X, W, ), Xx=- .. ) assumings
>0
e 1 (x=w)?
2 2 L2
1 xzpe V2 = (1.6.4)

2 o7

Ezzel igazoltuk, hogy afzH -(X) siriiség flggvény keépletébgna varhato érték esa szorasQ.e.
d.

Y-

10.6.3. PELDA. A diriiség fliggvény jellemzése a paraméterek valtoztatasdv

() Rajzoljuk fel a normal eloszlasiriseg fuggvenyének grafikonjat alland@s valtozé
mellett!

(i) Rajzoljuk fel a normal eloszlagir§iség fliggvényének grafikonjat alland@s valtozda
mellett!

Megoldas
irunk egy olyan eljarast, amely a varhato értékikézimmetrikus 6c hosszu intervallumon
kirajzolja az "an" harang gorbét!
> NormalSuruseg:= proc(mu, sigma
local x, f, intervallum, P;



f:= (x, mu, sigma — exp( - ((x-mu)/sigma?/2) / (sigmasqrt( 2 Pi)) :
intervallum:= mu— 3- sigma..mw- 3- sigma;
P = plot( f (x, mu, sigma, x =intervallum color =blue);

plotg display( [ P 1);
end

Nézzik meg aigiiség fuggveény grafikonjat ph= 2.5 és5 = 0.5 paraméterek esetén!
> harang:= NormalSuruseg2.5, 0.5 : tengely:= plot([[2.5, 0], [ 2.5, 0.9], linestyle
=3):
plotg display( [ harang tengely, title = Harang gorbe;

Harang gorbe
0.9 |

0.8]
0.7
0.6
0.5

0.3
0.2]
0.1

|
|
|
|
0.4 |
|
|
|
|
|

0"

X

A fuggvény szimmetrikus az xjg= 2.5 fugg@leges egyenesre, ahol maximuma van!
Vizsgéljuk a iriség fuggveény alakjanak valtozaséat allapds2.5 varhato érték és noveks
szoras melleti; = 1 kezd ésc = 3 végertékek kozott!

> u, o, sigma_step= 2.5,1,0.5N =4
> for nfrom OtoN do
density n := NormalSurusegmnu, sigma+ sigma_stem) :
num:= convert evalf sigma+ sigma_stem, 3), string) :
trackerl n] := plotg| textplot([7, 0.36,cat("Szdéras= "num) ], color =blue) :
P[n] = plotg display({density 1, trackerf n]}) :
od:
plots display(Matrix(1,N+ 1, [sed R n,n=0.N) ]),view=[-6..11,0..0.4)
W, o, sigma_step=2.5,1, 0.5



0.4 0.4 0. 0.4 0.4
$Abrés= 1. Forés= 1.5 Sporés= 2.0 Spérés= 2.5 F6rés= 3.0
0.3 0.3 0.3 0.3
0.2 0.2 0.2 0.2
0.1 0.1 0 0
~40246 10 ~40246 10 40246 10 40246 10
X X X X X

A normal eloszlassiriség fliggvenye novekivszoéras és allandé varhato érték mellett

A szoéras novekedésével a fliggvények ellaposodréitesieszkednek a varhatd érték koral
szimmetrikusan és ezzel egyutt maximalis értékelkidesz!

Vizsgaljuk most aigiiség fuggveny alakjanak valtozasat allandd2 széras és néveky
varhato érték melletfy =-2 kezd ésu =2 végérték kdzott!

> o, U, mu_step= 2, -4, 2;N:=4:
for nfrom OtoN do
density f := NormalSurusegnu+ mu_stem, sigmg :
num:= convert evalfmu+ mu_stem, 3), string) :
tracker n] := plotg] textplot([3, 0.23,cat("Varhato érték="num) ], color =blue) :
P[n] := plotg] display( {density n, trackerf n]}) :
od:
plotg display(Matrix(1,N+ 1, [sed R n,n=0.N) ]),view=[-11..11,0..0.23);

C, W, mu_step=2, -4, 2



Varhat6 Varhat6 Varhat6 Varhato Varhat6
2 értgk=-2. értek= 0. értek= 2. érték= 4.
O.Zﬁ 0.2 0.20 ﬂ
0.15 0.1 0.15
0.10 0.1 0.10
0}35 0.05 \ 0.05 \
-10 0 510 -10 0 510 -10 0510 -10 0510 -10 0510
X X X X X

Az eloszlasok alakja nem valtozik csak az x-tengefntén vandorol a gorbe!

10.6.4. TETEL. A diriiség fiiggvény inflexios helygi — ¢ ésu + o.
A X~N(y, ) normal eloszléf%l ,(X) siriség fuggvényének inflexiés pontja vanxazu — 6

ésx=u + ¢ helyeken.

Bizonyitas
Mivel azf (x) fliggvény tetsdleges szamszor differencialhatd, ezért az inflekglgek a masodik
derivalt zérus helyeinél lesznek, ha ott a masddikvalt ebjelet valt. Képezzik alz'(x)
masodik derivalt fliggvény szorzat alakjat, majcdhatzuk meg zérus helyeit!
2
> 0= o" . f(x, u, o) : factor( masodik derivalt %); zérushelyek solve rhg %,

dx’
{x})
1 (x+p)?
1 e’ @ JZT(-x+u—0) (-x+u+o)
masodik derivéltz . K 3
oJn
zérushelyek ({x=p+o}, {x=p—o0}) (1.6.5)

A masodik derivalt éljele egyx-ben masodfoku olyan tény@#l fligg, melynek két kilonb@z
valds gyoke van. Ezért ez a polinom mindenképpéelet valt a zérus helyeken. Tehat valoban

inflexios pontja van a harang gorbénekkaal — ¢ ésx = + ¢ helyeken. Q.e.
d.

A normal eloszlas eloszlas fuggvényének nincs efermaban kifejezhétzart alakja.
> u:="u"o:='o"

F := (x, mu, sigma — Int(f(eta, mu, sigmp eta =-infinity..x) :

'F'(x, mu, sigma =F(x, mu, sigma,; lhs( %) =valug rhg %) assumings > 0O;



X 1 (m—u)
2 62

Flopo)=| — ° 2 g
o

X 1 (n-w?
2 2
=€ /2 dn:%—%erf(% V2 () (1.6.6)
ofn 6

- o

A Maple az ugy nevezett "hiba fuggvenyt" vagy "dré&épitett flggveényt (az angol error function
roviditése) hasznalja a kifejezés megadasahozb ihbbrmaciét a hiba fliggvéngra sugd
oldalakon talalhatunk.

> ?erf

X—p
c
részletesen ismerni &¥(0, 1)valtozosiiriség fluggvényet

TetsdlegesX~N (u, 6) normal eloszIag = standardizéltjan keresztil elegénd

illetve eloszlas fuggvenyét

d(z2) = 1 J e_Edt.

J2n

Mivel gyakran talalkozunk @ és® figgvenyekkel, ezért ismerkedjink meg vellk alapban.

Az N(0,1) standard normal eloszlasigliség | Az N(0,1) standard normal eloszlas

flggvénye eloszlasfuggvénye
L > Phi:=z— int(exp( -t"2/2) / sqrt( 2*Pi),
> phl = phl: phl =7 'GX% t:—|nf|n|ty2)
2T z 1
2 5
2 ] O =z dt (1.6.8)
_% 2 J2n
0=z (1.6.7) _
Jan
> plot(phi(z),z=-4..4.title > plot([Phi(z), 1],z=-3..3 title
= A standard normal eloszlagrsiség = A standard normal eloszlas

fuggvénye eloszlasfliggvénye




A standard normal eloszlas A standard normal eloszlas
siiriiség fliggvénye €loszlasfliggvénye
-4-3-2-10 1 2 3 4 -3 -2 -1 0 1 2 3
z Z

Generaljuk a standard normal eloszlas eloszlas/Emgenek tablazatat! Ez minden
valdsziriségszamitassal és statisztikaval foglalkozo kénghékiete!
> ind = (i,]) — evalf(Phi((i-1)-0.1+4+ (j-1)-0.01), 4) :
tablazat:= matrix(30, 10,ind) : fejlec:= [seq0.01- (i-1),i=1..10)]:
oszlop== ['Z,seq0.1-(i-1),i=1..30)]:
Standard normal eloszl&slinalg[augmeni(oszloplinalg [ stackmatrix(fejleg
tablazay );
Standard normal eloszlas

(1.6.9)

=[[z 0., 0.01, 0.02, 0.03, 0.04, 0.05, 0.06, 0.078,00009],

0., 0.5000, 0.5040, 0.5080, 0.5120, 0.5160, 0.54%239, 0.5279, 0.5319, 0.53K9

0.1, 0.5398, 0.5438, 0.5478, 0.5517, 0.5557, 0.58%636, 0.5675, 0.5714, 0.5753

0.2, 0.5793, 0.5832, 0.5871, 0.5910, 0.5948, 0.598D26, 0.6064, 0.6103, 0.6141

0.3, 0.6179, 0.6217, 0.6255, 0.6293, 0.6331, 0.68&3106, 0.6443, 0.6480, 0.6517

0.4, 0.6554, 0.6591, 0.6628, 0.6664, 0.6700, 0.60.8572, 0.6808, 0.6844, 0.6879

0.5, 0.6915, 0.6950, 0.6985, 0.7019, 0.7054, 0./084.23, 0.7157, 0.7190, 0.7224

0.6, 0.7257, 0.7291, 0.7324, 0.7357, 0.7389, 0./@822454, 0.7486, 0.7517, 0.7549

0.7, 0.7580, 0.7611, 0.7642, 0.7673, 0.7704, 0.,/03464, 0.7794, 0.7823, 0.7852

0.8, 0.7881, 0.7910, 0.7939, 0.7967, 0.7995, 0.808®51, 0.8078, 0.8106, 0.8133

0.9, 0.8159, 0.8186, 0.8212, 0.8238, 0.8264, 0.828315, 0.8340, 0.8365, 0.8389

1.0, 0.8413, 0.8438, 0.8461, 0.8485, 0.8508, 0.868b54, 0.8577, 0.8599, 0.8621



1.1, 0.8643, 0.8665, 0.8686, 0.8708, 0.8729, 0.8048%70, 0.8790, 0.8810, 0.8830

1.2, 0.8849, 0.8869, 0.8888, 0.8907, 0.8925, 0.804962, 0.8980, 0.8997, 0.9015

1.3, 0.9032, 0.9049, 0.9066, 0.9082, 0.9099, 0.901431, 0.9147, 0.9162, 0.9177

1.4, 0.9192, 0.9207, 0.9222, 0.9236, 0.9251, 0.928279, 0.9292, 0.9306, 0.9319

1.5, 0.9332, 0.9345, 0.9357, 0.9370, 0.9382, 0.9334106, 0.9418, 0.9429, 0.9441

1.6, 0.9452, 0.9463, 0.9474, 0.9484, 0.9495, 0.90@515, 0.9525, 0.9535, 0.9545

1.7, 0.9554, 0.9564, 0.9573, 0.9582, 0.9591, 0.968®08, 0.9616, 0.9625, 0.9633

1.8, 0.9641, 0.9649, 0.9656, 0.9664, 0.9671, 0.96.B686, 0.9693, 0.9699, 0.9706

1.9, 0.9713, 0.9719, 0.9726, 0.9732, 0.9738, 0.904450, 0.9756, 0.9761, 0.9767

2.0,0.9772,0.9778, 0.9783, 0.9788, 0.9793, 0.908B03, 0.9808, 0.9812, 0.9817

2.1, 0.9821, 0.9826, 0.9830, 0.9834, 0.9838, 0.984846, 0.9850, 0.9854, 0.9857

2.2,0.9861, 0.9864, 0.9868, 0.9871, 0.9875, 0.98B881, 0.9884, 0.9887, 0.9890

2.3, 0.9893, 0.9896, 0.9898, 0.9901, 0.9904, 0.99@®09, 0.9911, 0.9913, 0.9916

2.4, 0.9918, 0.9920, 0.9922, 0.9925, 0.9927, 0.992931, 0.9932, 0.9934, 0.9936

2.5, 0.9938, 0.9940, 0.9941, 0.9943, 0.9945, 0.994848, 0.9949, 0.9951, 0.9952

2.6, 0.9953, 0.9955, 0.9956, 0.9957, 0.9959, 0.998®61, 0.9962, 0.9963, 0.9964

2.7,0.9965, 0.9966, 0.9967, 0.9968, 0.9969, 0.99.8®71, 0.9972, 0.9973, 0.9974

[
]
[
]
[
]
[
]
[
]
[
]
[
]
[
]
[
]
[
]
[
]
[
]
[
]
[
]
[
]
[
]
[
]



2.8, 0.9974, 0.9975, 0.9976, 0.9977, 0.9977, 0.99.8879, 0.9979, 0.9980, 0.9981

[
]
[2.9,0.9981, 0.9982, 0.9982, 0.9983, 0.9984, 0.998985, 0.9985, 0.9986, 0.9986
1]

10.6.5. PELDA. Az X ~ Ng, 02) eloszlas fuggvény szamitasada(x) fuggvennyel

(i) Vezessuk vissza az altalanos X w\ttz) normalF, (x) eloszlas eloszlasfliggveny
ertékeinek kiszamitdsady x) fuggveny megfelél helyen vett értékeinek kiszamitasara.
(ii) lgazoljuk a®(-z) =1 — d(2) tulajdonsagot a standard normal eloszlasfuggvényeér

Megoldas
(i) Ha X ~ Nf, (52) normal eloszlasu valtoZe X) = p varhato értékkel és(X) =c szorassal,

akkor aZ = X _ N (0, 1) normal eloszlasu. Ezért

o
x_ — — —
Fx(x)=P(XSX)=P( P “]=P[ng “J:cp(x “]=
c c c c
X—u
o t2
T2
S
J2n
minden- o < X < « esetén.
(i) Mivel ¢(z) szimmetrikus ag-tengelyre, ezért tetélegesz > 0 esetén
-Z t2 ® t2
T2 T2
®(-2) = € =] =—di=1-a(2).
J2n J2an
. .
Ezt a Maple "is" eljardsa is megsiti!
> is(Phi(-z) =1-Phi(2))
true (1.6.10)

10.6.6. TETEL.A NORMAL ELOSZLAS ZART A LINEARIS TRANSZFORMACIORA
Ha X~N(u o) ésY=a+ b X, akkorY~N(@+ by, |b|-o).
(lasd 10.6.13. tétel)

A normal eloszlas kdézponti szerepét mutatja azbalgbel. (lasd részletesebben a 13. fejezetben)

10.6.7. Centrélis Hatareloszlas Tétel.
HaX, i=1, 2,...n flggetlen, azonos eloszlasu valo#zigi valtozok, kdzost varhato

értékkel és standard szorassal, akkor az




Y, = -

valosziriiségi valtozok,, (x) eloszlasfliggvényeinek sorozata minden x esetém és
n

végtelenbe tartasa mellett az N(0, 1) standard abetoszlasb(x) eloszlas fliggvényéhez
konvergal, azaz

t
Ly Wi "2

lim, P(Y, <x) =lim, P| =—— <x| =®(x)=| -— dt, minden x-re.
0\/W J2r

- o0

A centralis hatareloszlas -tétel alapjan diszkiégsa#asok értékeit kiszamolhatjuk normal eloszlas
segitségével. Diszkrét eloszlasok kdzul a binosigdi a Poisson-eloszlasok azok, amelyekre
kulon kiemeljik ezeket a kozéliszamitasokat!

10.6.8. BINOMIALIS ES POISSON ELOSZLASOK KOZELITESE NORMAL ELOSZLASSAL
Az alabbi tételek szemléltebizonyitasat lattuk a diszkrét valosisegek animacioinal illetve [a
13. fejezetben!

10.6.8.1. TETEL.Ha X ~ Binomialf,p), akkor aZ = il valosziriségi valtozo
vnp(l-p)
tart az N(0,1) standard normal eloszlas eloszlé@sféigyéhez, miéh n tart végtelenbe.

10.6.8.2. TETEL.Ha X ~ Poissor(), akkor ak varhat6 érték novekedésévelz= A=A

Jr
standardizalt valésziiségi valtozo tart az N(0,1) standard normalis déssz
eloszlasfiiggvényéhez.

A Poisson-eloszlas és a normal eloszlas kdtegjes egyedlségéldl levezethetjik a nevezetes
Stirling-formulat, amely n! értékét jol kozeliti gan esetén.

10.6.9. TETEL. Stirling-formula
Az n! faktorialis értékek aszimptotikus egyésége

n !
n!~(%) J2rin e jim,——F =1
(E) J2mn

levezethet a Poisson-eloszlas és a normal eloszlas kdzeltépgn

Bizonyitas

Vegytunk fel egy X Poisson eloszlasu véletlen véditpmelynek>0 a varhato értéke: X~

Poissorny) .

> restart:

> with( Statistics :

> X:=RandomVariablge Poissqi.) ) : pX:=unapply ProbabilityFunction X), k) :
Poisson_eloszlaspX( u)

(1.6.11)



0 u<o

Poisson_eloszlas | )" g (1.6.11)
otherwise

u!

Mivel a Poisson -eloszlas szorasa a paraméter aégyike, ezért vegylunk fel egy Y normal
eloszlasu véletlen valtozét is, melynek varhaték&d =m és szérésﬁ =o: Y~ Normalg,

ﬂ) . Igy X és Y varhat6 értéke is és szorasa is @gion
> Y := RandomVariable Normalambda, sqit lambda ) :
fY := unapply PDR Yu), u) : Normal_eloszlas fY (u);
1 (u=»?

\/762 A

Normal_eloszlas % (1.6.12)
ENE
Rajzoljuk fel X eloszlasat és Yidiség fliggvényét = 15 értékre, hogy a kozdliegyerdséget
szemléltessik!
> plot(subg A =15, [ pX(truncu)), fY(u)]), u=0..30title
="Normal eloszlas és a Poisson-elosz)as"

Normal eloszlés és a Poisson-eloszl s
0.10-

0.08

0.061

0.041

0.02-




A rajz alapjan vilagos, hogy a két eloszlas jolddzegymast, kilondsen az umaximum hely
kozelében! Ezért felirjuk a két eloszlas kozelitézeu helyen, majd az Wihelyettesités mellett.

> eloszlasok= op(3, pX(u)) =fY(u);
helyettesites= eval eloszlasqlu =lambdg;

1 (u—n?
u - 2 A
eloszlasok= A ? =% \/7e
ul \/;\/7
A -0
helyettesites= € =% V2 (1.6.13)
Jedn

A Stirling - formulat ebBl ai! értékének kifejezésével kapjuk, ha n helyettesitést vesszuk.
> Stirling := subg A =n, isolate helyettesitetambdal) )

Stirling:=n!'=J/rx yn n"e"Jy2 (1.6.14)
Megkaptuk daktorialis értékét kdzeld Stirling - formulat nemcsak annak alatdiss rendii

kozelitest
&)
ni~ | —
e

n
n!~(%) 21n .

Szamoljuk ki a faktorialisok és a Stirling kozetitd ertékeit rendre n=3 és n=20 kozo6tt! Nagy
szadmok esetén a faktorialisokat kézzel sokaigriarkdgszamolni, viszont a kdzelitések kisebb
szamités igéniek!

> faktorialisok:= seq Ihg Stirling, n=3..20

> kozelitesek= seqfloor(evalf( rhg Stirling ) ), n=3..20)

faktorialisok:= 6, 24, 120, 720, 5040, 40320, 362880, 3628800, 399168001600,

6227020800, 87178291200, 1307674368000, 2092278988866687428096000,
6402373705728000, 121645100408832000, 243290200800664

kozelitesek= 5, 23, 118, 710, 4980, 39902, 359536, 3598695, 3961562587486, (1.6.15)
6187239474, 86661001780, 1300430721000, 2081411440868048328600000,
6372804624000000, 121112786600000000, 242278684600000

Jobban érzékelteti a pontossag névekedését a hasoladrtékeinek sorozata.
> hanyadosok= [sed [n, evalf( Ihg Stirling /rhs( Stirling) )], n =10..50 ;
hanyadosok=[[10, 1.008365359 [11, 1.007602428 [ 12, 1.00696699F [ 13, (1.6.16)

1.00642957% [14, 1.00596911p [15, 1.005570189 [ 16, 1.005221239 [17,
1.004913427, [18, 1.00463988p [ 19, 1.004395190) [ 20, 1.00417501) [ 21,
1.003975837T, [ 22, 1.003794800 [ 23, 1.00362953]L. [ 24, 1.00347805§ [ 25,
1.003338717, [ 26, 1.00321011] [27, 1.00309104% [ 28, 1.00298049§ [ 29,
[
[

hanem a korrekcids tény#zs

1.002877581], [30, 1.00278153% [31, 1.002691695% [32, 1.00260747% [ 33,
1.002528366, [34, 1.002453915 [ 35, 1.002383724 [36, 1.00231743] [37,



1.00225473% [ 38, 1.002195338 [39, 1.002138989 [40, 1.00208546P [41,
1.002034547T, [42, 1.001986058 [43, 1.001939828 [44, 1.001895701 [ 45,
1.001853536, [46, 1.00181320) [47, 1.00177459% [48, 1.001737598 [49,

1.001702103 [50, 1.001668034
> plot( hanyadosakstyle= point view=[10..50, 1.008..0.9998title
= A Stirling kozelitések a faktorialisokat relativedemben egyre jobban kozeljtik

A Stirling kozelitések a faktorialisokat relativ értelemben egyre jobban kozelitik

1.008

1.007 =«

1.006 e

1.005 %o

1.004 e

1.003 “P000,,,

ooy, o

1.002 00000004,
1.00%
17\ T T T 1
10 20 30 40 50

A Stirling - formula segitségével a binomialis etihatokra is levezetheékdzelit formula.
Nézzlink néhany tipikus példat a normal eloszlaalalazasara.

10.6.10. PELDA. Hiba analizis

Csavarok gépi gyartasa soran mért nagy mennyigimgetlen hiba alapjan arra a
kovetkeztetésre jutottak, hogy a gyartasnal kapétietek normal eloszlast kbvetnek m = 11
centiméter varhato értékkel és= 0.2 centiméter szoras hibaval. Ha a kovetelmiéaye irjak
elé, hogy a hossznak 10.6 és 11.2 centiméter kozbtiekai, akkor milyen ardnyban lesznek
hibasak a gyartott csavarok?

Megoldas
Jeldlje X a legyartott csavar hosszat! Mérésekisiz® eloszlasa jol kdzelithétaz N(11, 0.2)
normal eloszlassal!

> restart: with( Statistic$ :
> X:= RandomVariable Norméll, 0.2)) :

X:=_R (1.6.17)
Szamoljuk annak valosZiségét, hogy a csavarok hossza éite]10.6;11.2] intervallumba

esnek! Ezt aigtiségfiggveny ezen intervalluma alatti tertiletévelywaz eloszlasfliggvény keét
értékének kulonbségével kapjuk meg! Szamoljunitélbival!

> a,b:=10.6, 11.2;
> P(a<'X'<b) := CDF(X b) —CDF(X a)
a, b:=10.6,11.2

P(10.6 < X and X < 11.2) :=0.818594614120363 (1.6.18)



Szemléltessiik a valoszinliséget a striiségfliggvény gorbéje alatti teriilet befestésével!
> rajzl = plot(PDF (X, u), u=a..b, color =yellow, filled=true) :
rajz2 == plot(PDF(X, u), u=10..12) :
szoveg = plots|textplot]([10.91, 0.3, 'P(10.6<X<I11.2) =81.85%"]) :
plots[display]([rajz2, rajz1, szoveg], title
= A susurégfiiggvény gorbéje alatti teriilet, ha a <X <b );

A ststirégfiiggvény gorbéje alatti teriilet, ha a <X <<b

1.8
1.6
1.4
1.2

0.8
0.6
0.4

o P(10.6<X<I1.2) = 81.85%

10.5 11 11.5 12
u

A feladat a kiegészité esemény P( {X < 10.6} vagy {11.2 < X} ) valoszintségét kérdezi, amely a
hibas csavarok gyartasanak aranya.

> Hibas csavarok( %)= (1 — P(a <'X'< b)) *100;
Hibas csavarok( %) =18.1405385879637 (1.6.19)

Tehat ilyen gyartas mellett a csavarok kozelitoleg 18%-a hibas lesz!

10.6.11. PELDA. Digitalis jelek additiv zaj vizsgalata

Tegylik fel, hogy egy digitalis jel vétele soran a hattér zaj fesziiltségének értéke normal
eloszlasu, melynek varhato értéke 0 (Volt) és standard szorasa 0.45 (Volt). A rendszer
feltételezi, hogy a digitélis 1 jelet kiildték, ha a jel fesziiltség szintje meghaladja a 0.9 volt
értéket. A digitalis 0 értéket a [0;0.9] volt tartomanyban kapjuk.

(a) Mekkora valoszintiséggel jelez digitélis 1 értéket a berendez€s, a zaj miatt, amikor nem is
kiildtek semmit?

(b) Hatarozzuk meg 0 koriil azt a szimmetrikus korlatot, amelyen beliil a zaj fesziiltség szintje
99%-0s megbizhatdsaggal beliil marad!

Megoldas
Jelolje X a véletlen zaj fesziiltség szintjét voltokban mérve! A feltételezés szerint X ~ N(0; 0.45).
(a) Ha a zaj X értéke meghaladja a 0.9 volt értéket, akkor a berendezés digitalis 1 jelet érzékel,
holott ez csak a zaj miatt van és nem a kiildott jel miatt. Szamitsuk ki a P(X> 0.9) valdsziniiséget
a

P(X>0.9)=1- CDF(X,0.9)
képlettel, ahol CDF(X, x) az eloszlasfiiggvény értéke az x helyen!
> restart . with(Statistics) :
> X := RandomVariable( Normal(0, 0.45)) :
> P09 <'X") =1—CDF(X,0.9)

(1.6.20)



P(0.9 < X) :=0.0227501319481792 (1.6.20)

Ugyanezkézi szamitagmellett a Z~ N(0,1) standard normal eloszbéx) eloszlasfliggveny
ertékének kiszamitaséara kell visszavezetni, mak esnek érték tablazatat ismerjik.
X

> /= —
0.45

-0.499999999¢
o) = 0.5000000009/2 € ot (1.6.21)
. Jn
Elvégezzik a standardizalast, kiszamoljuk u értagkéjdd (u) értékeét kivonjuk 1-6l
P(X > 0.9) :P(% > 2) =P(Z2>2)=1-P(Z<2)=1—®(2).

> u=0.9/0.45; Philhs(%) ) =CDF(Z rhs(%) ); 1-%;
u=2.0000000000

®(u) =0.9772498681
-®(u) 4+ 1=0.0227501319 (1.6.22)

Tehat a berendezés az esetek 2.27% -aban a zbjat@a 1 értéket! Ennek a kiegészit
esemeényeének valostisege a hibatlan kodést adja meg.
> Hibatlan mOkodés 1-rhs(%);

Hibatlan makodés 0.9772498681 (1.6.23)

Szemléltessilk a hibatlan és a zaj miatti hibakddés aranyat digiseg fliggveny gorbéje alatti
megfeleb teruletek befestésével!
> rajz1:= plot(PDF( X u), u=-1.5..0.9,color =yellow filled =true, tickmarks= [ default
[0.2,0.4,0.6,0.8)) :
rajz2 := plot(PDF(X u),u=-15..1.5:
szoveg= plotg textploi([-0.1, 0.1, P(0.9<X) = 97.72%,font= [ "times", "roman",
"bold", 16]]) :
plotg display([rajz2 rajzl, szoveg title = Gorbe alatti tertlet, ha X< 0-9);



Gorbe alatti teriilet, ha X < 0-9

0.8
0.6
0.4
0.2 x
P0.9<X) 597.72% \
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

(b) Keressiik azt a 'z>0' értéket, amelyre P( -z < X <z) = 0.99 teljestil!

Mivel P( -z < X <z)=CDF(X,z) - CDF(X, -z) , ezért felirjuk az eloszlas fiiggvénnyel az
egyenletet, majd megoldjuk fsolve segitségével kozelitdleg az egyenletet z-re!

> z:="7":egyenlet . =0.99 =CDF(X, z) — CDF(X, -z)

> z:=fsolve(egyenlet, z)
egyenlet:=0.99 =erf(1.111111111 22 )
z:=1.159123187 (1.6.24)

A kapott z=1.159 kozelit6 értéket rajzoljuk fel 0 koriil szimmetrikusan a stirliség fiiggvényhez!
> rajzl = plot(PDF (X, u), u=-z..z, color =yellow, filled = true, tickmarks = [ default, [0.2,
0.4,0.6,0.8]]) :
rajz2 == plot(PDF (X, u), u=-2.2) :
szoveg = plots[textplot] ([0, 0.1, P(-z<X<z) = 99% \'font'= [ "times", "roman", "bold",
161]) :
plots[display([rajz2, rajz1, szoveg], title
= Gorbe alatti teriilet,ha P(-z <X <z)=0.99 adott);



Gorbe alatti teriilet,ha P(-z <X<z)=0.99 adott

0.8
0.6

0.4

P(-z<X<z) =99%

Tehat a zaj értéke 99%-0s megbizhatdsaggal a [-1.59 Volt; 1.59 Volt] fesziiltség értékek kozott
lesz. Ezért, igazithatjuk ezekhez az értékekhez is a berendezés digitalis 1 érzékelését!
Szemléltessiik ugyanezt a 99%-o0s megbizhatdsag értéket az eloszlas fliggvénnyel!
> F = plot(CDF(X,u),u=-13.1.3):
helyek :== plot([[[ -2, 0], [-z, CDF(X,-z)]], [[z 0], [z, CDF (X, z) 111, linestyle =3, color
= blue, thickness=2) : plots|display]( [ F, helyek), scaling = constrained, title
= Az F eloszlas fiiggvényre F(z)-F(-z)=0.99);

Az F eloszlds fiiggvényre F(z)-F(-z)=0.99

0.9
0.8
0.7

0.5 1

Tehat a zajszint fesziiltség értéke az esetek 99%-aban a [-1.159(Volt); 1.159(Volt)] intervallumon
beliil marad! Természetesen, ha a fesziiltségszint atlépi a 0.9 [V] értéket, akkor a nulla jelet
torzitja a zaj 1 jellé.

Megjegyzés: Az is el6fordulhat, hogy a berendezés 1 jelet ad és a hattérzaj fesziiltség értéke olyan
nagy negativ érték, hogy digitalis nulla lesz az 1 jelbol!

I |




10.6.12. PELDA. Terhességi vizsgalatok
Statisztikai mérések alapjan egy terhessétrthma normal eloszlagt= 270 nap varhato
értékkel és =10 nap szorassal. Egy tengerész feleség vilagmatthegy gyermeket. Kiderult,

hogy a férj aton volt a szilésodi 290 és 240 napok kozott.
Mekkora a valésziisége, hogy a gyermek akkor fogant, amikor a teisgestthon volt?

Megoldas
LegyenT az aktualis terhességtdrtama napokban. Mivel T pontos értéke ismereteart a
statisztikai szamitasokra tamaszkodhaflink (270, 10 . A feladat szerint a tengerész otthon

tartozkodasanak eseménye megadhat6
{T < 240}U {T > 290}

idétartamok unidjaként. Tehat a keresett valGssbgy visszavezetve a standard normal eloszlasra
P({T < 2403U {T > 290}) :P({T_l—gm <—3}U {T—l_gm > 2}) -
=P(Z<-3) +P(Z2>2)=®(-3)+ (1—®(2))=(1-®(3)) + (1 —D@(2)) =
=2—(®(2) +®(3)) =2—0.9772498- 0.9986501 = 0.0241.
Nézzuk, hogyan szamolunk Maple-ben! Definidljulednességd valosziriségi valtozojat, majd
hasznaljuk &robability eljarast!
> restart: with( Statistics :
> T:= RandomVariable Norm&270, 10) :
> evalf( Probability T< 240) + Probability( T> 290));
0.0241000300 (1.6.25)

Tehét kb. 2.4% az esély arra, hogy a gyermek alkigant, amikor a férj otthon volt. Mit gondol
az olvaso, hogy a tengerész orllt-e a gyermekadasmikor mindezt kiszamolta™s

A normal eloszlas hasznalhatdésaga abban is rhpigy tetsédleges szamua (nem feltétlendl
fuggetlen) normal eloszlasu valésisegi valtozok 6sszege is normal eloszlasu.

Igazoljuk Maple segitségével ket ésX, valtozo esetere!

10.6.13. TETEL. Két normal eloszlas linearis kombiacidja normal eloszlas
(i) HaX;~N (“1' csl) ésX,~N (“2’ 02), akkor

2 2
X1+X2~N(u1+p2, Gl-I-GZ)

(i) HaX~N (u, c) ésa € R valos szam, akkor
a-X~N(a-y, |al-o)

Bizonyitas

> restart: with( Statistics :

> X1:= RandomVariabIé Norméul, 01)> I X2:= RandomVariabIé Norméuz, 02)> :

> Siriségek=PDF(X1, u), PDF(X2 u);

(4 (1)
R R

; J2e | ; J2e (1.6.26)
\/; 61 ﬁ 02

Képezzik az S = X1+X2 0sszeg valosigidgi valtozot és kérdezzik megliaiség fliggvényeét!

2

N
N

Siriségek=



> S:= X1+ X2
fg(u) =factor( PDF( Su));

S:=_R+_RO
2
1 ()
2 24
e 27 %1

fs(u) :% (1.6.27)

V2
\/— [ 2 2
i 62+c51

A Maple feltételezi, hogy X1 és X2 fliggetlenek! Ezé

E(X1+ E(X2) =E(X1) +E(X2) ésVar(X1+ X2) =Var(X1) + Var(X2).
Képezzik azt a Z normal eloszlasu valéggéyi valtozot, melynek varhato értéke X1 és X2
varhato értékeinek 6sszege, és varianciaja X1 égXancigjanak dsszege.

> 7Z:= RandomVariabIé Norméu1 + 1L, csi + ci j j :
> f..(u) =PDF(Z u)

1 (“_“2_”1)2

KX

€ V2 (1.6.28)
Jx [t

Ennek #riség figgvénye megegyezik a fenti S valtobdiseg figgvényevel! Tehat Z=S és az
0sszeg normal eloszlasu.
Képezzik az X1 valdsziségi valtozo a-szorosat!
> T:=a-X1:
fr.(u) =PDF(T, u);

) =2

u 2
1(a “1j

i
-1 J2e (1.6.29)

SEENCNERA

Tudjuk, hogy E( a-Xl) = a-E(Xl) ésVar( a-Xl) = a2-Var( Xl) Ezért képezzik annak az Y
normal eloszlasu valésZisegi valtozét, melynek varhato értekp,, €s szorasga| o, .

> Y:=RandomVariable Normél a1, |a o1)) :
> fy.(u) =PDF(Y, u)

fr(u)

1 (u—am)?

) 2 2
1 J2e 4

Jrjal ot

Mivel T es Y diriség fliggvénye azonos, eZérta-X; normal eloszlasd. Q.e.d.

f,(u) (1.6.30)

V¥ 10.7. Khi-négyzet eloszlas
Khi-négyzet eloszlast hasznélunk, ha



(a) a statisztikai minta szérasara konfidencia intduwaot szeretnénk meghatarozni (lasd 15.3.
fejezet)

(b) az elméleti modell eloszlasat szeretnénk tesztetjy egyezik-e a minta eloszlasaval (lasd
14.9. fejezet)

(c) az illesztés jésaganak tesztje esetén (lasd fgezet)

10.7.1. DEFINICIO. Khi-négyzet eloszlas
Az X, X5, X5,..., X, valOszittiségi valtozok legyenek azonos N(0,1) standard nioefoazlastak

és fuggetlenek. Ekkor az

— 2 2 2
X=X+ X+ o+ X

négyzetdsszeg valoshsegi valtozo eloszlasat nevezz;ﬁl(khi-négyzet) eloszlasnak, ahol
ertékét szabadséagi foknak nevezzik.

nh_, X
A siiriiség nggvénykn-x2 e 2 alaku figgvenyekkel adhatjuk meg, akp> 0 konstans

x-t6l fuggetlen.

10.7.2. TETEL. Khi-négyzet eloszlasis iiségfuiggvénye

HaX_ khi-négyzet eloszlasu valos#gegi valtozon-szabadsagi fokal, azaZ(,;xi , akkor
(i) X lehetséges értékei nem negativak, azaz X}, és

' 0 x<0

(ii) stirtiség figgvénye fxn(x) X B s

Bizonyitas
A Statisticscsomag segitségével megmutatjuk, hogy két figyét(®,1) standard normal
eloszlas négyzetbssze)gzeeloszlés n=2 szabadséagfokkal.

> restart: with( Statistics :
X1:= RandomVariable Norma&0, 1)) : X2:= RandomVariable Normé&0, 1)) :
S:= XPP+X2Z:n:=2;

> a négyzetosszegraseg fuggvénye PDF( S x);

> n=2 szabadsagfoku khi-négyzet elosziagseg fuggvénye PDF(ChiSquareé n, x)

n:=2
0 x<0
a négyzetosszegraseg fuggvénye 1 —% X
— € 0<Xx
2
0 x <0
n=2 szabadsagfoku khi-négyzet eloszliagstg fliggvénye 1 -% X (1.7.1)
—e otherwise

2



Megjegyezzik, ez digiség fuggvény megegyezikia % paramétdfr exponencialis eloszlasu
siiriség fuggvenyével.

Hasonléan harom fuggetlen N(0,1) standard nornoélzéds négyzetdsszege-eloszlas n=3
szabadséagfokkal.

> X3:= RandomVariable Normé0, 1)) : S:= S+ XF:
> PDF(Su);n:=n+1;
Chin2-eloszlasigiiség fuggvénye PDF( ChiSquar¢ m, u)

0 u<o
1
1udze? o,
2 \/;
n:=3
0 u<o
Ly
Chin2-eloszlasigiiség fuggvenye 1 JuJzZ 2 (1.7.2)
uv2e :
= otherwise
2 \/;

Tovabbi 6sszegzéssel igazolhatjuk @loszlas eredetét a normal eloszlasbol!  Q.e.d.

10.7.3. TETEL. Khi-négyzet eloszlas varhat6 értékés szérasa
HaX_ khi-négyzet eloszlasu valos#gegi valtozon-szabadsagi fokal, akkor a varhato érték

E()gn) =n
(X)) =J/2n.

D

szorasa

Bizonyitas
Szamitsuk ki a varhato értéket és a variancitatisticscsomagVieanésVarianceeljarasokkal!
> restart: with( Statistic$ :
> X:= RandomVariable ChiSquate)n:
Varhato értélk= Mean( X);
> “Variancia'=Variancg X

Varhato értélke=n
Variancia=2n (1.7.3)
Q.e.d.

10.7.4. PELDA.
Szemléltessiik a khi-négyzet elosAdsiség fliggvénygrafikonjait killbnb6# n szabadsag
fokkal.

Megoldas
Nézzuk ebbb szimbolikusan, majd n értékét valtoztassuk!

> restart: with( Statistic$ :



> X:= RandomVariable ChiSquate)h: Siriség fuggvény PDF( X u)
0 u<o

Siriség fuggvény § U € otherwise (1.7.4)

Nézzik az n=3 esetet!
> plot(subg n=3,PDF(X u)),u=0..10);

0.20;
0.15]
0.10;

0.05]

0

0 2 4 6 8 10

> surusegek= [seqd PDK Xu),n=2..8)];

0 u<0 0 u<o
1
surusegek= 1 1, i1 r o Te 2! , (1.7.5)
S e 2 otherwise > otherwise
NE’
0 u<0 0 u<o
1 - i u
1 -5 u B 1 :2 wWBl2e 2 o
—ue otherwise — otherwise
4 6
N
0 u<0 0 u<o
1 - i u
1, Su o1 2 wi2e 2 .
u e otherwise | — otherwise
16 30 \/—
T
0 u<o
1

1oL o :
9% u e otherwise

> plot(surusegeku =0..10,title = Khi-négyzet eloszlaspk



Khi-négyzet eloszlasok
0.57

0.4

0.3

0.2

0.1

> plotg] displag( Matrix( 1,7, [seq plo( suruseggku =0..20, 0..0.35title =n + 1), n=1

-N1));
2 3 4 5 6 7 8
3 3 3 3 3 3 3
2 2 2 2 2 2 2
1 L 1 1 1 L 1
J J J J J ) J!
1020 1020 1020 1020 1020 1020 1020
u u u u u u u

V 10.8. Student t-eloszlas

t-eloszlast hasznalunk normal eloszlas varhat&éntk intervallum becslése illetve hipotézis
tesztjeének eldontése soran, amikor a szorastiazsiiedi adatokbol szamoljuk! (lasd 15.3.2.



fejezet)

10.8.1. DEFINICIO. t-eloszlas vagy Student t-elosas

Ha aZ valosziriségi valtozd N(0,1) eloszlasu )é§eloszlésq§ khi-négyzet n-szabadsagi
fokkal, akkor a

hanyados valosziiségi valtozé eloszlastteloszldaak nevezzik n szabadsag fokkal.

A siiriiség flggvenyk - ~+1 @alaku fuggvenyekkel adhatjuk meg, ahé & 0

2

konstans-tél fliggetlen.

10.8.2. TETEL. A t-eloszlas #riiség fliggvénye
HaX t-eloszlasi n-szabadsagi fokkal vagyis X ,~akkor

(i) X értéke tetsileges valds szam lehgte (- o, )

1 n
F(2+2)

(ii) siriiseg fuggvenyd, (x) =

fmmn(z) 2+ 7]

Bizonyitas
A Statisticscsomag segitségével generalunk2¢gy (0, 1) standard normal eloszlasu valtozoét és

egyX,~x, khi-négyzet eloszlasu valtozét. MiveTa= valtozo §riség figgvényet a

X,

n

Maple nem tudja megadni, ezért kénytelenek vagymiktegralszamitas eszkdzrendszerét
bevetni.
> restart:

with( Statistics :

Z := RandomVariable Normé&b, 1)) :

Xn := RandomVariable ChiSquate)n:
> g := unapply PDR Zu),u) I'g'(u) =g(u);
> k := unapply PDR Xnv), v) :k'(v) =Kk(Vv)

(1.8.1)



0 v<O0
%n—l —%v
k(v) = Vl € otherwise (1.8.1)
—Nn
2 1
2 I“( 5 n)

Mivel Z esX flggetlenek, ezert a megfeie(u) ésk(v) sirtiség fliggvények segitsegével
felirjuk a

T,= Z
B
n
valtozo siriiség fuggvenyet
fr ()= ol t— ‘g(u)-k(v) du dv,
n \'
0 7-w n

ahols jeldli a Dirac-féle delta figgvényt. A ké# integralt irjuk fel szimbolikusan.

> kettos_integral= int| int| Dirac| t — -g(u)-k(v),u=-00,,0 |, v=0..0

v
n
assumingy > 0
- RN N N
. \/7e 2 n V2 e 2 %
kettos_integrai= > 1 dv (1.8.2)
2" (1

\/FZ F(E n)

A kettds integralbdl am valtozé szerinti integralt megfejtette a MapleéBav- szerinti
integralasban kell segiteni. Ehhez alkalmazzuk a
2

V= -X

t2

1+
n
valtozo transzformaciot és térjunk at ax upltozoral

> f:= simplify] IntegrationTootsChange kettos_integral= 2 > "X X | , symbolic
1+ £

assuming > 1andt :: real

1
1.1 )2
F(Z—i—zn)n (t°+n)

Fr(3

A kapott figgveny egyszeésitett alakjat hasonlitsuk 6ssz8tatisticscsomag altal a
StudentTeloszlasra szolgaltatotirsiseg fuggvénnyel.

(1.8.3)



> X:= RandomVariable StudentT) h: h := PDF( X, t)

F(% +%n)
h:= 1+1 (1.8.4)
. 2 2 2"
Jtn F(—n) [1+—)
2 n

> simplify( f— h, symbolig
0 (1.8.5)

A kapott nulla azt jelzi, hogy a Maple bizonyitéeeses volt. Q.e.d.

10.8.3. TETEL. t- eloszlas varhato értéke és szoms
HaT_ t-eloszlasl valosziiségi valtozon-szabadsagi fokal, akkor a varhat6 értéke

E(T,)=nhan=2,3,4,.
szorasa
n
n—2

o(Tn) =

n

, han=3,4,...

Bizonyitas
Szamitsuk ki a varhato6 értéket és a variancitatisticscsomagVieanésVarianceeljarasokkal!
> restart: with( Statistic$ :
> T:= RandomVariable StudentT) i:
Varhato értélk= Mean T);
> “Variancia'=Variancd 1)

undefined n<1
0 otherwise

Véarhato értéke=

undefined n<?2

Variancia= n ) (1.8.6)
otherwise
-2+n

Tehat a varhato6 érték csak> 2 esetén létezik és a széras asak 3 esetén létezik. Q.e.d.

10.8.4. PELDA.
Szemléltessiik a khi-négyzet elosAdsiség fliggvénygrafikonjait killbnb6# n szabadsag
fokkal.

Megoldas

Nézzuk ebbb szimbolikusan, majd n értékét valtoztassuk!

> restart: with( Statistic$ :

> T:= RandomVariable StudentT) n: Sirdiség fuggvény PDF(T, X)

1 1
F(Zn-l—z)

Siriiség fuggvény (1.8.7)

(o) o2



Az n=1 szabadsag foku t-eloszlas megegyezik a) Patamétdr un. Cauchy-eloszlassal.
> PDF(StudentT1), x) =PDF(CauchyO, 1), X)

11
1(1+x8)  n(1+%) (1.8.8)

Nézzik az n=3 esetet!
plot(subg n~=3,PDF(T, x)),x=-5..5)

> surusegek= [seq PDR Tx),n=2..20,41;

surusegek= % V2 > V6 63 V10

5 6
(H%xz)”’ 32 (141 xz)”z’ 512 (1+12)

429 V14 12155 V18

4096 15/2" 131072 19/2
(1 + L xz) ( + 1 )
14 18

> plot(surusegek=-5..5,title = T- eloszlasok;

=5, (18.9)

T- eloszlasok




> plotg displag(Matrix(l, 5, [sec( plo( suruseggkx=-5..5,0..0.4title=4-(n—1)
+2), n:l..S)]));

V 10.9. EIméleti ellendrs kérdések

Hogyan hasznaljuk az X valtogir iiség fuggvéngt aStatisticscsomag segitségevel?
Hogyan hasznaljuk az X valtoetoszlas fliggvéngt aStatisticscsomag segitségével?
Mikor nevezzilk az X valtozét egyenletes elosmié@k aZ a, b] intervallumon?

Mennyi azX~Uniform( g b) egyenletes eloszlas varhato értéke és szorasa?

Mikor nevezzik az X valtozot exponencidlis elasanakh > 0 paraméterrel?

Mennyi azX~Exponential L) exponencidlis eloszlas varhat6 értéke és szérasa?

Milyen alkalmazéasait ismeri az exponencialiselasnak?
Mikor nevezzik az X valtozot Erlang eloszlasunazabadsag fokkal?
Mi a kulénbség a Gamma eloszlas és az Erlanglakbk6zott?

Mennyi azX~GammdA, r) gamma eloszlas varhaté értéke és varianciaja?

. Mikor nevezzik az X valtozét normal eloszlasufipks) paraméterekkel?

Mit értiink a normal eloszlas kézponti szerepén?

Milyen tulajdonsagokkal rendelkezik egy normaiszllas ériiség fliggvénye?

Milyen tulajdonsagokkal rendelkezik az N(0,1) mait eloszlas eloszlas fuggvénye?
Hogyan értelmezziik a khi-négyzet eloszlast nasdyy fokkal?

- Mennyi azX~ChiSquare¢ n khi-négyzet eloszlas varhato értéke és variaritiaja
Milyen feladatok esetén kell hasznalni khi-nédyaeszlast?

Hogyan értelmezzik a studentT eloszlast n szalyadkkal?

Mennyi azX~StudentT n student t-eloszlas varhaté értéke és varianciaja?
Milyen feladatok esetén kell hasznalni t- elost?a

V¥ 10.10. Gyakorl6 feladatok

A [0, 1] intervallumban véletlensZen valasztunk egy 'A' szamot (vagyis 'A' egyenletes



eloszlasu [0,1]-n). Jeldlje X a valasztott 'A' mzaégyzetgyokét, azag=+/ A, ahol 0< A < 1
(@) Adja meg az X valbsziisegi valtozoF, (x) eloszlas flggvenyét es rajzolja fel grafikonjat!

(b) Adja meg az X valtoz§ (x) siriiseg fuggvenyet és rajzolja fel grafikonjat!
(c) Hatarozza meg X véarhato értékét E( X) ésc szorasat!
(d) Mutassa meg, hogy &z= X2 valtozo - vagyis X négyzete - egyenletes eloszlasu

10.10.2. felada

A [0, 1] intervallumban véletlensZean valasztunk egy ‘A’ szamot (vagyis 'A' egyenletes

eloszlasu). Jeldlje X a valasztott 'A' szam nétptzazaz =A% ahol 0<A<l.

(a) Adja meg az X valbszirségi valtozo FX(x) eloszlas fuggvényét és rajztdjagrafikonjat!
(b) Adja meg az X valtozo tX(x)istiség fuggvényét és rajzolja fel grafikonjat!

(c) Hatarozza meg X véarhato értékét E( X) ésc szorasat!

(d) Mutassa meg, hogy &z=+/ X valtozé - vagyis X négyzetgyoke - egyenleteszéssi!
Egy repubgép hajténi folytonos niikddése soran az elromlas valossiggeegyenletes eloszlasu
a [0,200] éra idintervallumon. VagyiX~Uniform(0, 200), aholX jeldli a hajtonti mikddeési

idejét az inditastol az elromlasig. A repgiépeket két hajtofivel szerelik, amelyek elromlasi
esemeénye egymastol fuggetlen.

JeldljeX = max( Xy X2) a ké$bb elromlott hajtori elromlasi idpontjat. A repidgépet egy 8
oras utra inditottak.

(a) Adja meg és rajzolja fel X eloszlas flggvenyét!

(b) Hatarozza meg B( X > 8) valGsziriséget vagyis, hogy a 8 6ras uton legalabb az egyik
hajtomi vegig mikodik!

(c) Szamitsa ki X varhat6 értékét! Magyarazza a varbeék jelentését!

A [0,1] intervallumban véalasztunk egyenletes elasgal és egymastol figgetlenil két szamot,
egy A-t és egy B-t. Képezzik ag=2-A — B Uj valdészifiségi valtozot.

(a) Adja meg az X valtozo eloszlas fuggvenyét és tggdel grafikonjat!

(b) Hatarozza meg az X valtozirgség fuggvenyét és rajzolja fel grafikonjat

(c) Generaljon A és B értekére N=1000 véletlen szamajgd szamolja ki & ‘A — B) szamokat!

(d) A (c) pontban szamolt értékek hisztogramjat ragéd] az X valtozéigtség fuggvényével
azonos koordinatarendszerben!

(e) Szamolja ki X varhato értékét!

A [0,1] intervallumban vélasztunk egyenletes elasgal és egymastol figgetlenil két szamot,
egy A-t és egy B-t. Képezzik a¢=A — 2- B Uj valGszifiségi valtozot.

(a) Adja meg az X valtozo eloszlas fuggvenyét és tggdel grafikonjat!

(b) Hatarozza meg az X valtozirgség fuggvenyét és rajzolja fel grafikonjat

(c) Generaljon A és B értekére N=1000 véletlen szamajgd szamolja ki a

(A—2- B) szamokat!

(d) A (c) pontban szamolt értékek hisztogramjat ragéd] az X valtozéigtség fuggvényével
azonos koordinatarendszerben!

(e) Szamolja ki X varhato értekét!

A nyari auté gumi télire cserélése érdekében befimdgggy ilyen szerelést végjzéghez. A T
varakozasi id atlagosan. = % oOra.



(a) Mekkora valoszitiséggel kell 1 6ranél tobbet varni? Szamoljunk akdaregyendtlenséggel!

(b) Legyen a T varakozasidaxponencialis eloszladiMekkora valdszifiséggel kell 1 éranal
tbbbet varni? Szamoljunk az eloszlas fiiggvénnyel!

(c) Szemléltesstik a (b) pontban szamolt valdsdget ai&tiség fuggvény gorbéje alatti tertilet
befestésevel!

10.10.7. felada

Tekintstk az A és B fliggetlentlikddé komponensek sorba kapcsolasaval keldtkemdszert!
(lasd az abrat!). A két komponer$illo rendszer folyamatosan csak ugikidhet, ha
mindkett komponens riikddik.

JeldljeT, az A komponens fikodeési idejét e, az B komponens tikddési idejét, melyek a
bekapcsolastdl az elromlasig eltelblkd
Tegyuk fel, hogyT, exponencialis eloszlas), = 5 éra varhato ikodesi idvel ésT,
exponencialis eloszlady = 10 o6ra varhato fikodesi idvel. Ekkor az egész rendszer Tikbdesi
idejétaT= min(Tl, Tz)hatérozza meg, mert ha valamelyik komponens elkpmakkor a teljes
rendszer leall.
(a) Mutassa meg, hogy T eloszlasa is exponencialig, & B nitikodése illetve elromlasa
egymastol fliggetlen! Hatarozza meg a T valtoparaméterét!
(b) Rajzolja fel &, , T, és T valosziiisegi valtozok #riiség fliggvényet kozos
koordinatarendszerben!
(c) Szamitsa ki @, = P( T, > 10) és p,= P( T, > 10) valbsziiségeket, vagyis, hogy az egyes
komponensek 10 6ranal tovablikodnek!
(d) Szamitsa ki g = P( T> 10) valosziriséget, vagyis, hogy a teljes rendszer 10 éranabtov
mikodik! Mutassa meg, hogy teljesil a

P=pP1 b,
egyenbség, amely a soros kapcsolas megbizhatésagarazélle

(e) Szemléltesse a (c) és (d) pontokban szamolt zialsegeket aistisegfliggveny gorbék
alatti megfeled terlletek befestésével!

10.10.8. felada

Tekintstk az A és B komponensek parhuzamosan @ipesdszerét! (lasd az abrat!). A két
komponens folyamatosanikbdik egymastol fliggetlentl. Amikor az egyik elraknlakkor a
masik niikddése miatt a rendszer tovabbkddik, addig amig ez a masik un. redundans
komponens is el nem romlik.



Az ilyen komponenst nevezik "forr¢ tartalék"-nakeninminden pillanatban készen all a rendszer
JeldljeT, az A komponens fikddeési idejét e, a B komponens fikodési idejét, amelyek a
bekapcsolastél az elromlasig eltelbkd

TegyUk fel, hogyT, exponencialis eloszlash, 6ra varhato rikodési idvel ésT, exponencialis
eloszlasu

A, 6ra varhato ritkdesi idvel. Ekkor az egész rendszer Tikidesi idejét & = max(Tl, T2)

képlettel kapjuk meg, mert az egész rendszéaaiesi ideje megyezik a tovabhikddo
komponens riikddési idejével.
(a) Legyerp, = P( T, > t) ésp,= P( T, > £ annak valoszifsége, hogy az A illetve B

komponens egly> 0 idon tal is mikodik! Adja megp, ésp, valoszirtiségeket Maple
segitseégével!
(b) Hatarozza meg a T valtoEg (t) =P(T < t) eloszlas fuggvényet a Maple Statistics csomag

lehetiségeit hasznalva! Rajzolja fel Bz(t) figgvényt, =5 ésh, = 10 esetben a t=0..40

idéintervallumon!
(c) Hatarozza meg@(P(T > t) valdsziriséget, vagyis, hogy a teljes rendszer t éranabtova
mikodik! Mutassa meg, hogy teljesil a

P=1—=(1=py) (1=py)
egyenbseg, amely a parhuzamos kapcsolas megbizhatosaggarakasi szabalya
Egy légitarsasag az A varosbol naponta 5 fgatdtot indit a B varosba. Az utasok szama minden
jaratonexponencidlis eloszl&sal kozelithet, melynek varhato értéke=20 utas. Egy jarat akkor
gazdasagos, ha 25-nél tébben utaznak rajta.
(a) Mekkora valészitiséggel lesz egy jarat gazdasagos?
(b) Szemléltessiik az (a) pontban szamolt valdisgiget a&iiség fliiggvény gorbéje alatti tertlet
befestésével!
(c) Hatarozzuk meg annak valésidégét, hogy legalabb egy jarat gazdasagos napbedslik
fel, hogy az utasok szama fliggetlen az egyes Joato

10.10.10. felada
Egy on-line repitigép helyfoglalasi rendszerben két duplikalt szag@p@t alkalmaznak
parhuzamos iikddtetéssel, amelyek mindegyikének kilon- kilgrésT, meghibasodasi ideje

exponencialis eloszlas A, =, =2000 ora atlaggal. A két szamitégépallo rendszerben, ha az

egyik meghibasodik, akkor a méasik automatikusanestiva feladatot adatvesztés nélkiil. igy a
rendszer csak mindkét szamitogéep meghibasodasmesan nikodik!
(a) Rajzoljuk fel az egyik szamitdégép



F (1) = P(T1 <t) meghibasodasi eloszlas fliggvényét,
amely mutatja a [0,t] i@ltartam alatti meghibasodas valészégét (legyeh < 4000; 6ra)! Mit
jelent a figgvény monotonitasa?

(b) Mekkora az esélye annak, hdgy168 ora (azaz 1 hét) alatt a két szamitogéald rendszer

meghibasodik?

(c) Adjuk meg aZ(t) =P(T < t) meghibasodasi eloszlas fuggvényt a duplikalt seade!
Szemléltessik F(t) a [0,4000] intervallumon! Magyanuk meg az egyduttes eloszlasfuggvény
keletkezesét!

(d) Mennyi az &, [ora], mely szukséges ahhoz, hogy a rendszer 80%aiosziliséggel ne

hibasodjon meg P ﬂfb] id6 alatt? Rajzoljuk fel az + F(t)) flUggvényt és a p=0.8
valdsziriségi szintet!

Egy vallalat online terminélokat alkalmaz arra kaéhogy mérndkei a kdzponti szamitégéphez
csatlakozva mérnoki szdmitdsokhoz sziikséges progedrtudjanak hasznalni. Megfigyelték,
hogy az egyes terminélok folyamatos kapcsolatainalejeexponencialis eloszlas melynek
atlag értékei=36 perc.

(a) Mekkora a valésziisége, hogy egy merndk 30 perc vagy annal kevesébliit el a
terminal mellett folyamatosan?

(b) Mekkora a valGsziisége, hogy egy mérnodk 1 6ranal hosszabb ideig &sznterminalt
folyamatosan?

(c) A (b) pontban szamolt valostiseget szemléltessik @argségfliggveny gorbéje alatti
megfeleb terulet befestéseével!

(d) Mekkora azaz R ittartam, amelyen belll a folyamatos terminal kapatsél 90%-a
befeje®dik?

(e) A (d) pontban szamolt R kapcsolatbicgzemléltessiik az eloszlasfliiggvény és a 0.9
valGsziriségi szint felrajzolasaval!

Egy auto feszilltség szabalyozé berendezésénetradetbexponencidlis eloszlas melynek
atlagos élettartama 6 év.

(a) Rajzoljuk fel az élettartamigiség fliggvenyét!

Vasaroltunk egy 6 éves autdt, amelynekkidik a fesziltség szabalyozé berendezése. Azt
tervezzik, hogy az autét még 6 évig hasznaljuk.

(b) Mekkora az esélye annak, hogy az altalunk hasgréltalatt sem romlik el a fesziltség
szabalyoz6?

(c) Mekkora a valésziisége annak, hogy az altalunk hasznatt 8léven belil ki kell cserélni a
feszlltség szabalyozo6t? Szemléltessik a kiszaraldszirfiséget a@iiség fliggvény alatti
terlilet befestésével! Magyarazzuk meg a szamitast!

(d) Hatarozzuk meg kozetileg azt a T>0 évet, amely ahhoz kell hogy az attahasznalt T év

alatt a meghibasodas feltételes valoézégep = % legyen! Rajzoljuk fel az élettartam eloszlas
fliggvényét és a
p= % valOsziriiségi szintet!

10.10.13. felada

Egy gaz- és viz vezeték szereléssel foglalkoz@lkaltas szereléssel kapcsolatos telefon hivasai
kozott eltelt idbk exponencialis eloszl&aal kdvetik egymast, melyek atlaga 15 perc.

(a) Mekkora a valésziisége, hogy egy 30 percesimtervallumban nem lesz egy hivas sem?

(b) Mekkora a valésziisége, hogy legalabb egy hivas érkezik egy 10 pétéestervallumban?

(c) Mekkora a valésziisége, hogy nyitas utan az@lsvas 5 és 10 perc kozott lesz?

(d) Hatarozzuk meg annak a Toithtervallumnak a hosszat, melyben a legalabb é@gdsh



érkezésének valostisége 0.9 lesz!

Szemléltessiik a valéstisegeket aigiiség fluggvény gorbéje alatti tertlettel!

A pénztarnal a T varakozasiidnodellezhegt exponencialis eloszlassal. Tudjuk, hogy a
varakozok 70%-a 5 percen belll befejezi a varakozas

(a) Hatarozza meg a feltétel alapjan az exponen@fiszlas. paraméterét és a szamitashoz
készitsen abrat!

(b) Rajzolja fel T firiiség fuggvenyét!

(c) Szamolja ki T varhaté értékét eés szérasat? &liere az (a) pontban megadott P(T<5)=0.7
feltétel teljesuléseét!

(d) A Markov-egyenbtlenség felhasznalasaval becsiilje meg a P(T<5yx@iseget alulrol s
hasonlitsa 6ssze a feladatban adott értékkel! Haagban van-e a két valosisgg?

A PMMIK szamitogépes laborjaiban a szamitogépeletfiaggtama (javitastol javitasig)
modellezhet exponencialis eloszlassal. A nagy igénybevétetkztében a szamitdogépek 75%-
a 3 honapon belll javitasra szorul.

(a) Hatarozza meg a feltétel alapjan az exponen@fiszlas. paraméterét és a szamitashoz
készitsen abrat!

(b) Rajzolja fel T firiiség fuggvenyét!

(c) Szamolja ki T varhato értékét és szorasat, magah@lzze az (a)-ban megadott P(T<3)=0.75
feltétel teljesllését?

(d) A Markov-egyendtlenség felhasznalasaval becsilje meg a P(T<3jxa@ieget alulrol s
hasonlitsa 6ssze a feladatban adott értékkel! Haagiban van-e a két valosiseg

Uszast segitmellények teherbird képességét tesztelik a "Tarmsdni" klubnal gy, hogy

novekw sulyokkal addig terhelikket, amig viz ala nem nem meril a mellény. A kluke#féle
mellény talalhatd. Az egyik fajta felszerelés 2s@s X teherbird képessagamal eloszlas

m1= 6 kg varhato értékkel és S1=0.64 kg széraasal, X~ N(6; 0.64)

A masodik fajta felszerelés 5 éves és Y teherképeksége normal eloszlast m2= 4.5 kg varhat6
ertékkel és S2=1 kg szorassal, azaz Y~ N(4.5; 1).

Az 0sszes mellényt tesztelik és azokat a mellértyakeelyek teherbirasa nem éri el az m=5 kg-
ot, azokat mind kidobjak.

(a) Rajzolja fel az X és Y teherbiréképességakiseg fliggvényeit kozos koordinata-
rendszerben!

(b) Fesse be aidiseg fuggvények x>5 tartomany alatti teruleteit adgrajzon!

(c) Szamolja ki, hogy az N1=24 darab raktaroréleis fajta mellényldl mennyit kell kidobni!

(d) Szamolja ki, hogy az N2=32 darab raktarorblmasodik fajta mellénytd mennyi hasznalhat6
még tovabb is!

Vasarldi jelentések alapjan egy TV berendezés Kagtamanormal eloszlasi u= 8.2 év atlaggal.
Tudjuk, hogy a TV készllékek 27%-a nem szorul fsrd 9 évnél korabban.

(a) Mekkora a TV készilékek X élettartamanakzorasa?

(b) Mekkora a valésziisége, hogy a TV berendezés élettartama nagyobb 16hiév? Rajzoljuk
fel a diriség flggveny grafikonjat és fessik be a kiszanmatiszirisegnek megfelélteriletet!

(c) Mekkora T [év] garancia idot vallalhat a gyartoxmaalisan, ha 2%-nal tébb olyan keszuleket
nem szeretne kicserélni, amelyek T-nél kevesehb mékodtek! Abrazoljuk az

F(t) =P(X <t) eloszlas fuggvényt és a 0.02 valo§sigi szintet!

Az adatatviteli sebesség haldzaton keresztiil agtegy szerveél a hallgato otthoni
szamitogeépe felé - valamely hétkbznap estemal eloszlas X valtozo atlagosan 60 kilobit/
masodperc sebességgel és 4 kilobit/masodperc satras



(a) Mekkora valészitiséggel lesz az adatatvitel sebessége nagyobb6mkitobit/masodperc?
Fessik be a kiszamolt valosisegnek megfelélteriletet a&iség fliggvény grafikonja alatt!
(b) Mekkora a veszélye (valéstisege), hogy az atviteli sebesség 58 kilobit/masadglatt lesz?
Fessiuk be a kiszamolt valésiadégnek megfelélteriletet a&tiség fliggvény grafikonja alatt!
(c) Mekkora az & sebesség hatar, amelyet az esetek 80%-aban nadrhed) az adat atviteli
sebesség? AbrazoljukPaX < t) =F(x) eloszlas fuggvenyt és a 0.8 valdésziegi szintet!

(a) Nyomtatott aramkari lapok lyuk furasakor az atékémeéreteinek standard szérasa0.01
milliméter. Mennyi fliiggetlen mérést kell elvégearmiatmétkre ahhoz, hogy legalabb p =8/9
valdsziriséggel biztosak legytink abban, hogy a mért diknétlagainak eltérése az atrdiér
ismeretlenu varhaté értékét a 0.005 milliméteres eltérésen belll maradjon?

Tipp: Hasznaljuk a becsléshez az Gin. Csebisev-eéemég P( ko, < ‘Y— “Y|) < %
./ X+ X+ + X, e : e s
alakjat azy = . atlag valoszitiségi valtozoval, ahot, a k-adik lyuk atméijének

érteke milliméterben @s, illetvec, az Y atlag valésziiségi valtozo varhaté értéke es szérasa.

(b) Mennyi figgetlen mérést kell elvégezni az abkéx akkor, ha feltesszik, hogy lyukak
atmeésinek eloszladsaormal eloszlaskovet a megadott=0.01 milliméter szorassal, viszont
ismeretlenu varhaté értékkel? Tovabb4 ugyanazt szeretnénkikisini, mint az (a) részben.
Vagyis legalabb p = 8/9 annak a valo$isigge, hogy a mert atndératlaganak eltéréseia
varhato éertékil kisebb legyen, mint 0.005 milliméter.

Egy terep mérési gyakorlaton két eszkdzzel mérik a hallgatok ugyanazt a tavolsagot.A
méweszkozok altal méX, ésX, meresi tavolsagok mennyiségermal eloszlas kovetnek.

Mindkeét tavolsag varhato értéke 350 [m]. Méresitald alapjan az edsmebeszkdz szorass, =
1.5 [m], mig a masodik szorasa

0,=2;[m]. Azel$ méweszkodzon a hallgatok 55%-a mért.

(a) Rajzoljuk fel azX; ésX, valbsziriségi valtozok #riiségfliggvényeit azonos
koordinatarendszerben!

(b) A mérési jegydkonyvekidl véletlenszdien kivesziink egyet. Szamitsuk ki azpa
valdsziriséget, hogy a feljegyzett tavolsag 353 [m] és[8&ozé esik?

(c) A csoport hany szazalékanak szabad azreksteszkdzzel mérni, ha azt szeretnénk, hogy a
(b) pontban kérdezgtvalosziriség 0.85-nél nagyobb vagy egyeldgyen!

10.10.21. felada

Egy fémpénz elfogad6 automata nyildsanak X széjesséhben mérve normal eloszlasu
véletlen érték, melynek varhato értéke 0.9 inch és szorase= 0.003 inch. A specifikacios
eléiras a nyilasokra 0.9 0.005 inch.

(a) Rajzoljuk fel az X valoszifségi valtozo griiségfliggvenyét!

(b) Az automatak hany szazaléka nem teljesiti a mdgaldirast? Rajzoljuk fel a kapott
valésziriségnek megfelélteriletet a&tiség fuggveény gorbéje alatt!

(c) Maximalisan mekkora lehetaaszoras érteke, ha azt szeretnénk, hogy 1%-nakkbbe
automata essen kivil a megadatirglson?

10.10.22. felada

Két fajta csdvet szeretnénk egymasba illeszteralagndekében, hogy az atmenettel ndveljik az
atment. A kisebb keresztmetszetcs kilss atmébje legyen X mm és ezt illesztjik egy Y mm
bel atmébjii cHbe.

Az X kulss atmed normal eloszlasim, = 15 [mm] varhato értékkel esl =0.02[mm] szorassal,
vagyisX~N (15, 0.02.



Az Y belss atmés normal eloszlasum, = 15.07[ mm] varhato értekkel esz =0.022[mm]

szorassal, vagy¥~N (15.07, 0.022.

(a) Mekkora valészitiséggel nem haladja meg X értéke a 15.03 mm-t,RZdx 15.03) =?

(b) Szemléltesse az (a) feladatban kapott valdsgiget a&iiség figgvény gorbe alatti tertlet
befestésevel!

(c) Mekkora annak d atmétnek az értéke, amelyR{ d < Y) =0.95 teljestl?

(d) Szemléltesse a (c) feladatban kapott d értékeloszlas fliggvény segitségével!

(e) Mekkora valészitiséggel illeszthétegymasba két véletlens#en valasztott ¢ azaz
P(X<Y)?

Kétféle koncentracidju sé oldatot szeretnénk dsszetni egyerdl aranyban annak érdekében,
hogy a megfelé koncentracioét elérjik. Az egyik oldat s6 koncéanibja legyen X gr/liter és ezt
0sszekeverjuk az Y gr/liter koncentracioju masitatial.

) e — gr . Lz o gr L2 ,
Az X normal eloszlasum, 10[ liter varhato értekkel és, 2[ liter szorassal, vagyis
X~N (10, 2).
Az Y normal eloszlasim, =15 [_gr_ ] varhato értekkel és,=3 [_g_ ] szoérassal, vagyis

liter lit

Y~N (15, 3).
(a) Mekkora valészitiséggel nem haladja meg X értéke a 14 gr/literazBzX < 14) =?°°
(b) Szemléltesse az (a) feladatban kapott valdsgiget a&iiség figgveény gorbe alatti tertlet
befestésével!
(c) Mekkora annak & koncentraciénak az értéke, amelfey < K) =0.95 teljesul?
(d) Szemléltesse a (c) feladatban kapott K érteketaszlas fliggvény segitségével!
(e) Osszekeveriink mindkét oldatbdl 1 litert. Mekkosdogziriiséggel lesz az 6sszekevert oldat
X+Y

> )

koncentracidja 15 gr/liter-nél nagyobb, aEE(ZlS <

10.10.24. felada

A kézi készités agyag edények altalaban a kovetkket 16 Iépésben készilnek: a forgato
korongon az agyagot megformazzak, majd utana adfiokemenceben kiégetik. A formazashoz
szukseéges tit jelolje T, és az egetésiddegyenT, percekben. Tegyuk fel, hogyraesrT, ido is
normal eloszlasu véletlen valtozo.

AT, formazasi i@ normal eloszlasim, =40 [ perc] varhato ertékkel &sl =2 [ perc] szérassal,
vagyisT;~N (40, 2).

AT, égetési iéd normal eloszlasim, = 60 [ perc] varhaté értekkel &sz =3 [ perc] szbérassal,
vagyisT,~N (60, 3).

(a) Mekkora valosziiséggel lesz &, formazasi id kevesebb, mint 44 perc, azaz

P( T, < 44) =

(b) Szemléltesse az (a) feladatban kapott valGsemet a&iiség fliggveény gorbe alatti tertlet
befestésével!

(c) Mennyi perc annaktadének az értéke, amely alatt az edények 90%-a adlmyetlkészil,
azazP(T2 <t) =0.9 teljesul?

(d) Szemléltesse a (c) feladatban kapéttéket az eloszlas fliggvény segitségével!
(e) Az edények hany szazalékanal tart a t@ljes, + T, munkafolyamat 105 percnél tovabb,
azazP( T,+T12> 105) =?

10.10.25. felads

Az emberi terhességek Toiirtamanak eloszlasa a fogantatastol a szuletégigikleg normal



eloszlas(u = 266 nap varhato6 értékkel €s 16 nap szorassal.

(a) Az 6sszes terhesség hany szazaléka koraszilélyehiven a terhesség kevesebb, mint 245
napig tart?

(b) Az (a) pontban kiszamolt szazaléknak megéelettiletet fesse be éréiség fliggveny alatt!
(c) Mennyi M nap alatt fejeéxlik be az 6sszes sziletés 95%-a?

(d) Rajzolja fel a (c) pontban szamolt M értékhezlazaas fuggvényt és a 0.95 valosEégi
szintet!

Egy pénzvalto hely napi pénzforgalma (amerikaijatbbn X normal eloszlasu=800$ és S =
60 $ standard szoérassal.

(a) Mekkora a valosziisége, hogy valamely napon a pénzvaltasi igény 7&at$lesz?

(b) Rajzolja fel az (a) pontban kiszamolt valosisiéget aigiiség fliggvény gorbéje alatti
megfeleb terllet befestésével!

(c) Mennyi M pénz mennyiség legyen a pénztarban, h@@s6-os biztonsaggal legyen elegénd
pénz a valtasokhoz, azBgX < M) =0.99 ?

(d) Rajzolja fel a (c) pontban szamolt M értékhez azsdbs fliggvényt és a 0.99 valosziégi
szintet!

10.10.27. felada

Az emberek X sulyat m=80 (kg) varhato éftédsc = 10 (kg) szorasu normal eloszlasunak
tekintjuk.

(a) Mennyi a valészitisége annak, hogy egy 450 (kg) -ig terhéifigtbe hat véletlenszéen
Osszevardott ember befér, vagyis P(Y<450)=7, aWiel X, + X +X; + X, +X; + X; és

X~N(mo)(k=1,2,3,4,5,6)?

(b) Mennyi lesz az Y valtozé varhato értéke és sz@rasa
(c) Rajzolja fel az Y valdsziisegi valtozo srisség fliggvényeét!
(d) Szemléltesse didiség fuggveny alatti tertilet befestésével a P(Y<4al)sziriséget!

10.10.28. felads

A tojasok X sulya, amelyeket ugyanolyan koérilménkekott nevelt tyukok tojnak, m=65 (g)
varhato érték ésc = 5 (g) szérasu normal eloszlasu.

(a) Véletlenszeien 6sszevalogattunk egy tucat, azaz 12 tojast. Menvaldszitisége, hogy az
egy tucat tojas sulya 750 gram és 825 gram koké \emjyis P(750<Y<825) = ?, ahol

Y=X) 4 Xty + XtXg + Xg + X7 + XgtXg + Xy gtXpy + X,
ésX~N(mo)(k=1,2,...,12)?

(b) Mennyi lesz az Y valtoz6 varhato értéke és sz@rasa
(c) Rajzolja fel az Y valoszirségi valtozo ériiség fliggvényét!
(d) Szemléltesse didiség fliggvény alatti tertilet befestésével a P(75@26% valdszifiséget!

10.10.29. felada

Egy futo ci X sulya normal eloszlagi=12 uncia varhato értékkel 6s0.5 uncia szérassal. (1
uncia ~ 0.0283495231 kilogramm)

(a) Rajzoljuk fel X siriiség fuggvenyet!

(b) Mekkora a valésziisége annak, hogy egy éipulya 13 uncianal tdbb?

(c) Szemléltesssiik a (b) pontban szamolt valdséget a&tség fluggveny gorbéje alatti
megfeleb terllet befestésével!

(d) Mekkora legyen a cifk sulyanak S szérasa, ha a vallalat azt szerdliteénglhogy a cipk
99.9%-anak az Y sulya kisebb, mint 13 uncia, aheN{(12,S)

(e) Szemléltesstik a (d) pontban szamolt S szorastl&®;F)=P(Y<13) fliggvény grafikonjanak,
mint S figgvényeének és a 0.999 valoézayi szintnek a felrajzolasaval?

(f) Ha a széras marad=0.5 uncia, akkor mennyi legyen a &ip sulyanak m varhato értéke,
hogy a cipk 99.9%-anak a Z sulya kisebb legyen, mint 13 yrati@l Z~ N(m;0.5)?
(g) Szemléltessiik az (f) pontban szamolt m varhaékértaz F(13;m)=P(Z<13) fliggveny



grafikonjanak, mint m figgvényének és a 0.999 Atidiségi szintnek a felrajzolasaval?
Egy ipari folyamat soran festékeket téltenek férérgetkbe, amelynek X toltési mennyisége
normal eloszlasu=5.05 liter varhat6 értékkel €s0.05 liter szérassal.

(a)Rajzoljuk fel X diriség fuggvenyét!

(b) Mekkora a valosziisége annak, hogy egy edény tdltési mennyiségedlelgdl liter?

(c) Szemléltesssiik a (b) pontban szamolt valdisgiget a&tiség fliggvény gorbéje alatti
megfeleb terulet befestéseével!

(d) Mekkora legyen a toltéesek S szérasa, ha a valaladzeretné allitani, hogy az edények
90%-anak az Y toltési mennyisége legalabb 5 lgkol Y~ N(5.05;S)

(e) Szemléltessiik a (d) pontban szadmolt S szérast43;8)=P(Y>5) fliggvény grafikonjanak,
mint S flggvényének és a 0.9 valossiggi szintnek a felrajzolasaval?

(f) Ha a szoéras marad=0.05 liter, akkor mennyi legyen az edény Z télbdsnnyiségének m
varhato értéke, hogy az edények 90%-anak a Z itdfiésnyisége legalabb 5 liter legyen, ahol Z~
N(m;0.05)?

(g) Szemléltessik az (f) pontban szamolt m varhaékéttaz 1-F(5;m)=P(Z>5) figgvény
grafikonjanak, mint m fliggvényének és a 0.9 vahisgégi szintnek a felrajzolasaval?

10.10.31. felads

Egy duzzaszt6 gat altal felduzzasztott atlagos glység 21 méter és szorasa 5 méter. A
mindenkori X vizmélység méterben mén@mal eloszlas véletlen valtozo.
A gat tetején talalhat6 egy biztonsagi talfoly6,edyrmegakadalyozza, hogy a viz a 30 méteres
szint folé novekedjen. Masrészt van eg§ asulfolyo teteje alatt 25 méterrel, amely beviezet
vizet a hidroelektromos generatorhoz. (Hagyjuk éigyen kivil a o$ véges atméiét!)

(a)Rajzoljuk fel az X vizmélysédisiség fuggvényet!

(b) A teljes idb hanyadrészében fordulbehogy a tulfolydn folyik el feleslegesen a
felduzzasztott viz!

(c) Szemléltesssiik a (b) pontban szamolt valdiséiget aigriiség fliggvény gorbéje alatti
megfeleb terllet befestésével!

(d) Tudjuk, hogy a tulfolydn nem folyik a viz. Mekkoaafeltételes valdsziisége ekkor annak,
hogy a duzzaszt6 taplalja a generatort vizzel?

(e) Az esetek hanyadrészében nem taplalja a felduzebsgiz a generatort?

(f) Milyen H méter mélyre kellene betenni a generdtgptalo csovet a talfolyo alatt ahhoz, hogy
az esetek legfeljebb 5%-aban ne kapjon vizet ar§en®
(g) Szemléltessiik az (f) pontban szamolt H mélységeX, @wizmélység eloszlas fliggvényének és
a 0.05 valésziiségi szint felrajzoldsaval?

10.10.32. felada

Az abran lathato tarto konzolt terheljig esX, két fuggetlen teherrel, melyek érteke
véletlenszeien valtozik. AZX; ésX, terhek normal eloszlasu véletlen valtozok, ameldkato

ertéke rendre 2 [N] és 4 [N], tovabba szérasuk nedb [N] €s 1 [N]. A terhek a rogzitékt
szamitote,= 5 méter éa,=10 meter tavolsagra vannak.

X, A

? !
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(a)Hatarozzuk meg az Ya;-X; + a,-X, hajlitd nyomatek varhato ertékét és szorasat!
(b) Rajzoljuk fel az Y nyomaték véltozo siriiség fliggvényét!



(c) Az Y nyomaték mekkora valosZiseggel Iépi tul a megengedett 70 Nm-t?

(d) Szemléltesssiik a (c) pontban szamolt szazalékotiseg fliggveny gorbéje alatti megfélel
terulet befestésevel!

(e)Mekkora M nyomatékot engedhetiink meg, ha enneépédiét csak 0.01 valosigéggel
engedjik meg?

() Szemléltessiik a (e) pontban szamolt M nyomatézoY, nyomaték eloszlas fiiggvényének
felrajzolasaval?

(9)Ha az X1 es X2 terhek nem fuiggetlenek és kovaaarcCov(X,, X,) = 1, akkor vajon

mekkora lesz az Y nyomaték szérasa? Hasonlitssikedaz (a) pontban kapott értékkel!

10.10.33. felada

Tesztelték a benzin oktanszam (95 és 98) szermdkionysagat Ugy, hogy ugyanannyi
mennyisé§ benzint ( 1 litert) tankoltak ugyanabba az aut@bkisérletet tdbbszor egymas utan

elvégezték. Azt kaptadk hogy a 95-s oktanszamu beatétlagosaplzlz km-re tudtak elmenni
és a szoraska,= 3 km-t kaptak. A 98-s oktanszamu benzinnel adagp,=16 km-re tudtak

elmenni és a szérassg= 4 km adddott. Feltételezzik, hogy az 1 liter lremel megtett utak X,
ésX, ) normal eloszlaskovetnek a fenti paraméterekkel.

(@) Rajzoljuk fel X; ésX, valoszirtiségi valtozok ériiség fliggvenyeit azonos
koordinatarendszerben!

(b) Az autét megtankoltak 1 liter 95-s és 1 liter $8sitanszamu benzinnel. Szamitsuk ki és
szemléltessik az Vg + X, 0sszeg @rtiség fliggvénye alatti terllettel annak valogzéyet, hogy

30 km-nél tavolabbra tudnak menni a 2 liter "kek&tgenzinnel: P(Y> 30)!

10.10.34. felads

Eqgy kis forgalmu utszakaszon egy illeek elromlott az m = 1200 kg tdmiegutdja. Sokat kellett
varnia, mig veégre egy terepjaré arra ment és seglt@ntatni. Az egyik autésnak olyan kotele

volt, melyre az volt irva, hogy,=500 kg terhet bir el és a teherbiras széedsa40 kg. A masik

autdsnak olyan kétele volt, melynek teherbinds®50 kg €s a teherbiras szérasa 45 kg.
JeldljeX; az egyik kotél, mi, a masik kotél teherbird kepességeét. Feltesszigy, akotelek

teherbird képessége normal eloszlast kdvet.
Hogy a vontatast megoldjak, ezért a két koteletgfemtak és igy kezdtek a vontatashoz.
(a) Rajzoljuk fel axj, X, ket kotel teherbird képességénékiség fliggvenyeit, illetve az Y =

X, + X, 6sszesodrott kotél terherbird kepességetidiség fliggvenyet azonos

koordinatarendszerben!
(b) Szamitsuk ki €és szemléltessuk aziiség fuggvénye alatti tertilettel annak valogzégét,
hogy az 6sszesodrott kétél nem szakad el vontéizzsek!

10.10.35. felads

Egy gomba termeszhetente szireteli a termést. A heti gomba terméeKnyiségaormal
eloszlaskovet u=10kgvarhato értékkel és=2 kgszoérassal.

(a) A termeszt mekkora valosziiséggel tudja teljesiteni a heti 11 kg-os megrerstielé

(b) Rajzoljuk fel a 8riiség figgvényt és fesse be az alatté kzon teriletet, amely megfelel az
(a) részben szamolt valésigegnek!

(c) Hany kg gombara kothet szallitasi s#elést maximum, ha az esetek 90%-aban szeretné
teljesiteni a vallalast?

(d) Rajzoljuk fel a (c) eset szemléltetéséhez agzbhs fliggvényt és a hozzatartozé szinteket!

10.10.36. felada

A szamitogep titéventilatoranak varhato élettartama 4 év a tesaklagpjan. Feltételezzik,
hogy az élettartam exponencialis eloszlasu.



(a) Rajzoljuk fel a griiség fuggvényt!

(b) A hitéventilatorok hanyadrészetuddik 5 éven tal is?

(c) Hany hénapos garanciat adjon a gyarto, halljeptea ventillatorok 10%-at szeretné
kicserélni a garancia éa belll?

Egy sejt osztodasi ideje (az ad,idmely alatt két ugyanolyan sejt nem keletkezaomél

eloszlasu 1 6ra atlaggal és 5 perc szérassal.

(a) Rajzoljuk fel agriiség fuggvényt!

(b) Mekkora valoszifiséggel osztodik egy sejt 50 percnél keveseblalaltt?
Szemléltessiik a kapott valosEéget ai&iseg fuggveény alatti tertlettel!

(c) Mekkora val6sziiséggel tart 65 percnél tovabb egy sejt osztddasa?
Szemléltessuk a kapott valosméget aisiiség fliggvény alatti terilettel!

(d) Mekkora az az titartam, amely alatt az dsszes sejt kozel 99%-gdref@z osztoédast?
Szemléltessiik a kapottidaz eloszlas fliggvennyel!

10.10.38. felada

Egy autouton a mérések alapjan az egymast &dagjyobb Gthibak kdzotti X tavolsdg (km-ben
meérve) exponencialis eloszlasu véletlen valtozdynek varhato értéke=5 kilométer. Tehat
atlagosan 5 km-enként kdvetik egymast az uthibak.

(a) Az adott uton 10 km hosszan kell utaznunk. Meala valosziiisége annak, hogyncs
nagyobb Gthiba ezen a 10 km hosszu UtszakaszonWéhmssik a kapott valostiséget a
siiriségfliggveny grafikonja alatti terilettel!

(b) Egy masik alkalommal 15 km utat kell megtennéaaladott aton. Elith mar megtettiink 5
km-t és nem talaltunk uthibat. Mekkora a feltétela®sziisége annak, hogy a hatradél0 km
hosszu Gtszakaszon sem lesz uthiba?

(c) Hasonlitsuk 6ssze az (a) és (b) pontokban kaptiszitiségeket és indokoljuk az
eredmeényt!

Az utazas soran talaltunk egy nagyobb athibat.

(d) Mekkora a valosziisége annak, hogy a kévetkazagyobb uthibahoz legalabb 12 km-t, de
legfeljebb 15 km-t kell megtenni?

(e) Mekkora "s" tavolsagot kell megtenni km-ben@hhogy 90%-o0s eséllyel talalkozzunk a
kovetke® athibaval? A szamitast szemléltessik az elosilfgveny segitségével!

10.10.39. felada

Egy foldieper termesztéssel foglalkoz6 valalkoztehte szireteli a termést. A heti eper termés X
mennyisége normal eloszlast koyet 15kg varhato értékkel és=2 kg szérassal.

(a) A termeszt mekkora valésziiséggel tudja teljesiteni a heti 13 kg-0s megrersexdet?

(b) Rajzoljuk fel a griiség figgvenyt és fesse be az alatté Ezxon teriletet, amely megfelel az
(a) részben szamolt valésigegnek!

(c) Maximalisan hany kg foldieperre kéthet szadlitszerddést hetente, ha az esetek 95%-aban
szeretné teljesiteni a vallalast?

(d) Rajzoljuk fel a (c) eset szemléltetésehez agzdhs fliggvényt és a hozzatartoz6 szintet!

10.10.40. felads

Ismert, hogy egy gyarté soron készllt azonos ridreton elemek 10%-anak az X

nyomoszilardsaga 3[OM—mzN ertéknél kisebb, tovabba a beton elemek 20%-anak a

nyomoszilardsaga 3[6M—mzN ertéeknél nagyobb. Feltessziik, hogy a kulodldieton elemek X

nyomoszilardsaga normal eloszlast kovet!
(a) Hatarozzuk meg az X normal eloszliégarhat6 értékét ésszorasat a feltételek alapjan!
Rajzoljuk fel a ériiség fuggvény grafikont!

(b) A minimélisan elfogadhaté nyomdszilardsag érték 28



% . A beton elemek hany
szazaléka nem teljesiti a minimaligiedst? Szemléltessik a szamitadirdsegfliggvény alatti
megfeleb terllet befestésével!

(c) Mekkora nyomaoszilardsagot kellb@ini minimalis kdvetelménykeént, hogy a beton elemek
legalabb 98%-at elfogadjak?

(d) Szemléltesstik a (c) pontban kiszamolt kritikyemdszilardsagot a G(u)= 1- F(u)
fuggvénnyel, ahol F az X nyomaoszilardsag elosilggyénye!

10.10.41. felads

Egy mobil szolgéltatast vé§népszei cég felmérése szerint a telefonalok X beszédyetéje
havontanormal eloszlas kovet,u =600 perc atlaggal €s=100 perc szérassal.
(a) Hatarozzuk meg, hogy egy véletlentl kivalasztetthidsznalé mekkora valosisgeggel
telefonal havonta 500 és 700 perc kozott!
(b) Szemléltessiik az (a) pontban szamolt valdiséiget a&tiség fuggveny gorbéje alatti terilet
befestésével!
(c) Mennyi T percre kdthet havi rendelkezésre aiasrddést a szolgaltatd, ha azt szeretné,
hogy egy sifizeté6 X beszélgetési ideje T-nél hosszab ideig legibljg%-os eséllyel tartson!
(d) Szemléltessik a (c) pontban szamolt havi T rerdélkre allasi itt az S(u)= 1- F(u)=P( X>
u) talélési (vagy "survival”) fliiggvény megfdiedzintjeinek felrajzolasaval!
Egy bizonyos tipusu auté akkumulatotok élettartaakaatlagad.2 év és szérash3 év.
Feltételezzik, hogy egy akkumulaxogélettartamanormal eloszlasu

(a) Rajzoljuk fel az X élettartarsir iiség fliggvenyét

(b) A gyartd3 év garanciatvallal. Becsuljik meg, hogy az akkumularok hanyzakkat kell
kicserélni a garancia éa belll!

(c) Szemléltesssiik a (b) pontban szamolt szazalékotiseg fliggvény gorbéje alatti megfélel
terllet befestésével!

(d) Legfeljebb hany égaranciat adhat az elado, ha az akkumulatorok legfeljebbéb%zeretné
kicserélni a garancia éa belll?

(e) Szemléltesstik a (d) pontban szamolt T garanéiaad X élettartameloszlas fliggvéngnek
és a 0.05 val6sziiségi szint felrajzolasaval?

10.10.43. felada

A beton mintak teherbirdsa modellezhebrmal eloszlassal, melynek varhato értéke m=6000
kilogram négyzetcentiméterenként és standard sz6rd<0 kilogram négyzetcentiméterenként.
(a) Rajzoljuk fel a cement terheliségi modelljeénekisiiség figgvenyét!

(b) Mekkora a val6sziisége, hogy egy minta teherbirasa 5800 és 5900 kg/kdrott van?
Szemléltessiik a kapott valosiseget awrtiség fuggveny alatti tertlettel!

(c) A mintak hany szazalékanak lesz a teherbirasa 8g/ cm”2 értéknél nagyobb?
Szemléltessiik a kapott valoszsgget aiiség fuggveny alatti tertlettel!

(d) Mekkora az a nyomas érték, amellyel a miteglalabb 95%-a rendelkezik? Szemléltessuk a
kapott nyomast az eloszlas fuggvénnyel!

10.10.44. felads

A papir szakité probaja modelleztienormal eloszlassal, melynek varhato értéke mo85 f
négyzetinchenként és standard szésdsafont négyzetinchenkeént.

(a) Rajzoljuk fel a cement terheliségi modelljeénekisiiség figgvenyét!

(b) Mekkora a val6sziisége, hogy egy minta szakito ereje 34 és 37 fahthkozott van?
Szemléltessiik a kapott valosiseget awrtiség fuggveny alatti tertlettel!

(c) A mintadk hany szazalékanak lesz a teherbir&dar8/ inch”2 értéknél alatt? Szemléltessik a
kapott valészifiseget a@iiség fliggvény alatti terilettel!

(d) Mekkora az a szakito ertek, amellyel a minggdalabb 96%-a rendelkezik? Szemléltessik a
kapott szakito ét az eloszlas figgvennyel!




10.10.45. felads

Egy kukorica pehelyll készilt termék 100 grammjanak E - vitamin tar@Mvéletlen valtozo,
melyet milligramban mérink. Az X normal eloszlasé 3 milligram ebirt varhato értékkel és=
0.1 milligramm szoréassal.
(a) Mekkora az esélye annak, hogy a kukorica peh@lygrammja 2.8 milligrammnal kevesebb
E-vitamint tartalmaz?
(b) Szemléltessiik az (a) pontban kapott valds&iget airiiség fuggvény grafikonja alatti
terdlettel!
(c) Mekkora az esélye annak, hogy a kukorica peb@bd/grammjanak E-vitamin tartalma 2.9
milligramm és 3.1 milligramm k&z6tt van?
(d) Napi E-vitamin szikségletiink 10 milligram. ly&mor 100 gramm kukorica pelyhet kell
megennink egy nap, ha 0.9 valogisigggel szeretnénk megkapni a napi E-vitamin
szlikségletiinket?
(Utmutatas : Hasznaljuk az Y=n*X valtoz6t, aholrté&ét keressiik, hogy a P(Y>10) feltétel
teljesuljon!)
(e) Szemléltessik a (d) pontban kiszamolt n erélitsegével az (1-FY(x)) figgvényt és a 0.9
valosziriségi szintet, ahol FY(x) az Y=n*X eloszlasfiggvénye
Bizonyos tipusu ellenalldsok értéke Ohm-ban mérvmeial eloszlasu véletlen valtozo.
Mérések alapjan tudjuk, hogy az

() R ellendllas atlag értéke vagy varhatéke 10 [kOhm]= 10 000 [Ohm], tovabba

(i) az esetek 5%-aban az ellenallas 11rk@ial nagyobb érteket mutat, azaz P(R>11 000)=
0.05.
(a) Szamoljuk ki az R ellenallas szoraséat! A szamitagezzik az R valtozo FX(x)
eloszlasfliggvénye segitségével!
(b) Eléiras szerint az ellenallas 9500 és 10500 Ohm ké#ogadhatd. Milyen szazalékban
teljesitik az ellenallasok azédtast, vagyis P(9500< R< 10500)="?
(c) Szemléltessiik a (b) pontban kapott valGssbget aigriiség fliggvény grafikonja alatti terilet
befestésével!
(d) Melyik az az E ellenallas érték, amelynél az dl&sok 10%-anak nagyobb az értéke, vagyis
P(R>E) = 0.1 teljesdil.
(e) Szemléltesstik a (d) pontban kiszamolt E értékél-&2X(x)) fuggvény és a 0.1 valos#segi
szint felrajzolaséaval!

10.10.47. felada

Ismert, hogy egy gyarté soron készllt azonos ridreton elemek 10%-anak az X
nyomoszilardsaga 30

[MN/(m”"2)] értéknél kisebb, tovabba a beton eler6ko-anak a nyomaoszilardsaga 36 [MN/
(m”2)]; értéknél nagyobb. Feltessziik, hogy a kutimtbeton elemek X nyomaoszilardsaga
normal eloszlast kovet!

(a) Hatérozzuk meg az X normal elosziagarhat6 értékét ésszorasat a feltételek alapjan!
Rajzoljuk fel a friség fuggveny grafikont!

(b) A minimalisan elfogadhaté nyomoszilardsag ea8KMN/(m”2)]. A beton elemek hany
szazaléka nem teljesiti a minimaligieast? Szemléltessik a szamitasirdsegfliggveny alatti
megfeleb terulet befestéseével!

(c) Mekkora nyomadszilardsagot kelbahi minimalis kovetelményként, hogy a beton elemek
legalabb 98%-at elfogadjak?

(d) Szemléltessuk a (c) pontban kiszdmolt kritikyemaszilardsagot a G(u)= 1- F(u)
fuggvénnyel, ahol F az X nyomoszilardsag elosiiggvénye!

A beton mintak teherbirdsa modellezhebrmal eloszlassal, melynek varhat6 értéke m=6000
kilogram négyzetcentiméterenként és standard sz6rd<0 kilogram négyzetcentiméterenként.
(a) Rajzoljuk fel a cement terhelbis€gi modelljénekisiiség figgvényet!



(b) Mekkora a val6sziisége, hogy egy minta teherbirasa 5800 és 5900 k6z6tt van?
Szemléltessiik a kapott valosd@éget aigiiség fliggvény alatti terilettel!

(c) A mintdk hany szazalékanak lesz a teherbirasa &g/cm”2 értéknél nagyobb?
Szemléltessiik a kapott valosEéget ai&iseg fuggveény alatti tertlettel!

(d) Mekkora az a nyomas érték, amellyel a mimeglalabb 95%-a rendelkezik?
Szemléltessiik a kapott nyomast az eloszlas/éigyel!

10.10.49. felads

Egy autdvezét X reakcio ideje - vagyis az észleldst cselekvésig eltelt &- normal eloszlasu
u=0.4 sec atlaggal és=0.05 sec standard szorassal.

(a) Rajzoljuk fel az X valosziisegi valtozo sriségfiggveényeét! )

(b) Mekkora a val6sziisége, hogy a reakciéddagyobb lesz, mint 0.5 sec? Abrazoljuk a kapott
valbsziriséget awriiség fliggvény alatti tertlettel! )

(c) Mekkora a valészitsége, hogy a reakciodd.4 és 0.5 sec kozé esik? Abrazoljuk a kapott
valdsziriséget awriiség fuggveny alatti tertlettel!

(d) Mennyi az a kritikus reakcio dgamelyen belll az esetek 90%-ara reagal a ¢§@zet
Szemléltessik a kapott kritikus reakciétidz eloszlasfiggveénnyel!



