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V 11.1. Bevezetés

Ha egy meérnoki alkotast egyidégg kett vagy tobb véletlen hatas ér, akkor ezek egytittes
hatasanak vizsgalata kilon eszkozoket igényel. dBékhy hid szerkezetére hatd X Kiksot
ellensulyozza az Y belsllenalloképesség, amelyek mindegyike véletlerigrevaltozik. A

szerkezet 6sszeomlasanak valogzégét (X > Y) = J J fy (X y) dxdy ket®sintegral adja

{y <x}

meg, ahofy. (X, y) az egyuttesigtiségflggveny.

Megismerjik a két valosziségi valtozé vizsgalatainak legfontosabb eszk@zedgylittes
eloszlas fuggvényt és a perem eloszlas fuggvényediemint ezek diszkrét és folytonos
alkalmazasait. A matematikai segédeszkdzok a noktes a két valtozos figgvenyek
differenciél-és integréalszamitasa lesz.

Megismerjik, hogyan lehet a feltételes valoéz@yi eloszlast értelmezni, kiszamolni és
szemléltetni. A feltételes eloszlasok segitségékalanositani tudjuk a szorzas-szabalyt, a teljes
valdsziriség-tételt és a Bayes-tételt folytonos eloszlasdkifaltételes varhato érték vagy
regresszios gorbe két valtozo kozotti fliggvenyiskapcsolatot
Viszgaljuk a valosziilségi valtozok fiiggetlenségének fogalmat folytorsdiszkrét esetekben.
Ertelmezziik a tobb dimenziés polinomialis eloszlagtét dimenzidés normal és az exponencidlis
eloszlasokat, amikor a két valtozo nem fliggetlen.

Célunk az alabbi fogalmak és osszefiiggések megismerése, megértése

Két valdszintiségi valtozo Feltételes eloszlas értelmezése és szamitasa
egyiitteseloszlasfiiggvényének fogalma diszkrét esetben

Perem-eloszlas fiiggvények fogalma és
szarmaztatasa az egyiittes eloszlas Feltételes &riiség fliggvény szamitasa
fiuggvénybdl

Egylttes eloszlas flggveny tulajdonsagéai feltételes varhat6 érték

Két valoszifiségi valtozdéglalap alaki  Valtozok fuggetlensége diszkrét és folytonos
tartomanyba eséének szamitasa esetben

Diszkrét egyuttes eloszlas megadasa

o A Polinomialis eloszlas értelmezése
matrix formaban

Diszkrét egyiittes eloszlas tulajdonsélga{f‘:"t dimenzios normal eloszlas értelmezese agott
orrelacios egyutthatoval

Egyuttes 8riiség fluggvény kapcsolata akKét dimenzids exponencialis eloszlas értelmezése
egyluttes eloszlas fiiggvénnyel adott korrelaciés egyitthatoval




V 11.2. Egyiittes eloszlasfiiggvény és perem-eloszl@sfiények

Legyenek aX ésY valGsziriségi valtozok ugyanazon ag( S P) valdszitisegi mesn

értelmezettek.
A Z= (X Y) part valoszitiségivektorvaltozonak nevezzik.

11.2.1. DEFINICIO. EGYUTTES ELOSZLASFUGGVENY

Az X ésY egylittes eloszlasfuggvényazF, (X, y) kétvaltozos fliggvényamelyet az
Fer(XY) =P((X<Xx) N (Y<Y))

szorzat esemény valos#gegével értelmezink tetdeges valox ésy esetén.

Az F, (X, y) egylttes eloszlasfliggvény a sik télsges pontjan értelmezett es grafikonjabaz (
y;2 térben tudjuk abrazolni, ahol FL (X, y).

Tehat ax ésY egydttes eloszlasfliiggvény kiszamitasahopaz x}-{Y <y} szorzat esemény
valésziriségét kell meghatarozni.

11.2.2. DEFINICIO. PEREM ELOSZLASFUGGVENYEK vagy VETULETI
ELOSZLASFUGGVENYEK
Ha azX ésY valésziriségi valtozok egyuttes eloszlasfiiggvényefag x, y) kétvaltozos

figgvény jeloli, akkokulon-kulon az
X eloszlasfliggvényeét @& (x) =P(X < x) egyvaltozos fuggveény és

Yeloszlasfuggvényet ag, (y) =P(Y <y) egyvaltozds fliggveny,
jelol, amelyetperem eloszlasfiiggvényelek vagyetiileti eloszlasfliggvényeakek nevezink.

Vizsgaljuk meg az egyuttes eloszlasfiggvény tulagdgait és kapcsolatat a vetileti eloszlas
fluggvényekkel!

11.2.3. TETEL.AZ EGYUTTES ELOSZLASFUGGVENY TULAJDONSAGAI

(1) O<Fyxy <1,

(2) Az x—Fy (X Y) €s az—F,. (X Yy) egyvaltozos fliggvények monoton nem-csokiedn

(3)Fyy(X y) balrdl folytonos, mind ax, mind azy valtozoban: lim Fy.(x y) =F,/(a,y) és
X—a~

lim  Fyy (X Y) = Fyy(X b)
y—b

(4) Fyl- o, - o) = F (- o,y) =F (X - @) =0;
(5) FXY( x, 00) = 1
(6) Fyy(Xx @) =Fy(X) esF.(®,Yy) =F,(y) aperemeloszlas fuggvények.

BIZONYITAS.
A 2., 4. és 6. tulajdonsagokat bizonyitjuk, a i6bk olvaséra bizzuk.
A (2) tulajdonséag bizonyitasa.
Legyeng(x) =Fy.(X, y) az egylttes eloszlasfliggveny tengelymetszete amgetyre meileges
sikkal és a < b ! Ekkor
{(X<a}A{Y<y} = {X<b}-{Y<y}
ezert
g(a) =P({X <a}-{Y<y}) < P({X<b}-{Y<y})=g(b).
A (4) tulajdonséag bizonyitasa.
Az (X <-0}-{Y<y}=0-{Y <y} =0, mert az X <- »} =@ a lehetetlen esemény. Ezért
ny(_ oo,y) = P({X< B oo}{Y<y}) = P({}):()
A (6) tulajdonséag bizonyitasa.



Az (X <X} {Y < oo} ={X < X}, mert {Y < o} =Q a biztos esemény. Ezért
Fyy(X @) = PEX <x}-{Y < @})= P({X <x}) =F«(X). Q.e.d.

Szamitsuk ki az egylttes eloszlas flggvény segitmé@nnak valosziiségét, hogy 2= (X Y)
val6sziiségi vektor valtozo értéke egy adott téglalap@taktomanyba esik!

11.2.4. TETEL. Vektorvaltozé téglalapon vett értékéek valdszinisége
Legyenx; < X, ésy; <Y.,. EKkor az{x; < X<x}{y; <Y <y,} szorzat esemeény

valosziriiségét azF,. (X, y) egylttes eloszlasfuggvénnyel kbveikdezppen szamithatjuk ki
P({X = X<} {1 =Y <Y5}) = Fxy(%2 ¥2) = Fxy(%0 ¥2) = Fxv(*2 Y1) +Fxv(X Y1)

BIZONYITAS
Az egyenbség bizonyitdsahoz elegénalz abran lathaté diszjunkt téglalapok uniéi kozil
tekinteni az alabbi kombinaciokat

[ ]

(i) T+T T, + Ty = {xy) | X<X, ésy <y2}

(i) T,+Ty3= {(Xy) | X<X, ésy <y}

(i) T, +Ty= {(Xy) [ X<x, ésy <}
Tekintsik a megfelélhalmazokat ag x Q szorzat eseménytérben. A jeldlések egyisit¥se
érdekében a

P( (031, 032) EQxQ ‘ (X(ml), Y(m

jelélést hasznaljuk a megfetehalmazokra.
Vegyuk a diszjunkt 6sszeadandok valogzégeit tagonként

P + T +T,+ T3): P(T)+P(|_1) + P(rz +T3):FXY(X2’ y2) .
AhonnarP(T) = Fyy(X ¥5) = P(Ty) = P(Ty + T3)= Fyy(X2 ¥2) ~P(Ty) = Fyy(%2 V1)
Az (iii) egyenbség alapja(T, + T;) = P(T,) +P(Ty) = Fyy (%, ¥,). Mivel P(T)=
Fyv(X0 Y1) - ezert

2)) e T)= P(T)

P(T1) = Fuy(X ¥2) = Fxr( X0 Y1)-
Behelyettesitve az &6 egyenbségbe

P(T) =Fxv(*2 ¥2) = (Fxv( % ¥Y2) ~Fxv(% Y1) ) = Fxy(*2 Y1)
amely a bizonyitand6 egyéisig. Q.e.d.



V¥ 11.3. Diszkrét valtozo egyittes eloszlasa és eggisteloszlasfiiggvénye

Definiciok és kapcsolatok az eloszlas, eloszlasfégyg €s perem eloszlasok kozott
Ha azX ésY mindegyikediszkrét valosziniségi valtozé ugyanazon a valosZigégi me#n
értelmezett, akkor agX, Y) = (Q, Q) — (R R) vektor-vektor leképezéstékkészlee véges

vagy megszamlalhatéan végtelen halmaz az (x;ypsikAzeloszlasfliggvénynost is |€époss
figgvény lesz. Az ugrasok azokon agz; () helyeken lesznek, ahol vagy eloszlasfuggvenye
ugrik vagyY eloszlasfiggvénye ugrik. Az egyuttes eloszlasfégguwsszegként valo
kiszamitasahoz célsZedefinialni diszkrét esetben agyitteseloszlag amely egy adott pontban
felvett valoszifiséget rogzit.

11.3.1. DEFINICIO. DISZKRET EGYUTTES ELOSZLAS

A Z=(X,Y) diszkrét valdszitiségi vektorvaltozégyuttes eloszldénak nevezzik az
fyy(X Y) =P(X=xY=y) =P({o [X(®) =x, Y(0) =y})

kétvaltozos fuggvényt

LegyenX eloszlasa a kbvetkéz

XX X X5 o X o

P P Py Pg oo By e
ésy eloszlésa__az alabbi
Y ¥ Yo Y3 oo Yy oo

Paog ad 03 - G -
Azf(xY) egyi]ttes eloszlas értéke mindenitt 0, kivéve 32<k,; yi) pontokban, tehat

0, ha(xy) # (% ¥) _
fy(X y) = (k=1,2,3,...1i=1,2,3,..).
ey ha(xy)= (% ¥i)

Milyen kapcsolat vanar, ; valdszitiségek és py , g, valoszitiségek kozott?
A valasz gperemeloszldban keresertil

Zrki =p €s Zrki =q
i=1 k=1

Az egylittes eloszlasfliggvény és az egyittes e&al#dtti kapcsolatot adja meg a kdvetkez

kettos 0sszeg
Fey(X Y) =PK <X Y <Yy) :z zfxy(ua v) = Z Z r

u<xv<y x<xy<y

, ahol}k‘,pk= P+ P, +pgt. Pt =

: ah0|quk:q1+ 0, + ggt...+gt... = 1.

Tehat 6sszegezni kell azokatrg;valészimiségeket, amelyelk, i) mdexe olyan, hogy az(
¥i) az(x,y) jobbfelsy sarokkal rendelkéiztartomanyba esik! (lasd az 4brat!)



(x.y)

11.3.2. TETEL. DISZKRET EGYUTTES ELOSZLAS TULAJDONS AGAI
(1) 0<f/(xy) nem-negativ

2 Z(fo\((x, y)) :é[érki] =1 ateljes 6sszeg 1.

Véges solk, esy, ertek esetén az eloszlasokat (egyuttes es persriédokat) az alabbi alaku
tablazatos formédban adhatjuk meg toméren!
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A sargavaljelolt kozeps tartomanyban az egyuttes eloszlas valds&geit irjuk:

fev(%e ¥i) =P(X=%, Y=Y)) =1 . (k=1.meési=1..n)
A zolddeljelolt oszlopok egyrésat értékeit, masrészt agvaltozo perem eloszlasanak
valdsziriségeit mutatja

fy (%) :P(X:Xk):izzlr"‘ (k=1..m),

tehat a k-adik sor 6sszege.
A kékkel jel6lt sorok egyrés2t értekeit, masrészt azvaltozo perem eloszlasanak

valdsziriségeit mutatja

f (%) =P(Y=Y) :Zrki(izl..n),

tehat az i-edik oszlop dsszege.

11.3.4. Példa. Adott az egyuttes eloszlas matrixa
Legyen adva az X és 'Y diszkrét valésm@gi valtozok egylittes eloszlasanak alabbi tatdaza

X -1 0 1 2
Yo
0 005 | 01 0.2 0.1
1 0.05 [ 0.05 0.1 0.05
2 01 | 0.05| 0.05| 005
3 0.02 | 0.02| 0.005| 0.005

(i) Adjuk meg a#, ésf, peremeloszlasokat!
(i) Szamitsuk ki az FXY(2,1) = R(< 2,Y < 1) egylittes eloszlasfuiggveny

u

erteket!



(iif) Szamitsuk ki azFXY(xk ¥i) = PX < x,Y <Yy) egyuttes eloszlasfuggvény
0sszegzett matrixat!
(iv) Mutassuk meg, hogk,, matrix utolsd oszlopaban X eloszlasfuggvénye,

mig utolso soraban Y eloszlasfuggvenye szerepel!

MEGOLDAS
Az X és Y valtozok lehetséges értékeit megadjuK & Y nevi vektorokban!

> restart:
> X, Y:= Vecto( [0, 1, 2, 3)), Vector[-1, 1, 2, 3));
nx, ny := numelemg X numelems Y
-1

X Y=

w N O

nx ny:=4, 4 (1.3.1)
Azf,, egyuttes eloszlas értékeit &Y newi 4x4-es matrixba tessszuk.

> fXY:= Matrix(1.nx 1.ny, [[0.05, 0.10, 0.20, 0.10[0.05, 0.05, 0.10, 0.05[0.10, 0.05,
0.05, 0.05, [0.02, 0.02, 0.005, 0.0Q%);

[ 0.05 0.10 0.20 0.10]
0.05 0.05 0.10 0.05
XY= (1.3.2)

0.10 0.05 0.05 0.05

0.02 0.02 0.005 0.00%

Ellendrizzik, hogy valoban kétvaltozds valosi@égi eloszlassal van dolgunk!

4 4
;[zlfm’ j] ‘=add( adq XY, j=1.ny),i=1.nx)

j:
4 (4
Z[ XY, j] =1.0000000000 (1.3.3)
i=1\j=1 '

Tehat a teljes dsszeg 1.

(i) Adjuk meg af, ésf, peremeloszlasokat!

Az X-re vonatkozdX perem eloszlast az fXY méatreorainak 6sszegzésével kapjuk!
> fX:= Vectol [ seq add fXJY,jl,j=21..ny),i=1.nx)])

[ 0.45 ]
0.25
fX = (1.3.4)
0.25

0.050

Hasonl6an szamolhatjuk az Y-ra vonatkozo6 fY perémaztast az fXYoszlopainak
0sszegzesével!
> fY := Vectof rowi([sed add fXY,jl,i=1.nx),j=1.ny)]);



fy:=[0.22 0.22 0.355 0.20% (1.3.5)

Tegylk a kiszamolt fX 6sszeg oszlopot az fXY eggsittloszlas utols6 oszlopaba!
> bovitett:= Matrix( [ fXY, fX]);
OsszegY= Vectof rowi( [ fY_, 1])

0.05 0.10 0.20 0.10 0.4
0.05 0.05 0.10 0.05 0.2

bovitett:=
0.10 0.05 0.05 0.05 0.2
0.02 0.02 0.005 0.005 0.05
OsszegY=| 0.22 0.22 0.355 0.205 ] (1.3.6)

Most a [Bvitett métrix utolsé soraba tegyik az fY dsszeq ésma jobb alsd sarokban ée¥
0sszeget!
> Egyiittes eloszlas a peremekk&latrix(5, 5, (bovitett OsszegY);

[ 0.05 0.10 020 0.10 0.45
0.05 0.05 0.10 0.05 0.25
Egyuttes eloszlas a peremekke¢l0.10 0.05 0.05 0.05 0.25 (1.3.7)
0.02 0.02 0.005 0.005 0.05p
0.22 0.22 0.355 0.205 1

Az egy sorral és oszloppabtitett tablazatot megadjuk tablazat fomaban is!

-1 0 1 2 Osszegek
0.05 0.1 0.2 0.1
0.05 0.05 0.1 0.05
0.1 0.05 0.05 0.05

0.02 0.02 0.005 0.005
0.22 0.22 0.355 0.205

(i) Szamitsuk ki az FXY(2,1) = R(< 2,Y < 1) egylttes eloszlasfuggvény értékét!
A szamitashoz 6sszegezni kelDaz 0, 1 valamint ax’'=-1 , 0 értékekhez tartozo
valdsziriségeket, vagyis a tablazat bal fetmrkaban ley 2x2 métrix elemeket!

FXY21) =PK<2,Y<1)= X, D f(%¥) :ZZrk
xk<2y<l k=1i=1
> Sum SumifXY'[k, 1], k 2),1=1..2) =add(add XY ki],k=1..2),i=1..2);
2 2
Z[Z XYKIJ = 0.2500000000 (1.3.8)
i=1\k=1

(i) Szamitsuk ki aByy(%e ¥i) = PX < x, Y <y) egyiittes eloszlasfuggvény tsszegzett



matrixat!
A kovetked két egymasba agyazott ciklussalalitjuk azFXY marixban az egytittes
eloszlasfliggveény lepémek értekeit!
> FXY:=Matrix(1.nx 1.ny) :
for jtonydo
for i tonxdo
FXY = add( ado( XY, 1, 01=1 j) i1=1 |)
enddo
enddo:
Az egylittes eloszlasfiiggvény Iéped-XY

[ 0.05 0.15 0.35 0.45
A ttes eloszlasfiaavény I 0.10 0.25 0.55 0.70 (139
Z egyuttes elosziastuggven GS 9.

9 JOVENY IS 120 040 075 0.95

0.22 0.44 0.795 1.00(

(iv) Mutassuk meg, hodly,, matrix utolsé oszlopaban X eloszlasfuggvénye, udgso soraban
Y eloszlasfuggvénye szerepel!
Szedjuk ki az FXY matrix utolsé oszlopat és sorat!
> with(LinearAlgebra :
FX, FY := Column FXY4), Rowm FXY4);

0.45
0.70
FX FY:= .| 0.22 0.44 0.795 1.000 (1.3.10)
0.95

1.000

Most 0sszegezziik & esf, peremeloszlasok vektoraiben deértekeket!

> Vectof [ seq add fK kk=1.j),j=1..4)1),
Vectof rowj([sedq add fY J,i=1.j),j=1.4)1])

0.45
0.70
0.95
1.000

.| 0.22 0.44 0.795 1.000 (1.3.11)

Lathatoan a kapott vektorok megegyeznek &zéekben kapott vektorokkad

11.3.5. Grafikus megjelenitése

Egydiszkreét valdszinisegi valtozoeloszlasapalcika diagrammal szemléltettik. Kétvaltozés
esetben hasznalhatjuk a beépitett 3D-s oszlopaiiagsjzolasara is alkalmasatrixplot "
eljarast. Olyan 3D -sszlopolat rajzol a matrixplot, amelynek az ugrasai kovatikX és Y
valtozok ugrasait! A rajzok egyetlen hibdja, hoggXY értékeit nem jél mutatja!
H1 := plots-matrixplot fXY heights= histogram axes=framed orientation= [ 26, 48], title
= Egylittes eloszlas oszlop diagramja
H2 := plotg matrixploi(FXY, heights= histogram axes=framed orientation= [ - 130, 50, title
= Egylttes eloszlasfiggvény
H := Matrix(1, 2,[ H1, H2) :



> plots-display( H)

Egyuttes eloszlas oszlop diagramja Egyuttes eloszlasfliggvény

Rajzoljuk fel az X és Y egy dimenzibs diszkrét elasfliggvények l1épéd a
DynamicSystentssomadiscretePloteljarasat hasznalva!

> XX:= [Xl — 1, op(convert Xlist)), X, + 1] - FXX:= [0, op( convert FXlist)), 1]:

YY:= [Y1 — 1, op( convert Ylist)), Yny+ 1] - FYY:= [0, op( convert FYlist)), 1]:

> L := Matrix(1, 2, [ DynamicSystem®iscretePlot XXFXX style= stair, thickness= 3,
color =red title ="X perem eloszlasfiggvényg"'DynamicSystem®iscretePlot YY
FYY, style=stair, thickness= 3, color =red title ="Y perem eloszlasfuggvenyg]) :
plots-display L



X perem eloszlasfliggvénye Y perem eloszlasfliggvénye

| N g [
0.8] 0.8
0.6] 0.6
0.4 0.4]
0.2 57
1 0 1 2 3 4 2 -1 0 1 2 3 4

Rajzoljuk fel az X és Y egy dimenzids diszkrét elésok pélcikait ®ynamicSystemssomag
DiscretePloteljarasat hasznalva!
> M := Matrix(1, 2,[ DynamicSystem®iscretePlot XfX, style=stemthickness 3, color
=red title ="X perem eloszlasa;, DynamicSystemiscretePlot YfY, style= stem
thickness= 3, color =red title ="Y perem eloszlasa") :
plots-display M)



X perem eloszlas Y perem eloszlés

0.4
0.3]

0.3
0.2

0.2
0.1

0.1

0

0 1 2 3 -1 0 1 2 3

11.3.6. PELDA. Az egyiitteseloszlas métrixanak megtémozasa a kisérletls
Eqgy bridzs partin a pakli 52 kartya lapbal all, dyben 4kiralyn 6, 4 kirdly és 4aszvan.
Visszatevessdtihuzunk 3 kartyat!
LegyenX a kihuzott kartyak kozott &iralyn 6k szama és Y a kihlzott kartyak kozokiraly
€s asdapok szamagyutt
Készitsuk el

(a) X ésY egyduttes eloszlasat!

(b) X ésY perem eloszlasat

(c) X esY egyuttes, esperem eloszlasfuggvényeit!

(d) Abrazoljuk az egyuttes eloszlast, egyuttes eloszlasfiggvpeyem
eloszlast és a perem eloszlasfliggvéenyeket!

MEGOLDAS

(a) Készitsuk elX ésY egyuttes eloszlasat!

Mivel a 3 lapot visszatevéssel hlzzuk, ezért as X #altozok értéke 0, 1, 2, 3 lehet!
> restart

> X:=1[0,1,2,3;Y:=[0,1,2,3;



X:=1[0,1,2,3
Y:=[0,1,2, 3 (1.3.12)

Egy huzas eredményével kapcsolatban célgeéiléseket bevezetni a feladatban szérepl
esemeényekre.

o v _ 4 _ 1
A ={a huzas eredmeényaalyn 6} P(A) = 52 =13
B = { a huzas eredményaaly }, _8 _ 2
C={a huzéas eredménygs3 P(B+C)= 52 13
P(D) = 52—12 _ 40 _
D = { a hazas eredménge kiralyné, se kiraly, se 52 52
as7} 10
13

Lathato, hogy, B+ C, D események teljes eseményrendszert alkotnak!
Az X és Y egyuttes eloszlasahoz a kbévetkealsziiségeket kell meghatarozni
IXY(xy) =P(X=x,Y=y) =
P(3 huzasbok esetberkiralyndt, y esetberkiralyt vagyaszthiztunkesigy (3-x
-y) esetbergyiketsem
Az elss huzas eredményeét jelokg, masodikeH, €s a harmadikéd.,.
A H,, H,, H; mindegyike helyére & B + C és D események valamelyikét helyettesithetjuk ugy,
hogy kozottik db A,y db (B + C) és3-x-y) db D szerepdlazx, y,3—x—y € {0,1,2,3). A
hazasok fliggetlenek, mert visszatesszik a lapaketjges huzasok utan, ezért
P(H;-H,- Hy) =P(H;)-P(H,)-P(Hy) .
A jobb oldalon szerefl valoszidiségek szorzata

X y 3—x—y
(%) (%) (i—g) ,aholx+y <3.

Példaulx =2 ,y=0é&=3 —x—y=1 esetben alehetséges szorzat események a éziketk
{X=2,Y=0}=A-A-D+A-D-A+D-A-A
3! _ 6
Coxly (3—=x—y)! 2!-0!-1!
mennek. Igy kapjuk az egyuttes valoéssiégekre a polinomialis eloszlasbdl ismert alabpidtét
f _ 3! 1X2y103‘x‘yhI+<3
XY= 50T 3 —x—y) (13) (13) (13) R
Minden magx, y) esetbef,,(x,y) = 0.
Hasznaljuk a fenti kétvaltozds fliggvényt az egyiddszlas matrixanak |étrehozasahoz!
> X=Xy =y

£ 3! LN (2 ) (LoNETY
= Y iy (3 xy)! ( 13) ( 13] ( 13)

B (E G

X'yl (3—x—y)!

=3 . Minden mas esetben a szamitasok hasonléan

Ezek szadma

f:=(xYy) (1.3.13)

A nulla értékek felismeréséhez a valogisiggeket elagazasos modon kell megadni, ezért egy
eljarast irunk az indexek képzésére!



> ind :=proc(i, )
localk, | :
k:=i-1:1:=j-1:
if kK+1 < 3thensimplify (k1)) elseOfi
end
Ezzel az eljarassal létrehozzuk az fXY 4x4-es matri
> XY := Matrix(4, 4,ind);

[ 1000 600 120 8
2197 2197 2197 2197
300 120 12 0
2197 2197 2197

XY= (1.3.14)

30 6 0 0
2197 2197
1
2197 O 0 0

Ellenérizziik, hogy valoban valos#iségi eloszlast kaptunk!

Z [ifXYi’j] ' :add( adc{ fX\i(j,j =1 4) i=1 ..4)
S|

(b) Készitsiik eX ésY perem eloszlasat

Az X valtozé fX perem-eloszlasat &XY sorainak 6sszegésével kapjuk!
fX:= VectOI( [ seg adgl f)ﬁ)](,j =1 4) i=1 ..4) ])

[ 1728 |
2197

432

2197
X = (1.3.16)
36

2197
1

2197

4

fxrj]=1 (1.3.15)
j=1

Hasonl6éan szamolhatjuk az Y valtdxperem-eloszlasat #XY oszlopainakdsszegéesével!
fY := Vectof roM( [sec( adc( in\’(j, i=1 ..4),j =1 ..4) ])

1331 726 132 8

fv:= 2197 2197 2197 2197 (1.3.17)

(c) Készitsuk eX esY ggylttes, ésperem eloszlasfiiggvényeit!

Két egymasba agyazott ciklussal 6sszegezve kapfuknenulativ egytttes eloszlasfiiggvény
matrixat!

FXY:=Matrix(1..4,1..4 :



> i=iji=Eg
for j from1l to 4 do
for i froml to 4 do
FXYLJ-::add( adc( fX){ljj,jjzl..j),iizl..i)
end do;
end do:
Az egyiittes eloszlasfliggvényXY

V V. V V

[ 1000 1600 1720 1728
2197 2197 2197 2197

100 2020 2152 2160

) ) 169 2197 2197 2197
Az egyiittes eloszlasfiiggvény (1.3.18)
1330 2056 2188 2196

2197 2197 2197 2197

1331 2057 2189
2197 2197 2197

Az X valtozo perem eloszlasfliggvényétavektor kummulativ 6sszegzésével kapjuk!
Ez éppen FXY matrix utolsé oszlop vektora!
FX::Vector( [ seg adgl pq =1 |) i :1..4) D

| 1728
2197
2160
FX:=| 2197 (1.3.19)

2196
2197

1

Az Y valtozo perem eloszlasfuggvenyéyavektor kummulativ 6sszegzésével kapjuk!
Ez FXY maétrix utolsé sor vektora!
FY::VectoFOW( [sec{ adq ijj =1 |) =1 ..4) ])

1331 2057 2189

FY=| 2197 2197 2197 ! (1.3.20)

(d) Abréazoljuk az egyiittes eloszlast, egyittes eloszlasfiggvpayem eloszlast és a perem

eloszlasfliggvényeket!

Tegyuk egymas mellé az egylittes eloszlas oszlogatiayjat és ennek dsszegzett rajzat!

H1 := plotg matrixploi(fXY, heights= histogram axes=framed orientation= [ 50, 50, title
= Egyiittes eloszlas oszlopdiagramja

H2 := plotg] matrixploi(FXY, heights= histogram axes=framed orientation= [ - 130, 50, title
= Egylttes eloszlasfiggvény

H := Matrix(1, 2,[ H1, H2) :

> plots-display H)



Egylttes eloszlas oszlopdiagramja Egylttes eloszlasfliggvény

Rajzoljuk fel mindkét perem eloszlast egyszerre!
> M := Matrix(1, 2,[ DynamicSystem®iscretePlot XfX style=stemthickness 3, color
=red title ="X perem eloszlasa, DynamicSystem®iscretePlot YfY, style=stem
thickness= 3, color =red title ="Y perem eloszlasa") :
plots-display M)



X perem eloszlasa Y perem eloszlasa

0.6

0.7
0.5

0.6

05 0.4

0.4 0.3

0.3
0.2

0.2
0.1

0.1

0 1 2 3 0 1 2 3

V 11.4. Egyuttes #ériiségfiiggvény és egyiittes eloszlasfiiggvény folytonos
valtozokra

Definiciok és kapcsolatok a@miségfliiggveny, eloszlasfuggveny és perénisegek kdzott

11.4.1. DEFINICIO. FOLYTONOS VALOSZIN USEGI VEKTOR VALTOZO
Az (X, Y) valbszittiségi vektorvaltozordl azt mondjuk, hofplytonos, ha a megfelél
Fyy(X y) egylttes eloszlasfliggvenysallithatd a
Yy X
Fuy(XY) :J J f(u, v) dudv

kettosintegral alakban, ahol &¢x, y) > 0 értelmezett ésemnegativa teljes (x;y) sikon,
folytonos kivéve esetleg véges sok folytonosarediificialhaté gorbe mentén, tovabba a teljes
sikon vetkettés integral értéke 1

Az egylittes eloszlasfliggvény és az egyltiesseg fuggveny kozott a kétszeres parcialis
derivalas és a kéits integralas teremt kapcsolatot.

11.4.2. DEFINICIO. FOLYTONOS EGYUTTES SURUSEGFUGGVENY



Az (X,Y) folytonos valoszitiségi vektorvaltozégyuttes suriségfiiggvényének nevezzik
z=f(x y) kétvaltozods fuggvenyt, mely a 11.4.1. definiciokaarepel!

Az egyuttes &riiségfliggvény az egyduttes eloszlasfiiggvény vegyesdrésd parcialis
derivaltjabol hatarozhatjuk meg, azaz

02
fXY( X Y) = w ny(xf Y)

Ahol nem differencialhat6 az egyiittes eloszlasfiémyy ott értelmezzik az egyittes
siriiségfiggvényt lehéteg folytonosan vagy félig folytonosan.

A perem firiiség fuggvényeket az egyuttésiség flggvény egyszeres integralasaval kapjuk.

11.4.3 DEFINICIO. PEREM S URUSEG FUGGVENYEK
Az X valtozo6 $iriiségfliggvényét nevezzikpérem diriiségfliiggvényének ész
egyuttes sriségfliggvénytl megkapjuk y-szerinti egyszeres integrallal

KO0 =[ Bty dy

Az Y valtozo $iriiségfliggvényét nevezzikpérem diriiségfiiggvényének ész
egyuttes sriségfliggvénytl megkapjuk x-szerinti egyszeres integrallal

o0

f,(y) :J fyy(X y) dx

A folytonos vektor valtozo egyilittegréségfiggvénye hasonlé tulajdonsagokkal rendelkezik,
mint az egy valtozodisiség figgvény: nem-negativ és a teljes gorbe adaftigat 1.

11.4.4. TETEL. FOLYTONOS EGYUTTES SURUSEGFUGGVENY
TULAJDONSAGAI
(1) 0<f(xYy) nemnegativitasi tulajdonsag

(2] oo

(2) J J fyy(X y) dydx =1 a teljes gorbe alatti terfogat egységny

11.4.5. Példa. Az egyuttedisiiség fuggvény egyetlen képlettel adott
1

© (1459 (149

Tekintstk a#y. (X, y) = képlettel adott kétvaltozés
fuggvenyt!

(i) Mutassuk meg, hody.(x, y)fliggvény lehet egyuttesidiség fuggveény!

(i) Hatarozzuk meg a peremtirgség figgvényeket és rajzoljuk fel grafikonjuka
(iif) Hatarozzuk meg az egyittes eloszlas fuggvényenpeloszlas fliggvényeke
és rajzoljuk fel a grafikonokat!

[ -

MEGOLDAS
() Mutassuk meg, hody, (X, y)fliggvény lehet egy egyuttesréség fliggvény!
> restart:

XY= (xy)— 1

T (1+x)-(1+y)
(1.4.1)



1
T (1458) (142

Lathatd, hogy aBXY( xy) > O feltétel teljestl minden valésy esetén. Rajzoljuk fel a fellletet!
> plot3d( XY xy), x=-3..3,y=-3..3,axes=framed;

XY= (xy)—

(1.4.1)

R,
TR o oosese

et
03938

Ellenérizzik, hogy a fellilet alatti térfogat 1, azazesljl a ériiség fuggvényre kirdtt masodik
feltétel is!

> Int(Int( XY(XY), X=-0..0),y=-00,0) =int(int( IXY(XYy),X=-0.0),y=-0,00);

2]

i 1 dxdy=1 1.42
[—W.[_wn2(1+><2)(1+y2) i (142)

Tehat ad,.(x, y) figgveny valéban egy két dimenzidsiseg fuggveny!

(i) Hatarozzuk meg a perertirgség fliggvényeket!
Az X peremériiség fliggvényt az y-szerinti integral adjacf )-t6l co-ig !

> fX:= x—»J IXY(xy) dy, 'TX(x)"'=fX(x);

- o0

> plot( fX(x), x=-3..3,color =blug thickness 3)



Az Y peremériiség fliggvényt az x-szerinti integral adjacf )-t6l co-ig !
> fy:= y—*J i XY(xy) dx TY(y)' =fY(y);
> plot( fY( y)_og/ =-3..3,color =red thickness 3)

fY = y—>J ) fXY(xy) dx

- o0

1
fY(y)=——————
(y) r(14v)



Lathatjuk, hogy az egyittefiriségfliggvény megegyezik az X és Y perdimiségfliggvények
szorzataval. Ekkor azt mondjuk, hogy az X és Y saidiségi valtozok fliiggetlenek!( Lasd 11.6.

pontot)
> XY (xy)'=fX(x)"-'fY(y)"; valug %9;
XY(xy) =fX(x) fY(y)
1 1

2(1958) (142 2(1+x2)(1+y2)

Az egylittes eloszlasfliggvénytiigségfliggveny integralja adja!
y X
> FXY:= (X Y) —>J J fXY(uv) dudv

> Egyduttes eloszlas fuggvén¥FXY( x y)
Yy X
FXY:= (X Y) —>J J fXY(uyv) dudv

Egyduttes eloszlas fliggveny

(1.4.3)

(1.4.4)



n2 + 2 mwarctar{x) + 2 arctany) © + 4 arctargy) arctar{x)

2
T

_1
4

Ellenérizzik, hogy az eloszlasfiggvény vegyes masodreadialis derivaltja az egydittes
siiriségfuggveny!

—82 XY (X y) = —62 FXY(XxY)
y ox ' dy 0X
02 1
FXY(xy) = (12.4.5)
Xty 7 (1+%) (1+y2)

Rajzoljuk fel az egylttes eloszlasfiiggvény grafjktn
> plot3d FXY( xy), x=-3..3,y=-3..3,axes= boxed orientation= [ - 70, 60], title
= Egylttes eloszlasfiggvény

Egyttes eloszlasfiggvény

Ellenérizzik, hogy X peremeloszlas fluggvényét az eggiiriség fliggvényéhl y tart o
hatarérték mellett kapjuk
Fy(X) = Jim Fyy(X y)
> FX:= x—>)|/i_r)nw FXY(%Y); 'FX(X)'=FX(X)
FX:=x=Jim_ FXY(xy)



T + 2 arctarix)

EX(x) = ; (1.4.6)

T

Rajzoljuk fel X peremeloszlas fliggvényét!
> plot(FX(x), x=-4..4,title = Perem eloszlas figgvény

Perem eloszlas fliggvény
0.9

0.8
0.7

0.6+

Mutassuk meg, hogy a peremeloszlas fiiggvény dgeneiberemigiiség fliggvényt adja!
d
ix FX(X)
S (2.4.7)
n(1+x) o

11.4.6. Példa. Az egyuttedisiiségfiggvény tartdja nem az egész sik
Tekintsuk az

- X
2(xtye” (0<x)és(0<y<1)
XY(xy) = 3
0 egyebként

kétvaltozos fuggvényt




(i) Mutassuk meg, hody.(x, y)fliggvény lehet egyuttesidiség fuggveény!

(i) Hatarozzuk meg a perertiréség fliggvényeket és rajzoljuk fel grafikonjukat!

(i) Hatédrozzuk meg az egyuttes eloszlas fuggvényrenp eloszlas fliggvényeket és rajzolluk
fel a grafikonokat!

MEGOLDAS
() Mutassuk meg, hody, (X, y)fliggvény lehet egy egyuttesréség fliggvény!
> restart:
XY= (X, y) —>piecewi5(€ x> 0andy > 0andy < 1, é (X +Y)-exp(-X), Oj :
XY (% y) =fXY(xy)
Xy(xy)= 3 3
0 otherwise

y) e O<xandO<yandy<1
(1.4.8)

Lathatoan agXY( xy) > O feltétel teljesil minden valosy esetén. Rajzoljuk fel a feluletet!

> plot3d( fXY( xy), x=-1..6,y=-1..2,axes=framed orientation=[ -110, 50, title
= Egydttes &riség fuggveny

Egyittes siriiség fliggvény

A siriiségfiggvény csak &a={(x y) |0 < x 0 <y < 1} tartomanyon nullatél kilénbég



Rajzoljuk fel a tartomanyt!

> plotg inequal({0 <x, 0<y,y<1},x=-2..6,y=-2..6,0ptionsfeasible (color
=yellow), scaling= constrainedoptionsexcluded (color =white), labels=["X",
"y" ], caption="Az értelmezési tartomany,’

o
\9)

5,

4_

Az értelmezési tartomany

Ellenérizzik, hogy a fellilet alatti térfogat 1, azazesljl a ériiség fuggvényre kirott masodik
feltétel is!
> Int(Int( XY(XYy),X=-00,,0),y=-0,00) =int(int( IXY(XYy),X=-0.0) y=-00,0);

2

[m (%x+%y)e'x O<xandO<yandy<1

Tz 0 otherwise

- o

dxdy=1 (1.4.9)

Tehat a4,.(x, y) figgveny valéban egy két dimenzidsiseg fuggveny!

(i) Hatarozzuk meg a perertirgség fliggvényeket!
Az X peremériseg fuggveényt az y-szerinti integral adjacf )-t6l cc-ig !

2]

> fX:= unappl;{J IXY(xy) dy, xj; TX(X) " =fX(X);

> plot( fX(x), x=-1..10,thickness 3, color = blug discont=true)
fX:= xﬁpiecewisé X< 0,0,0< X, % e+ % xe_x)

0 x<0

X(x)=7 1 x 2
3e +3xe 0<x



0.41

0.31

0.21

0.11

Az Y peremériiség fliggvényt az x-szerinti integral adjacf )-t6l co-ig !

2

> fY:= unappl;{J XY(xy) dx yj; Y (y) ' =fY(y);

> plot( fY(y),y=-1..3,color=red thickness 3)
fy .= y—>piecewis{ W 0,0,y<1, % + % y, 1<y, 0)
0 y<0
2 2
=3 - Tt <
fY(y) 3 t3y y<li

0 1<y



1.2

0.8

0.6

0.4

0.2;

(i) Hatarozzuk meg az egyittes eloszlas fuggvényrenp eloszlas fliggvényeket és rajzoljuk
fel a grafikonokat!
Az eloszlasfiiggvényt digiségfliggvény tartomanyintegralasa utjan kapjuk tggy a fel$
hatér véaltozik
Xy
FXY(XY) =J J fXY(uv) dvdu

Mivel fXY tartomanyonként eltéen értelmezett, ezért az integralast ezeken anartgokon
kilon-kulon kell szamolni!

1. tartomany. T,={ (x,y) |[x < 0 vagy y < 0 } tartomanyon fXY=0. Ezért itt FXY is O lesz! (Ez

az el$ siknegyed kivételével mindentt teljesil!)
2. tartomany: T,=~{ (x,y) |0 < xés 0<y < 1 } tartomanyon a megadott képletet kell integralni

yeX -u
> F2::simplifyUJ 2utvie du dVJ
0Jg 3

F2:= _%y(-y+e‘xy—2+2e_x+2xe‘x) (1.4.10)

3. tartomany: T,={ (x,y) | 0 < x és 1< y } tartomanyon az y-szerinti integralt [0,1] -n keénni!
X

1 -u
Fg::”mwmdudv
0 3
0

|=3:=1—e‘x—--§xe‘X (1.4.11)

Képezzik ezekkel a kifejezésekkel az eloszlasfuggvartomanyonként!

FXY:=factor( piecewise xx0or y<0,0,0<xand0<yandy<1,F2,0<xand1
<Yy, F3))



0 x<0ory<o0
1 -X -X -X
- =y (- — <
Exy = 3y( y+e*y—2+2e*+2xe¥) O<xandO<yandy<1 (14.12)
1—e_x—%xe_x O<xand1l<y

Rajzoljuk fel a grafikont!
plot3d| FXYx=-1..6,y=-1..4,axes= normal orientation=[ -120, 50])

Az X valtozo6 perem eloszlasfliggvényét Y végtelemoeth hatarértével szamolhatjuk kil
x:= X :assumel <y):FX:= lim FXY

0 x<0

FX:= _ _ 1.4.13
1—ex—%xex 0<x ( )

Rajzoljuk fel X perem eloszlasfliggvényét!
plot(FX x=-1..8,thickness 3)



0.9
0.81
0.7
0.61
0.5]
0.4
0.3
0.21
0.11

Ellendrizziik, hog;a/ FX x-szerinti derivaltja az fXirsiségfuiggveny!
DFX:= sumphfy( X ij X

X (X)
0 X<0
DEX = undefined x0
%e_x(lJer) 0 <x
0 x<O0

- - 1.4.14
%ex—i—%xex 0 <X ( )

Az Y valtozo6 peremeloszlasara is elheizzik a fenti feltételeket!
y:='y rassume0 <x) : FY:=lim FXY

> plot(FY, y=-0.5..2,scaling= constrainedcolor =red thickness 3)

FY = % v? Heavisidey) — % v? Heaviside -1 +y) + Heavisidé -1 + )

2
3

_2

" 3

y Heavisidey) y Heavisidé¢ -1 +v)



0.8;

0.6

0.4

0.2]

05 0 0.5 1 15 2

Grafikonok felrajzolasaval mutassuk meg, hog¥dderivaltja és aby (y) fUggvények
azonosak!

d
> DFY:= — FY
oy

DFY:= % y Heavisidéy) + % y? Dirac(y) — % yHeavisidé -1 +y) — % y* Dirac(-1+vy) (1.4.15)
. 2 - 2 . 2 .
+ Dirac(-1+vy) + 3 Heavisiddy) + 3 yDirac(y) — 3 Heavisidé -1 +y)

— % yDirac(-1+vY)

> plot([DFY+0.02,fY(y) ], y=-0.5..2,color = [black red]);

1.2

1]
0.8
0.6]
0.4

0.2]

05 0 05 1 15 2

11.4.7. PELDA. Szerkezetek megbizhatésaga

Egy szerkezet (pl. hid) megbizhat6sagi tanulmarséizde jel6ljeX akilsé terhelég ésY a
szerkezebelss ellendlléképességt (vagy erejét), amelyek altaldban véletlen vélkoA



szerkezetsszeomlasanak (angolul faluire) valésziisédgt a
p;=P(Y < X) =P(bels ellenallokepesség kiilss terheles

egyenbtlenség valésziiségével hatarozzuk meg.
Haszndljuk a szerkezetéatasainak modellezésére az

abe® P hax>0ésy>0
fur(Xy) = .y
0 , egyébként

kétvaltozos exponencialis fliggvényt. A killsatast aa > 0 és a beltsellenalloképességet a
b > 0 paraméterrel lehet megadni.

(i) Mutassuk meg, hogl.(X, y) valoban egy egylttesisiségfiiggveny!

(i) Mutassuk meg, hog¥X ésY exponencialis eloszlasuak és
fxy(xa y) = fx(x) fy(y) !

(iif) Mutassuk meg, hogy a szerkezet 6sszeomlasaalkdszirisége

|
at+b’

(iv) Adjuk meg aK =Y — X kllénbség valdsziiségi valtozo ériiség fuggvenyé
és ezzel az 6sszeomK < 0) =p; valoszitiseget!

Pr=

—r

Megoldas
Tetsdleges pozitia, b) paraméter mellett folytonos valésigegi vektorvaltozé az (X,Y),

2] 2]

mertj J fey(X y) dxdy=1.
> restart: XY := unapply piecewise * Oandy > 0 ,a-b-exp(-a-x—b-y), 0), X y) :
XY (X, y) =fXY(xY)

abe® ™™ og<xando<y
IXY(xy) = (1.4.16)

0 otherwise

() Mutassuk meg, hody, (X, y) valoban egy egyuttesigisegfuggveény!

> assumeé a> 0,b > 0):
Int(Int( XY(xy),x=0..0),y=0..00) =int(int( XY (xy),Xx=0..0),y=0..);
“ | a~b~e®X "V op<xando<y
xdy=1 (1.4.17)
0 0 otherwise
0

A stiriiségfliggveny felrajzolasahaza ésb paraméterek értékeit meg kell adni, hogy az

egyseégnyi térfogat elhelyezkedédé&zemléletes képiunk legyen!

Kisérletezzen az olvas6 mas paraméterekkel is!

> plot3d( eval fXY xy), [a=0.5,b=2]),x=-1..5,y=-1..3,axes=framed orientation= [
-140, 50));



i 8 e e e e R e e B e
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(i) Mutassuk meg, hogy €sY exponencidlis eloszlastak &g/(x, y) =f, (x) -f,(y)
> fX = unapply int XY Xxy),y=0..0), x) 'fX'(x) =fX(X)

0 x<0
X(x) = l aee @ <y (1.4.18)
> fY := unapply inf XY xy),x=0..0),y) 'fY'(y) =fY(y)
0 y<0
fY(y) = | by < y (1.4.19)
> IX(x)-fY (y) =fXY(xYy);
0 x<0 0 y<0
H a~e ¥ 0<x ] H b-e®Y o<y J ) (1.4.20)
a~b~e®¥* Y pg<xand0O<y
l 0 otherwise

Az exponencidlis eloszlagiség fliggvényének abrgjahoz valasszuiap.5 édh =2

paramétereket!

> plot(eval [ X X,fY(X) ], [a=0.5,b=2]),x=-1..5,color = [red blue], thickness= 3,
caption= Piros=kulsj terhelés,kék=betsellenalloképességirisége



Piros=kilsd terhelés,kék=belsd ellenall Oképesség siiriisége

b |
a+b’
Az 6sszeomlasi vizsgalathoz &z< X egyenbtlenségnek eleget tévartomany felett kell
integralni az egyuttedigiseg fuggveényt! Tehat

(i) Mutassuk meg, hogy a szerkezet 6sszeomlasanaszidi€egep; =

oo X

Pr= ” fyy(X Y) dxdy=J foy(x,y)dde-
ty <x) o

> plots-inequal { y< x},x=0..10,y=0..10,scaling= constrained :



10
Y:belzlt’i ellenallas

8,

Biztonsagi tartog

Osszeomlasi 1

> Int(Int('fXY'(X,y),y=0.Xx),Xx=0..0) =int(int( XY(xy),y=0.X),x=0..00);

a~+b~

oo X
[ JfXY(xy) dly ix = (1.4.21)

‘o o
A p= ﬁ megbizhatdsagi valos#igeg alakulasarol aa™
értékei mellett attekidtképet nydjt ap; valosziriség 3D-s rajza az (a;b) pozitiv ertekeire.

és 'b" paraméterek kilénbdz

> plotSd[ ,a=0..3,b=0..3,axes= boxed orientation=[ - 150, 75)

a+b



Az alabbi animaciokp, (a, b) valtozasat kdvetik nyomon az (a,b) paraméteretoxttasa
mellett!

> Rl:= Matrix(l, 6,[se(é ploﬁ
plots-display R

b
at+b’

a=0.5 title :‘b‘j, b=0.1.3.1, o.g D :



0.1 0.7 1.3 1.9 25 3.1
1. 1. 1. 1. 1.
0.4 0. 09 0.9 0. 0.
0.8 0.8
0.3J 0.7 0.8 0.8 0.8
: 0.7
0 0.7 0.7
0'5 0.6 0.6 0.7
0.2 : : 0.6
0.5 :
0.4 o 05 o 0.6
0.1 0.3 ' 0.4 ' 0.5}
0.2 0.3 0.4
0.3 0.4
02 5 02 5 02 5 02 5 02 5 135
a~ a~ a~ a~ a~ a~

A fenti abra alapjan a kovetkémegallapitast tehetjuk:
() Rogzitett "b" mellett az "a" paraméter ndvelédésokken a szerkezet
0sszeomlasanak valésigege.

> R2:= Matrix(l, 6,[se(é pIoE[azb,b:O..lO,titIe:‘a‘),a:O.l..5.1,1)D :
plots-display( R3

0.1 11 2.1 3.1 4.1 5.1
0 0. 0. 0. 0.7 0.
0.
0. 0 . 0 0.
0. 0. 0.
0 0.2 0. 0. 0 0.2
2610 2610 2610 2610 2610 2610
b~ b~ b~ b~ b~ b~

A fenti 4bra alapjan a kovetk&megallapitast tehetjik:

(i) Rogzitett "a" mellett a "b" paraméter ndvelsénovekszik a szerkezet
0sszeomlasanak valosiggge.
Lathatd, hogy aa ésb paraméterek valtoztatasai ellentétes hatassabkaamdsszeomlas
valbsziriségére.
(iv) Adjuk meg &K =Y — X kulonbség valoszitségi valtozo riseg fliggvenyét és ezzel az
6sszeomlaB(K < 0) =p; valoszirisegét!

> with( Statistics :

TR

X = RandomVariablé Exponent(a

o

Y= RandomVariablé Exponent(a



> giriiség X=PDF(X, X), siriség Y=PDF(Y,y)
0 x <0 0 y<o0
Siriség X= o , Siriséqg Y= o (1.4.22)
a~e ¥ otherwise b~e Y  otherwise
> K:=Y—-X:
> fK := unapply PDR KXx), x) fK'(x) =fK(x)
b~ a~
- <
a~+ b~ x<0
fK(x) = . (1.4.23)
b~e " *a~ 0
<X
a~+ b~
> p;=Probability( K < 0); eval % [a=0.5,b=2])
= b~
P a1 b
p;=0.8000000000 (1.4.24)

Tehat aa =0.5 éd =2 paraméterek mellett az 6sszeomlas valdsgige 80%.
> plot(eval fK( X, [a=0.5,b=2]), x=-10..3,color =red,thickness 3, caption
=K=Y-X kulonbség#iiség fliggvénye



K=Y-X kil énbség siiriiség fliggvénye

Az abran & =Y — X kllénbség valbszirségi valtozo ériiség fluggvénye lathatd, ameiyaz
0sszeomlas valosdisége K < 0 tartomany. A < 0 tartomany alatti gorbe terllete lesz az
0sszeomlas valésdisége, mely aa=0.5 éd =2 esetén 0.8.

V 11.5. Feltételes eloszlas és feltételes eloszlagligmy diszkrét esetben

Az A eseménynek B eseményre vonatkozo feltételésximiségét a
P(AB)
P(A|B)=——~
(Al B) P(B)
hanyadossal értelmeztik. Az X valésWégi valtozoval kapcsolatds= { X < x} eseménynek,
tetsdleges B eseményre vonatkozo feltételes valdseget hasonléan értelmezhetjik.

11.5.1. DEFINICIO. Feltételes eloszlasfliggvény eseményre vonatkozoan
Legyen X egy valosziiségi valtoz6 és B egy pozitiv valésizsedi esemény. Ekkor a
_ _ P({X<x}-B)
F(x|B) =P(X<Xx|B) = P(B)
fuggvényt az X valoszitségi valtozd B eseményre vonatkdelbételes eloszlasfiiggvégnek
nevezzuk.

Ha a B esemény egy masik Y valos@égi valtozéval kapcsolat@s= { Y=y} alaku esemény,
akkor kapjuk az X valosziiségi valtozonak Y valtozora vonatkozo feltételeselasfiiggvényeét.




11.5.2. DEFINICIO. Az X valtoz6 feltételes eloszlasfiiggvénye az Y t@#ora
Az

PU{X <x}-{Y=Vy})

_ P(Y=y)

flggvényt nevezzik az X valds#gégi valtozo Y -ra vonatkoZéltételes
eloszlasfuggvéngnek.

Megjegyzé

Folytonos Y valtozé esetén a nevid®en lew P(Y=y) valoszitiség 0, azonban bizonyos
feltételek mellett Iétezhet a fenti hanyados, riiarérték, mert ekkor a szamlalé is nulla. A
hatarérték ekkor a L'Hospital-szaballyal hataroamaég.

11.5.3. DEFINICIO. Diszkrét valtozok feltételes eloszlasa

Az
P{X=X3{Y=Y¥})  Pxv(X%Y)
f XV =P(X=x|Y=vV) = ! = J
XIY( |yJ) ( | yJ) P(Y:yj) pY(yj)
flggvényt (minix fliggvényét) az X diszkrét valos#segi valtozdr =y feltételre vonatkoz6
feltételes eloszlé@nak nevezzik.

Fyy(X1y) =P(X<Xx|Y=y) =

Tehat X ésY egydttes eloszlas métrixén‘alcyj ertékéhez tartozo oszlopat el kell osztani az
oszlop végeén talélhafé)( Y:yj) perem valosziiséggel és igy kapjuk X feltételes eloszlasat az
Y=y, feltételre nézve!

11.5.4. PELDA
Egy csomagban kétféle termék van - I. illetveipusu- és mindegyikib 10 - 10 darab.
Selejtek szdma az . tipusuak kdzott 3 db, mig tplisiak kozoétt 2 db. Kivesziink a
csomaghbdVisszatevéssel darabot.

X jelentse a kivett 2 eleni mintdban levé I. tipusu termékek szamat.

Y jelentse a kivett 2 eleni mintdban levé selejtes termékek szamat.
(@) Adjuk meg a4.(x, y) egyuttes eloszlasés af, (x), f,(y) peremeloszlasoat!

(b) Adjuk meg azfX|Y(X| y) feltételes eloszlast!
(c) Adjuk meg aszlX(y| x) feltételes eloszlast!
(d) Adjuk meg a#.(x, y) egylttes eloszlasfliggvenyds aF, (x), F,(y) peremeloszlas

flggvényeket
(e) Adjuk meg azFXlY(x| Y) ésFYlX(y| x) feltételes eloszlas fliggvényeket!

Megoldas
11.5.4. (a) EGYUTTES ELOSZLAS

Az alabbi dbra mutatja a termékek megoszlasatdkpés selejtek szerint.



|. tipusu | Il. tipusu | Osszesen
Selejt 3 2 5
JO 7 8 15
Osszesen 10 10 20

A kivett két termék kozott lehet 0, 1, 2 db |. toués lehet 0, 1, 2 db selejtes, igy mind X, mind Y
ertéke 0, 1 és 2 lehet!

> restart:
X, Y:=10,1,2],1[0,1, 2

X, Y:=10,1,2],[0,1,2 (1.5.2)
Mivel a kivett terméket visszatesszik, ezért azéssehetséges variacio =-20:
> N := 20-20;
N := 400 (1.5.2)
A P(X=i, Y=K) valosziriségeket a kovetkéZXY 3x3-s matrixban adjuk meg!
> XY := Matrix(3, 3, [[ 64, 32, 4, [112, 76, 13, [49, 42, 9]) /N
4 2 1
25 25 100
7 19 3
XY= 55 100 100 (1.5.3)
49 21 9
400 200 400

PéldaulX =0 ésy=0 esetén nem vehetlnk ki se I. tipusu, se selejteket. Ekkor a tablazat
szerint a jobb als6 sarokban ée& elem kozul vehetiink ki egyet, mindkét esetbgyn8i8 = 64 -
féleképpen teljestlhet az {X=0, Y=0} eset. Az olgadlertrizze a tdbbi szamitast, hogyan jottek
ki!
Egyuttes eloszlas 3D-s oszlop grafikonjat a malwoixeljarassal szemléltethetjuk.
> plotg matrixplot(fXY, heights= histogram axes=framed orientation= [ 60, 60, title

= Egydttes eloszlas hisztogramiabels=["X", "Y", "f{(X,Y)" 1)



Egyuttes eloszlas hisztogramja

A peremeloszlasoksorok sszegeilletve azoszlopok dsszegeidjak.

X peremeloszlas értékei
> X = Vector(3, i —>add( fX\(j,j =1
..3) ); Az 6sszegadd( X i],i=1

.3)
1
4
1
fX:= 5
1
4
Az 0sszeg 1 (1.5.4)
1
JR— h =
4 ,hax=0
1 _
fX(x)=y - ,hax=1
2
1 _
4 ,hax=2

Y peremeloszlas értékei
> fY := Vectof rovxﬂ(?;,j—»add( fX\(j, i
=1 ..3) ); Az 6sszeg add( f\J(,j =1

..3);
-9 3 1
fv:= 16 8 16‘
Az 6sszeg 1 (1.5.5)
9 _
1 ,hay=0
3 _
fY(y) = 8 ,hay=1
1 _
16 ,hay=2

Rajzoljuk fel az egy dimenziés diszkrét perem diosakat!

X perem eloszlasa palcika diagramja
> DynamicSystem®iscretePlof XfX style

Y perem eloszlasa palcika diagramja
> DynamicSystem®iscretePlof YfY, style




= stemthickness= 3, title = stemthickness= 3, title
= X perem eloszlaga =Y perem eloszlasa
X perem eloszlasa Y perem eloszlasa
0.5 0
0.4
0.3
0.2 0.
0. 0 J
0 05 1 15
0.5 1 15 2
>

11.5.4. (b) AZ f,(x|y) FELTETELES ELOSZLAS

Az
fx|Y(x|Y: O):[P(X = O|Y: O), P(X=1Y=0),P(X=2Y=0)]
feltételes valoszifiségekalkotjdk az X feltételes eloszlasat az Y=0 feltétgonatkozdan.
Ehhez az fXY egydttes eloszlas matls oszlopatvegig kell osztani az elsoszlop
P(Y=0) =f,(0) osszegevel! Igy valoban olyan nem-negativ szamkatink, amelyek 6sszege

1. Ezlesz atx|Y(x|Y: 0) feltételes eloszlas!

Az X valtoz6 eloszlass = 0 feltételre: Az X valtozo eloszlass = 0 feltételre:
fxw(XY=0) fxp(XY=0)
conver{ XY 5413 Vector) > DynamicSystem®iscretePlof Xfx_yQ
> fx_y0:= fy ' ; style= stemthickness= 3, title
) 1 = X feltételes eloszlasa Y=0 feltételre
Az0sszeF add( fx_yQi=1 ..3) ;
[ 64 ] X feltételes eloszlasa Y=0
295 feltételre
112
fx_y0:= 595 0.4
49 0.2
_ 225 | 0.2
AzOsszeF 1 (1.5.6) o.1
fou(X 0
f. Ixy=0 _ % 9) % o5 1 15 2
XY fy(0)
64 ,hax=0
225
112 _
295 Jhax=1
49 _
205 Jhax=2

Az XY egyuttes eloszlas matrieik oszlopéat végig osztjuk az oszlop P(Y=1) 6sszeg@ és igy



kapjuk azfx|Y(x|Y: 1) feltételes eloszlast!

Az X valtoz6 eloszlas¥ = 1 feltételre:

leY(x|Y= 1)
conver{ fX Vecto
> fx_yle— ( Y3202 l)) ;
fY,
Az0sszeF add( fx_yli=1 ..3)
) 16 }
75
_| 38
fx_yl= 75
e
25
AzOsszeF 1 (1.5.7)
fyy(X 1)
fe| XY=1|=——— =
X|Y( ) fY(l)
16 _
75 ,hax=0
38 _
75 Jhax=1
7 _
o5 Jhax=2

Az X valtoz6 eloszlasy =1 feltételre:
leY(X|Y= 1)

> DynamicSystem®iscretePlot Xfx_y1
style= stemthickness= 3, title
= X feltételes eloszlasa Y=1 feltételre

X feltételes eloszlasa Y=1
feltételre

0.5

0.4

0.3

0.7

0.1

0

0 0.5 1 15 2

Az

fXY egylttes eloszlas matrharmadik oszlopat végig osztjuk az oszlop P(Y=2) ésegével

és igy kapjuk ag(|Y(x|Y: 2) feltételes eloszlast!

Az X valtozo eloszlass = 2 feltételre:
fX|Y(x|Y: 2)
conver{ fXY ;5 ;Vector)
fYs ’
AzbsszeF add( fx_y2i=1 ..3)
4

25
12
25

9
25

fx_y2:=

fx_y2:=

AzoOsszeg 1 (1.5.8)

Az X valtoz6 eloszlasy = 2 feltételre:
fx|Y(x|Y: 2)
> DynamicSystem®iscretePlof Xfx_y2

style= stemthickness= 3, title
= X feltételes eloszlasa Y=2 feltételre




X feltételes eloszlasa Y=2
feltételre
0.4
0.3
0.2
(1.5.8)| 0.1
fou(X, 2
f Xy—Z—XY( ) % o5 1 15 2
XY fY(Z)
4
- h f—
o5 ,hax=0 §
12 _
o5 Jhax=1
9 _
o5 hax=2

feltételes eloszlasok:d =0, 1, 2 esetén

lex(y|X: O):[P(Y: O|X: O), P(Y=1X=0),P(Y=2X=0)]
feltételes valosziisegek alkotjak aY feltételes eloszlasat az X=0 feltételreonatkozéan. Ehhez
az fXY egylttes eloszlasatrix elsé sorat végig osztjuk a sor P(X=0) dsszegévigy olyan
valosziriségeket kapunk, melyek 6sszege 1.

Az Y valtozo feltételes eloszla¥a= O feltételre: Az Y valtozo feltételes eloszla¥a= O feltételre:
fyx(YX=0) fyx (YX=0)
> fy x0 > DynamicSystem®iscretePlof Yfy xQstyle
= 1/ = stemthickness= 3, title
fX1(00nver( XY | 4 4 =Y feltételes eloszlasa X=0 feltételre

VeCtOI) ) . AzGsszeg Y feltételes eloszlasa X=0 feltételre

:add( fy xQi=1 -3) 0.6
16 >
25 0.
0.3
8
fy_x0:= o5 0.2
0.1
1 0 J
25 0 0.5 1 15 2
Az0Osszeg 1 (1.5.9)

A fxy(O-Y) _ >
e 5109




16 _
o5 ,hay=0
8 _
o5 yhay=1
1 _
o5 ,hay=2

Az fXY egylittes eloszlas matrBeik sorat végig osztjuk a sor P(X=1) 6sszegews igy kapjuk

azfy (yIX =1) feltételes eloszlast!

Az Y valtoz6 eloszlasX = 1 feltételre:

fY|X(y|X = 1)
fX Vect
> fy xl:= conver {5.(2,1..3 ector) :
2
Azosszeg add( fy_x1i=1.3)
14
25
19
fxd=| 5o
3
50
Azosszeg 1 (1.5.10)
14 _
o5 o hay=0
fxv(1Y) 19
f X=11|= 19 hay=1
Y'XH ] (1) 50
3 p—
50 hay=2

Az Y valtoz6 eloszlasX = 1 feltételre:
fyx (¥X=1)

> DynamicSystem®iscretePlof Yfy x1
style= stemthickness= 3, title
=Y feltételes eloszlasa X=1 feltételre

Y feltételes eloszlasa X=1
feltételre

o
0.4
0.3}
0.2
0.1

15 2

Az fXY egylittes eloszlas matrixiB sorat végig osztjuk a sor P(X=2) dsszegéwes igy kapjuk

asz|x( y|X = 2) feltételes eloszlast!

Az Y valtozo eloszlasa = 2 feltételre:
ix(M%X=2)
converf fX¥ 5, 3Vector)
X5 '
Azosszeg add( fy_x2i=1..3)

> fy_XZ =

Az Y valtoz6 eloszlasX = 2 feltételre:
fyx(MX=2)

> DynamicSystem®iscretePlot Yfy x2
style= stemthickness= 3, title
=Y feltételes eloszlasa X=2 feltételre

’




ﬁ Y feltételes eloszlasa X=2
100 feltételre
21
fy x2:= 50 04
9 0.3
100
i ] 0.2
Azosszeg 1 (1.5.11) o1l
49 0 I
A ,hay=
100 ay=0 0O 05 1 15 2
fur(2,Y) 21
= = = —_— ,h =1
fY'XMX 2) £(2) 50 &y
9 >
— Jhay=2
100 ay

11.5.4. (ELOSZLAS FUGGVENYEK, PEREM ELOSZLAS FUGGVENYEK
Képezzik az egylttes eloszlasmatrix értékeit 6ssizadpal fel§ saroktol indulva!
> FXY := Matrix(3, 3) :

for j from 1to3do

for i from 1to3do ) o _
FXY ;= add( ad({ XY i =1.j),0i=1.0)

enddo
enddo:
FXY
4 6 1
25 25 4
11 71 3
25 100 4 (1.5.12)
9 15
16 16 1

Egyuttes eloszlasfliggveny lepeggrafikonja
> plotg matrixploi(FXY, heights= histogram axes=framed orientation= [ - 130, 60, title
= Egydttes eloszlas hisztogramiabels=["X", "Y", "F(X,Y)" 1);



Egyuttes eloszlas hisztogramja

&Y

Az Osszegzett peremeloszlasok.

X peremeloszlas fliggvénye X peremeloszlas fuggvénye
> FX:= conver( FX\[ 333 > XX:= [Xl—l,op(X),X3+1] TEXX:= [0,
Vector) ’ op( convert FXlist) ), 1]:
g ) DynamicSystem®iscretePlot XXFXX style= stair, thickness
1 = 3,title = X perem eloszlas fiiggvénye
4 X perem eloszl as fliggvénye
FX:=| 3 (1.5.13) L —
4 0.8
0.6
1 0.4
) ' 0.2
0 x<0 -1 0 1 2 3
% 0<x<1
FX(x) = 3 >
— 1<x<£2
4 <
1 2<X




Y peremeloszlas fliggvénye Y peremeloszlas fliggvénye
> FY:=conver( FXY . . > YY:i=[Y, —10p(Y), Y, +1]:FYY:= [0,
Vector) ’ op( convert FYlist) ), 1]:
i . DynamicSystem®iscretePlof YYFYY, style= stair,
i thickness= 3,title =Y perem eloszlas fliggvénye
16 Y perem eloszlas fliggvénye
Fy:=| 15 (1.5.14) 1 —_—
16 0.6
1
0.2
0 y<0 -1 0 1 2 3
9 O0<y<l1
16 S
FY(y) = 15
— 1<y<2
16 y=

11.5.4. (€EFELTETELES ELOSZLAS FUGGVENYEK
Ha a feltételes eloszlasok értékeit 6sszegezzidorakegkapjuk a feltételes eloszlas fliggvények

1”4

ertékeit!
X feltételes eloszlas figgvénye Y=0 X feltételes eloszlas figgvénye Y=0 feltételr
> FXX_YO= [0,0p( convert FX_YQist)), 1]:

feltételre
> FX YO:= [seo( ad({ fx_ypi=1 _j),j =1 DynamicSystem®iscretePlof XXFXX_YQstyle
- 3 ! = stair, thickness= 3, title
" ) ] = X feltételes eloszlas fliggvénye Y=0
feltétel
FX_YO:= [ﬂ, 176 1] (1.5.15) elictels
225" 225 X feltételes eloszlas fliggvénye Y=0
feltételre
0 x<0 1
64 0.6l
e <x<1 :
FoXY=0) =] s 2
T 16 1 cx<2 0 ! ? 3
225 o
1 2<X
X feltételes eloszlas fuggvénye Y=1 feltételrg¢

X feltételes eloszlas figgvénye Y=1
> FXX_YZ1= [0,0p( convert FX_Yadist)), 1]:

feltételre
> FX_Yl= [seo( ad(( fx_yli=1 ,_j),j =1 DynamicSystgm@iscretePlot XXFXX_Y1style
3 : = stair, thickness= 3, title
" ) ] = X feltételes eloszlas fuggvénye Y=1
16 18 feltételre
(1.5.16) )

FX Y1= [7—5 2 1]




(L1.5.10)

X feltételes eloszlas fliggvénye Y=1

feltételre
0 x<0
1 _l—
16 0.6
R— 0<x<1
75 - 0.
Fyy(XY=1) = 18 -1 0 1 2 3
— 1<x<£2
25 o
1 2 <X
X feltételes eloszlas figgvénye Y=2 X feltételes eloszlas fuggvénye Y=2 feltételrg¢
feltételre > FXX_Y2= [0, 0p( convert FX_Yaist)), 1]:
> EX Y2:= [seg( adt{ fx_y2i=1 _j),j =1 DynamicSystem®iscretePlof XXFXX_Y2style
- 3 ! = stair, thickness= 3, title
B ) ] = X feltételes eloszlas fuggvénye Y=2
feltétel
FX_Y2:= [i, 16 1] (1.5.17) elictels
25" 25 X feltételes eloszlas flggvénye Y=2
feltételre
0 x<0
1 _I—
4 0.6 ‘
2—5 0<x<1 0.2
Fxy(XY=2) = 16 -1 0 1 2 3
P 1<x<2
25 o
1 2 <X

Szamoljuk és abrazoljuk zquY(y|x) feltételes eloszlas fliggvények léfitls

Y feltételes eloszlas fiiggvénye X=0

feltételre
> FY_XO0:= [seo( adc( fy_xIOi =1 ..j),j =1
) 6 2
- [16 24
FY_X0:= [ o ol s
0 x<0
16
= <
o5 0<x<1
Fyy(YX=0) = 0
= <
o5 1<x<£2
1 2 <X

Y feltételes eloszlas fliggvenye X=0 feltételrs
> FYY_XO0= [0,op( convert FY_X(@ist) ), 1]:
DynamicSystem®iscretePlot YYFYY_XOQstyle
= stair, thickness= 3, title
=Y feltételes eloszlas fuiggvénye X=0
feltételre)

vV

Y feltételes eloszlas fliggvénye X=0
feltételre

1
04

M

Y feltételes eloszlas fliggvénye X=1
feltételre
> FY_X1= [seq adq fy xli=1.j),j=1

3]

(1.5.19)

Y feltételes eloszlas fluggvénye X=1 feltételr
> FYY_XL= [0,o0p( convert FY_Xlist)), 1]:
DynamicSystem®iscretePlof YYFYY_XIstyle
= stair, thickness= 3, title
=Y feltételes eloszlas fuggvénye X=1
feltételre)

1”4




14 47

FY_X].Z: [E’ %, 1] (1.5.19)
0 x<0
14
—_— <
o5 0<x<1
PayX=1)={  _
—_— <
50 1<x<£2
1 2 <X

Y feltételes eloszlas fliggvénye X=1

feltételre
1
0.64
0.2
-1 0 1 2 3

Y feltételes eloszlas fliggvénye X=2

feltételre
> FY_X2=[seq adq fy x2i=1.j),j=1
] 9 9
| 4 1
FY X2:= [—100, TTl 1] (1.5.20)
0 x<0
49
— <
100 0<x<1
Fay(MX=2) =}
— <
100 1<x<£?2
1 2 <X

Y feltételes eloszlas figgvenye X=1 feltételr
> FYY_X2= [0,0p( convert FY_X3ist) ), 1] :
DynamicSystem®iscretePlof YYFYY_X2style
= stair, thickness= 3, title
=Y feltételes eloszlas fuggvénye X=2
feltételre)

Y feltételes eloszlas fliggvénye X=2
feltételre

1”4

V 11.6. Feltételes siriiség fuggvény és a feltételéshatd érték folytonos esetben

Legyen az (X,Y) folytonos valosziségi vektor valtozo egyuttes eloszlasfliggvéiRygx, y) €s

Fy(X), Fy(y)a peremeloszlasflggvenyek .

Ekkor tetsédlegesAy # 0 esetén

P({X<x}-{y<y<y+a}) _

Fuy(X Y+ 4y) — Fyy(xy)

P(X<x|y<Y<y+4y)=

P({y<y<y+a})
A feltételes eloszlasfiiggvényt ugy kapjuk,

Fy(y+4y) —Fy(y)
ha linstd®pezink mién A y nullahoz tart

FX|Y(X|y>:A|JrH 0P<X < X| y<Y< y+Ay)=

jm XY ) 7Ry 0Fxy(%y) 9 Fxv(% y)
_ Ay—>0 Ay _ ay ay
- Fly+4y) —Fy) dFy(y) f,(y) ’
lim
4y—0 Ay oy

ahoIfY(y) az Y peremiuség fuggvénye.

11.6.1. DEFINICIO. FELTETELESELOSZLAS FUGGVENY FOLYTONOSESETBEN




Az X folytonos valészitiségi valtozo Y-ra vonatkozl%;<|Y(x|y) feltételes eloszlasfliiggvényeén

az egydittes eloszlasfliggvény y-szerinti parciaisvdltjanak és az Yiisiiség fliggvényének
hanyadosat értjik, azaz
OF (X Y)

_ ay
Fuv(XY)= )

11.6.2. DEFINICIO. X FELTETELES SURUSEG FUGGVENYE Y-RA NEZVE
Az X folytonos valészitiségi valtozo Y-ra vonatkozl‘g’g|Y(><|y) feltételes griségfiggvéngn a

megfeleb feltételes eloszlasfiggvény x-szerinti derivalidvényét értjik, azaz

9 ( OFrlxY) J ©2F, (% Y)
B y)= OF(Xy) _ 90X 9y _ Ixdy _ f (% Y)
XY o X fY( Y) fY( y) fY( y)

Hasonloan értelmezhieaz Y valtozonak X-re vonatkozo feltételes surigggvénye is
11.6.3. DEFINICIO. Y FELTETELES SURUSEG FUGGVENYE X-RE
Az Y folytonos valészitiségi valtozo Y-ra vonatkozqu(y]x) feltételes griségfiggvéngn

(% Y)
o9 = "

hanyadost értjuk.

Mivel aszlX()qx) feltételes 8riiség fuggvény, mint az y valtozo fliggvénye rendekkediriiség
fuggvényekre kirétt feltételekkel, ezért segitsédézamolhatunk varhat6 értéket. Ezt nevezziik

Y valtozo X-re vonatkoz6 feltételes varhat6 értédéas ez fiiggvénye az x valtozénak, amelyet
az Y valtozé X-re vonatkozo6 regresszios gorbéjéaatevezink.

11.6.4. DEFINICIO. Y FELTETELES VARHATO ERTEKE X-RE

X

Az E(Y|X) :J y fyx (YIX) dy integralt nevezzik Y feltételes varhat6 értékéxete nézve vagy
0

Y regresszios gorbéje X-re nézve.

A 11.6.2. definicioban szeréplegyenbséget szorozzuk mefg(y) -nal és 11.6.3. definiciéban
szorozzunK, (x)-szel és igy kapjuk szorzas szabalyltalanositasat folytonos eloszlasokra.

11.6.5. TETEL. Szorzéas-szabaly folytonos eloszlasa

Az X és Y folytonos valdsziisegi valtozoK,.(x, y) egyuttes &riiseg fliggvényef, (x) (ill.
fY(y)) az X (ill. Y) valtoz6 peremisiiség fliggvénye é§lY(x|y) (ill. leX(y|x) ) az X valtozé
Y-ra vonatkozd (ill. Y valtozé X-re vonatkozé )tieteles peremistiség fliggvényei kdzott
fenndll az

fxy(xv y)= fx|y(x|y) fy(y) = fyp((Y]X) 'fx(x)

szorzas-szabaly.

A perem firiiségfiiggvények 11.4.3. szamitasi szabalyat haszaaladabbi azonossagokat
kapjuk.

11.6.6. TETEL. Teljes valoszifiség-tétel folytonos eloszlasokra



Az X és Y folytonos valtozok perentirgiség fliggvenyei alfllithatok a megfelél feltételes
sirtiség fuggveény segitségével a kovetkeregral alakban

oo

B0 =[x ) | () By oy

) =
o0 (2]

f,(y) :J fyy (X Y) dx=£ fyx (V1X) -F (x) dx.

Az azonossagok tekinttigt ateljes valdsziniség-tételaltalanositasanak folytonos
eloszlasokra.

A Bayes-tétel altalanositasahoz mar csak eqy légéyzik.

11.6.7. TETEL. Bayes-tétel altalanositasa folytonasoszlasokra
o haxy) o v (oY) R (y)

fYIX(yIX)_ fy (X) @

| febay) ) ay

Bizonyitas

Irjuk be a 11.6.3. feltételesigiség flggveny definiciojandk, (x, y) szamlaldja helyébe a 11.6.5.
szorzas szabaly élegyenbséget es a nevélzef, (x) helyébe pedig a 11.6.6. teljes valo$ziy-
tétel el$ egyenbségét! Q.e.d.

11.6.8. PELDA. Feltételesiriiségek, feltételes varhat6 értékek és fuggetlenség

) e k 0<y<x<1
Legyen az egyittesidiségfuggvenyf (x, y) = __, ahol k>0 konstans.
0 egyébként
(a) Szamitsuk kiKR" értekét ugy, hogy f(x,y) egy két dimenzids elaszégyttes
siiriségfuggvénye legyen!
X
(b) Hatarozzuk meg és szemléltessik az X valthz&) =J f(x,y) dy perem diriiség
0
fuggvenyet!
. . . . . . . _fixy)
(c) Hatarozzuk meg és szemléltessik azY valtozo X matkmzon'X(ylx)— (%)
feltételes siriségfliggvenyit
X
(d) Hatarozzuk meg és szemléltessik az Y valtozo Xeratkozo E(Y|X) :J ny|x(y|X) dy
0

feltételes varhato értékét
1

(e) Hatarozzuk meg és szemléltessik az Y valtQz§) =J fyy(X y) dx perem &riiség
0
fluggvényét!

(f) Hatarozzuk meg és szemléltessiik az X valtozo \)ttarmtkozéfX|Y(x|y)= ff(TX(y)L)
1

(g) Hatarozzuk meg és szemléltessiik az X valtoz6 Weratkoz6 E(X]|Y) :J X Ty v (X]y) dx
y

feltételes griiségfliggvényt!

feltételes varhato értékét !
(h) Figgetlenek-eegymastol az X és Y valtozok?




MEGOLDAS

(a) Szamitsuk ki "k" értékeét ugy, hogy f(x,y) egy kidnenzios eloszladisiségfiiggvénye

legyen!

[ee] [ee]

Két feltételt kel teljesiteni: (ij (x, y) = 0 és (i) J J f(xy) dedy=1.

Y - 00

Az f, (X y) egylttes firiiség fliggveny

> restart:
f := unapply piecewise ¥ 0or x
<0,0,0<y<x<1,k0),xY)

(% y) =f (X, y):
(1.6.1)

0 y<0orx<o
k O<yandy<xandx<1

0 otherwise
A bezart térfogat 1 kell, hogy legyen!
> feltetel:= int(int(f(x,y),y=0.X), x

=0..1 =1,
isolatg feltetelk); assigrn %;

1
feltetel:= —- k=1
eltetel:= 5

k=2 (1.6.2)
> f(xy)

0 y<O0orx<o

2 O<yandy<xandx<1 (1.6.3)

0 otherwise

Azf,.(x y) egyuttes firiiség fuggvény

> plot3d( f(xy),x=-0.1..1.1y=-0.1
..1.1,axes=boxed orientation= [
- 155, 40}, title
= Egylttes &riség fuggveny
Egylttes siiriiség flggvény

1

(b) Hatarozzuk meg és szemléltessiik az X valtQaé) = J fyy(X y) dy perem ériiség

fuggvenyét!

0

Az X valtozo perem giriiségfliggvénye

> fX == unapply int f( xy),y=0..1),
X) : simplify( TX( X);

0 x<0
2x  x<1 (1.6.4)
0 1<x

Az X valtozo perem giriiségfiiggvénye
> plot(fX(x), x=-0.2..1.2 thickness 3,
title = Az X valtozo peremigisége

Az X Valtoz0 perem siiriisége

_—]

-0.20 020406081012
X




. . . . . . . _fixy
(c) Hatarozzuk meg és szemléltessik az Y valtoz6 Xeretkozof, (y|x)= (%)

siiriségfiiggvényét

(

)

feltételes

Az Y valtoz6 X-re vonatkozteltételes firliségfiiggvénye

_ fxy .- .
> fy x:= X(x) f(y|x) =fy_x

0 y<0orx<0
2 O<yandy<xandx<1

otherwise
fy[x) = 0 ~0
X
2 X x<1
0 1<x

(1.6.5)

A kapott két valtozos figgvényt szemléltessuk fetil
> plot3d( fy_xx=0..1,y=0..1,axes= boxed orientation=[69, 74, Q)




Rogzitetix=0.1, 0.3, 0.5, 0.7 és 0.9 értekekhez felrajzoljulntrpifliggvényét!
> kepeky:= Matrix(1, 5,[ sed plot fy xy=-0.1..1.1thickness 3,title =x),x=0.1

.0.9,0.2]):
> plots-display( kepeky
01 0.3 0.5 0.7 0.9
10 3 2= 1.4 1
8 1.5 1 0.8
6 2 . 0.6
0.6
4 : 0.4
1 0.5
0 0.61 0 061 0 0.61 0 0.61 0 0.61
y y y y y

Rogzitetty =0.1, 0.3, 0.5, 0.7 és 0.9 értékekhez felrajzoljulgtmrifiiggvényét!

> kepekx= Matrix(1, 5,[ sed plot fy_xx=-0.1..1thickness 3,title=y),y=0.1..0.9,
0.2)]):

> plots-display kepekx

0.1 0.3 05 0.7 0.9
3 1. 1 1
7 1. 1 0.
2 1 0 0.
3 1 0. : 0.
1 0. 0. 0.
0 061 0 061 0 0.61 0 0.61 0 0.61
X X X X X

X
(d) Hatdrozzuk meg és szemléltessiik az Y valtozo Xeratkozo E(Y|X) :J nylx(y|x) dy
0

feltételes varhato értékét

A szamitast a varhato érték szokasos definicidjpjah végezzik. A kapott varhato érték fligg az
x-valtozotol. Ezt a fliggvény az Y valtozo X-re vikazo regresszids gorbéjének is hivjuk, amely

jelen esetben g 0, Intervallumon értelmezejt= % egyenes.

Y valtozé X-re vonatkozteltételes varhaté | Y valtoz6é X-re vonatkozéeltételes varhat6
ertéke értéke
> ‘regresszio_Y|X:= simplify( int| yfy xy > plot( ‘regresszio_Y|Xx=0..1,scaling
=0.1)); = constrainediitle
(1.6.6)



regresszio_Y|X= (1.6.6) =Y feltételes varhat6 értéke vagy
defined regreszios gorbéje X-rthickness= 3)
undetine x<0 Y feltételes varhato értéke vagy
regreszios gorbéje X-re
% X x<1 g gorbel
0.4
undefined 1 <X 0.2
0 0.20.40.60.8 1
X

1
(e) Hatarozzuk meg és szemléltessuk az Y valthzg) = J fyy(X y) dx perem &riség

0
fliggvényét!

Az Y valtozo perem giriiségfliggvénye Az Y valtozo perem siriiségfiggvénye
> fY := unapply simplify int f xy), x > plot(fY(y),y=-0.1..1.1fitle
=y..1)),y) :fY(y); =Az Y valtoz6 peremigisége

0 y<o0 thickness 3)
2—2 Yy y <1 (167) Az Y valtozo perem surusege
’ =Y 15
1
0.5

0O 02 04 06 08 1
y

fyv(X )
(f) Hatarozzuk meg és szemléltessijkfﬂ;(y|x): ?\((T feltételes sriuségfiggvényt!

Az X valtozo Y-ra vonatkozteltételes siriiségfliggvénye

_ fxy)
” Y Ty
0 y<O0orx<0
2 O<yandy<xandx<1
0 otherwise
fx_y:= (1.6.8)
0 y<O0
2—-2y y<l1
0 1<y

A kapott két valtozos flggvényt szemléltessik fel Ul ettel




> plot3d( fx_yx=-0.1..1.1y=-0.1..1.1axes= boxed orientation=[69, 74, Q)

20+~

Rogzitetix=0.1, 0.3, 0.5, 0.7 és 0.9 értekekhez felrajzoljulgtrpifliggvényét!

> kepeky:= Matrix(1, 5,[ sed plot fx_yy=-0.1..1.1thickness 3,title =x),x=0.1
.0.9,0.2)):

> plots-display( kepeky

0.1 0.3 05 0.7 0.9
1 1.4 1.8 3 9
0.8 1 1.4 7
0.6 1 2 5
0.6
0.4 0.6 1 3
0.2 0.2 0.2 _ A
0 061 0 061 0 0.61 0 061 0 061
y y y y y




Rogzitetty=0.1, 0.3, 0.5, 0.7 és 0.9 értekekhez felrajzoljulgtmifliggvényét!
> kepekx= Matrix(1, 5,[ sed plot fx_yx=-

0.1..1,thickness 3, title=y),y=0.1..0.9,

0.2)]):
> plots-display kepekx
01 0.3 0.5 0.7 0.9
1 1. 2 3 18
1 1.
0.6 1 2 6
. 1 4
0.2 0. 0. 2
0 0.61 0 0.61 0 0.61 0 061 0 061
X X X X X

(g) Hatarozzuk meg és szemléltessik az X valtozé WoratkozOE(X|Y)=
1

J xfyy(xly) dx feltételes varhat6 értékeét!
0

Ezt a fliggvény az X valtozo Y-ra vonatkozo regressgorbéjéenek is hivjuk, amely most a
[0, 1] intervallumon értelmeze’&l-;—1 egyenes.

Y véltoz6 X-re vonatkozéeltételes varhato

érteke

> "Regresszio_X|Y:= simplify( int xfx_y; x
=0.1));

Regresszio_X|¥ (1.6.9)
undefined <0
1 1
5 y+ 5 y<1
undefined 1<y

Y véltoz6 X-re vonatkozteltételes varhato
értéke
> plot( Regresszio X|¥=0..1,0..1title
= Az X valtozo feltételes varhato értéke
vagy regresziés gorbéje Y;thickness
= 3)
Az X valtozé feltételes varhaté
értéke vagy regreszios
gorbéje Y-ra

02 04 06 08 1
y

(h) Fuggetlenek-e az X és Y valtoz6k?
Ellenérizzik, hogy az

X(x)-fY(y) #f(XY)
egyenbtlenség teljesll vagyis az X és Y valtoaikm fliggetlenek

X és Y valtozok nem fliggetlenek
> simplify( IX( X -fY(y)) #=f(XY);

(1.6.10)

X és 'Y valtozék nem fliggetlenek
> plot3d( fX( ¥ -fY(y),x=-0.1..1.1y=-0.1
1.1 title
= A két peremgiiség fuggvény
szorzata nem az eredeti 2 dimenziés




2x  x<1 (1.6.10)
< siriiség fuggvényaxes= boxed
0 1=x orientation= [ -120, 40] )
0 y<0 A két perem#iiség nggvény_
szorzata nem az eredeti 2
2—-2y y<l | # dimenzi6s siiriiség fuggvény
0 1<y
0 y<O0or x<0
2 O<yandy<xandx<l1
0 otherwise

A jobb oldali grafikon nem ugyanaz, mint&z(x, y) egyittes ériiség fiiggvény korabbi
grafikonja.

V 11.7. valésziiségi valtozok fliggetlensége

Az esemeények fliggetlenségét felhasznalva értelnjékhaldsziriségi valtozok fliggetlenségét.
Ha ugyanis az A és B eseményeket az X és Y valtegéségével a kdvetki@ppen adjuk meg

A={X<x}esB={Y <y},
akkor az esemeénydk A-B) =P(A) -P(B) fuggetlensége definialja az X és Y valtozok
fuggetlenségét.

11.7.1. DEFINICIO. Két valtoz6 fiiggetlensége elosa fiiggvényekkel
Az X és Y valGszifiségi valtozokatiiggetleneknek nevezziik, ha

ny(xv y) = Fx(x) : Fy(y)
teljestil minden valds ésy esetén.

Diszkrét esetben ez ekvivalens az eloszlasokrhastinlo feltétellel.

11.7.2. TETEL. Diszkrét valtozok fiiggetlensége elpisisokkal
Az X és 'Y diszkrét valosziiségi valtozoKiiggetlenek,ha teljesil az

Fev (% Vi) = fx (%) T (%)

egyenbseg minden i-re és k-ra, aHQ(x) esf, (y) az X és Y valtozé diszkrétoszlast jeldl.

Folytonos esetben 11.7.1. ekvivalensidiség fliggvényre tett hasonlo feltétellel..

11.7.3. TETEL. Folytonos véltozok fliggetlenségdisiség fiiggvényekkel
Ha X és Y folytonos valdsziiségi valtozok, akkor ezek fliggetlensége ekvivatems
fuy(X Y) =1 (X) f,(y) minden x, y-ra

egyenbseg teljesulésevel, ahigl(x) esf, (y) az X és az Y valtozdiriiseg fuggvengt jeloli.

Bizonyitas
Az egylttes &riiség fliggvény és az egyuttes eloszlasfliggvény kigtasadapjan



fv(%, y):% Fxv(Xy) =

0 0
C (R0 Fy(y)) = (5 B0 ] 5y vy ) =100 fyty).

- oxoy

Q.ed
A legegyszefbb zajos digitalis adatatviteli modell megfogalmaizhval6szitiségi valtozokkal.

11.7.4. PELDA. Digitalis kommunikacios csatorna zgl

A digitalis kommunikécids csatornahozeldlje (X; Y) azt a két dimenziés valos#segi
vektor valtozot, amelyben X a csatobemeneti jeleés Y a csatorrkimeneti jele (Lasd az
abrét!)

FlY=01X =

Legyenek adottak az aldbbi valésisagek
P(X=0)=0.45 a bemeneti 0 jelek &brdulasanak relativ gyakorisaga vagy valoézéye;
P(Y=1|X=0)=0 .1annak valoszifsége, hogy az Y kimenet 1, feltéve, hogy a bemefret
0; (a 0 jel tévesztése)
P(Y=0|X=1)=0.15annak valésziisége, hogy az Y kimenet 0, feltéve hogy a bemetret
1; (az 1 jel tévesztése)
(a) Hatarozzuk meg az (X; Y) vektorvaltoz6 egylttssziasat!
(b) Hatarozzuk meg az X és az Y valtozok peremedsst!
(c) Vajon fuggetlenek-e az X és Y valtozok? Irjuklédatba az egyittes valdsisegeket!

Megoldas

Vegyuk fel az ismert valésziségeket!

> restart:

> "P(X=0)":=0.45

> “P(Y=1|X=0)":= 0.1;"P(Y=0|X=1)":= 0.15

P(X=0):=0.45
P(Y=1|X=0):= 0.1
P(Y=0|X=1):= 0.15 (1.7.1)

Az abran lathato azon valéstigegeket- amelyeket a feladat nem adott mkgmplementer
képzésel kapjuk!
> "P(X=1) == 1-"P(X=0)"
P(Y=0|X=0)":= 1-"P(Y=1|X=0):
P(Y=1|X=1) = 1-"P(Y=0|X=1):
P(X=1):= 0.55

P(Y=0[X=0):= 0.9



P(Y=1|X=1):=0.85 (1.7.2)

Az egylttes eloszlas értékeit a valo§isiigekszorzas szabalyadja meg.
> “P(X=0,Y=0):= "P(Y=0|X=0)"-"P(X=0)"

"P(X=0,Y=1)":= "P(Y=1|X=0)-"P(X=0)
"P(X=1,Y=0)":= "P(Y=0|X=1)-"P(X=1)
P(X=1,Y=1)":= "P(Y=1|X=1)-"P(X=1)

P(X=0,Y=0):= 0.405
P(X=0,Y=1):= 0.045
P(X=1,Y=0):= 0.0825
P(X=1,Y=1):= 0.4675 (1.7.3)
Létrehozzuk az egydittes eloszlas 2x2-es matrixtlegzoljuk 3D-s oszlop diagramjat!
> pXY:= Matrix(2, 2, [ [ P(X=0,Y=0)’, "P(X=0,Y=1)"], [ P(X=1,Y=0), "P(X=1,Y=1)1]);
0.405 0.045

(1.7.4)
0.0825 0.4675

pXY:=

> plotg matrixploi(pXY, heights= histogram axes=framed orientation= [ 26, 48], title
= Egylttes eloszlas oszlop diagramja

Egyittes eloszlas oszlop diagramja

(b) A perem eloszlasokat a méatrix sorainak illetgelopainak dsszegei adjak! Ezek egy-egy
Bernoulli-tipusu diszkrét eloszlasok lesznek.

> pX:= ['P(X=0,Y=0) + P(X=0,Y=1)} "P(X=1,Y=0) + P(X=1,Y=1);
> pY:= ['P(X=0,Y=0) + P(X=1,Y=0)} P(X=0,Y=1) + 'P(X=1,Y=1);
pX:= [0.450, 0.5500
pY:=[0.4875, 0.5125 (1.7.5)

Adjuk meg egy F 3x3-as métrixban az egyttes €l oszlast és a perem €l oszl dsokat!



F := Matrix(3, 3) :

Fi.21.2= PXY:

F, 5 3.37= convert pXVecto :

F3 3 1.0°= convert pyVecto) : F3 5:==1:
Egyiittes és perem eloszlasdk

V V. V V V

0.405 0.045 0.450
Egyuttes és perem eloszlasok 0.0825 0.4675 0.550 (1.7.6)
0.4875 0.5125 1

(c) Ellensrizzik, hogy teljesul-e |aXYLj =pX- p\q egyenbség minden i, j = 1, 2 index esetén!

> le-le +* pXYl’ 1
0.219375000G# 0.4050000000 2.7.7)

Mivel az egyerdség mar az i=1 és j=1 index esetén sem teljeséif @z X és Y valdsziisegi
valtozéknem lehetnek fliggetlenelegymastol!
Megjegyezzik, hogy rossz lenne, havatput fliggetlen lenne amputtél!

Barmely X és Y diszkrét eloszlasbol tudunk képeryan egyittes eloszlas matrixot, amely
fuggetlen eloszlasokat mutat. Ehhez ki kell szélim)mg-p\q 0sszes lehetséges szorzatot és ezek
lesznek EP( X=X, Y:yj) egyluttes eloszlas értékei. Tehat az F matrix dtedsaban és utolsé

oszlopaban szergpszamok szorzatat kell a matrixba beirni!

> Flggetlenség= F:
forito2do
for jto2do

FUggetIensq’q = pX-pY|

enddo:
enddo:
Flggetlenségre alapozott egyittes eloszladggetlenség

0.2193750 0.2306250 0.45
Flggetlenségre alapozott egyuttes eloszla9.26812500 0.28187500 0.55Q00 (1.7.8)
0.4875 0.5125 1

Ha a fenti matrix bal fetssarkaban lev 2x2-s métrixot adtuk volna meg egydittes eloszlésna
akkor X és Y fuggetlen lenne.

Az (j tAblazatban a flggetlenség teljesiléséttatédes valosziiségek segitségével is
ellendrizhetjuk

p(v=1|x=0) =P(Y=1.X=0) _ 0230625

= 0.5125=P(Y=1) az eredeti 0.1 helyett

P(X=0) 045
P(Y=0[X=1) = P(:)?'_X; b - 0%62;25 = 0.4875=P(Y=0) az eredeti 0.15 helyett

V 11.8. Két és tdbb dimenzids nevezetes eloszlasok

11.8.1. Polinomialis eloszla
A binomialis eloszlas altalanositaspainomialis eloszlasamelynél a kisérletnek nem csak két



kimenetele lehetA vagy ennelA tagadasa kdvetkezhet be). Tegylik fel, hogy egrleis
kimenetelek kilonbos A, A,,..., A kategoriaba eshet. Ezek a kategoriak repdre,,..., p,
valdsziriséggel kovetkeznek be, amelyek dsszege
OVl P e
Ez azt jelenti, hogy a&;, A,..., A, események teljes esemenyrendszert alkotnakpplhﬁ’l(A)
i=1,2,.k).
,(A kisérletet 3negismételji]k egymastol fliggetlensker. Jeldlje azt a valdszifisegi valtozat,

hogy az n kisérletid azA esemény hanyszor kévetkezett be.

Kérdezzik, hogy mekkora az esélye az

Ky =Xy Ko =X o K=X
egyuttes eseménynek, alph-x, +...+ X =n.
Megmutatjuk, hogy a

X X X

- - -y |= n! 1,2 k
P(X =X X=X, ...,Xk—xk)_ NYEIY Py Py Py

képlettel értelmezett valdstiségek k-dimenzids eloszlast definialnak, mert dgsizd.. Ugyanis
a polinomialis-tétel alapjan
X X X

n!
PP Py = (Py+ P+t p) =1

=n X X0 x !
X X Fetx=nX X5 X

11.8.1. DEFINICIO. POLINOMIALIS-ELOSZLAS
AZX= (Xy Xy X)) diszkrét k-dimenzids eloszlgsplinomialisnak nevezzilk, h¥ értéke

X X X
0, 1,...nlehet éSD(Xlle, X5 =X, oun, Xk:xka -pll-pzz-...-pkk.

n!
xl!-x2!-...-xk!

Nézzlnk egy példat polinomidlis eloszlas alkalmazis

11.8.2. PELDA. POLINOMIALIS ELOSZLAS ALKALMAZASA
Egy helyi benzinkut 3-féle benzint ad el rendszemeamelyek elnevezése normal, prémiu
és szuper tipusu. Az eladasok statisztikaja szandisarlokp,=60%-a normal benzinp,=30%-

a prémumot €g,=10%-a szuper benzint vasarol.

(i) Hatarozzuk meg annak valosisegét, hogy a kovetkén=10 vasarlé kozul 5 vasarol
normal, 4 vasarol prémium és 1 vasarol szuper tegthé
(ii) Feltételezve, hogy a 10 vasarl6 kézgs vasarlo vesz normal benzint, milyen variaciok

fordulhatnak éd? Adjuk meg az 6sszes variaciot és hatarozzzukanedfordulasuk
valbsziriségeit! Melyik eset a legvalésiitnb? Rajzoljuk fel a valdsziségeket oszlop
diagrammal!

fordulhatnak &l. Adjuk meg az 6sszes variaciot és hatarozzzukameghfordulasuk
valbsziriségeit! Melyik eset a legvalésiitnb? Rajzoljuk fel a valdsziségeket oszlop
diagrammal!

(iii) Feltetelezve, hogy a 10 vasarld kozg4 vasarld vesz prémium benzint, milyen variacif

Megoldas

(i) Vegytk fel az adatokat!

> restart:
pl, p2 p3:= 0.6, 0.3, 0.1;
X1, x2, x3:=5,4,1



pl, p2 p3:=0.6,0.3,0.1
x1, x2,x3:=5,4,1 (1.8.1)

Jeldlje X1 azon vasarlok szamat, akik normal, X@nazasarlok szamat, akik prémium és X3
azon vasarlok szamat, akik szuper benzint vasdolna
> n:=x1+x2+x3

n:=10 (1.8.2)
_ _ _ _ n! XL 2. 3
> P(X1=X1, X2=x2 X3=X3) = ~ =~ Pl p2“-p3
P(X1=5,X2=4,X3=1) =0.0793618560 (1.8.3)

Tehat kb. 7.9% az esély arra, hogy 10 vasarlo kbzdsarol normal, 4 prémium és 1 szuper
benzint.

(i) Az egyes variaciokat és a hozzajuk tartozé vahiiséigeket szamoljuk.
> x1:= 5:variaciokl:= [seq[ xI1x2 n—x1—x2],x2=0..5)]
VarIéC|ék1'= [[51 O) 5_'! [51 1! 4]! [51 2! 3]! [51 3! 2]) [5) 41 1]) [5) 51 0]] (1'8'4)

> valoszidiségekl=

I X X X
evalf| sef ——-—— -pl 1-p2 2-pf:’» 3 xin variaciokl|, 5
X161
valészimségekl= [0.00019596, 0.0029393, 0.017636, 0.052909, 0.0793627618 (1.8.5)

> StatisticsColumnGraph valészifségekloffset=-0.2,distance= 0.6,width= 0.4 title
="Benzin vasarlas variacidihoz tartozo valogisiggek’)
Benzin vésérlés variaciGihoz tartozé val 6sziniiségek

0.07

0.06]

0.05
0.04
0.03
0.02
0.0% I
|
1 2 3 4 5

Tehat feltételezve, hogy, =5 vasarl6 vesz normal benzint 10 vasarlo kozikpalegnagyobb
az esellye annak, hogy=4 vasarlé vesz prémium gs= 1 szuper benzint.
(iif) Az egyes variaciokat és a hozzajuk tartoz6 vahfiséigeket szamoljuk.
> X2:= 4 :variaciok2:= [seq[ x1x2 n—x1—x2],x1=0..6)]
variaciok2:= [[0, 4, 6], [1,4,5], [2,4,4], [3,4, 3], [4,4, 2], [5,4,1],[6,4,0]] (1.8.6)




> valoszidiségek2=

I X X X
evalf[ se(ﬁ ﬁ -pl 1-p2 2-p3 3 xin variéciékZ], 5] ]
177207

valoszidségek2=[0.0000017010, 0.000061236, 0.00091854, 0.0073483304Y, (1.8.7)
0.079362, 0.07936R

> Statistics-ColumnGraph valdszifsegekoffset=-0.2,distance= 0.6,width=0.4title
="Benzin vasarlas variacidihoz tartozo valogsiggek’)
Benzin vasérlés variaciGihoz tartozé val 6sziniiségek

0.07
0.06
0.05]
0.04
0.03;
0.021
0.01
N
2 3 4 5 6

Tehat feltételezve, hogy, = 4 vasarlé vesz prémium benzint 10 vasarlé koiddonaz
(%= 5, %= 1) és(x1 =6,%X3= O) eseteknek ugyanakkora a valosizége és ezek a maximalis
valdszirisédi esetek. &

11.8.3. PELDA. Adatatvitel torzulasa
Egy digitalis adatatvitel soran annak valé$sige, hogy egy byte informacio nagyon,
mérseékelten vagy kis mertékben torzul renmr®).01,p,=0.1 €9,=0.89. Tegyuk fel, hogy 3

byte informaciot kuldink at a csatornan, melyekutasanak meértéke egymastol figgetlen.
Jeldlje X azon byte-k szamat a 3-bol, amelyek naggozultak és jeldlje Y azon byte-k szanjat
a 3-bol, amelyek mérsékelten torzultak.

(a) Hatarozzuk meg &g (x,y) egylttes eloszlas matrixot!

(b) Szamitsuk ki a P( 1< X, Y<2) valOsiigeg értéket!

(c) Adjuk meg az X perem eloszlast és rajzolgikilcika diagrammal!
(d) Szamitsuk ki az E(Y|X=1) feltételes varhat@ket!

(e) Fuggetlenek-e egymastol az X és Y valtozok?

MEGOLDAS
(@) Az fy\ (X y) egylttes eloszlas szamitasa

X lehetséges értéke 0, 1, 2 vagy 3, mert 3 bytexlm@dgyon torzultak szama maximum 3 lehet. Y
értékei ugyanazok lehetnek, csak a mérsékeltenltakzszama.



> restart: X:=1[0,1,2,3;Y:=X;

X:=10,1, 2,3

Y:=1[0,1, 2,3 (1.8.8)
Az {X=x, Y=y} esemény azt jelenti, hogy a 3 bytet3g" darab nagyon torzult és "y"
meérsekelten torzult. Hasznaljuk a a torzulasok éilggségét, vagyis P( X=x, Y=y ) = P(X=x)* P

(' Y=y) feltételt.
JeldljeN, azt az esemenyt, hogy az i-ik bygegyon torzultM, azt az eseményt, hogy az i-ik byte

meérsékelten torzult 4§ azt az esemenyt, hogy az i-ik bktesétorzult, ahol i=1, 2 és 3 lehet.
Feltétel szerinP(N ) =p,=0.01,P(M) =p,=0.1,P(K;) =p;=0.95.

Az {X=x, Y=y} esemény olyarB,, B,, B; harmasbol all, amelybds) jeloli az i-ik byte
torzulasanak mértekét. Ez&tiehetN,, M, vagyK; tetsdleges ismetidéssel. Ebben a sorozatban

x darab N van, y darab M van és (3-x-y) darab K Vgy a valoszifiséget az ismétléses
permutacio alapjanszamolhatjuk

31 plp2p3® ¥ Y
X'yl (3—x—y)!

f:=(xy)

> fi= (x )~

., 3 pl*p2p3d * Y
X'yl (3—x—y)!

(1.8.9)

> pl, p2 p3:=0.01, 0.1, 0.89
pl, p2 p3:=0.01, 0.1, 0.89 (1.8.10)

Az alabbi eljaras a matrix sor és oszlop indexapjdin elledrzi azx +y < 3 feltételt és
kiszamolja a valdszirségeket! Mivel i=x+1 és j=y+1, ezért i+j=x+y+2<74tg x+y<=3.
egyuttes=proc(i,j) if i +j <=5thenevalf( f(i— 1,j — 1)) else0 end if end proc
egyuttes=proc(i,j) if i +j <=5 thenevalf( f(i— 1,) — 1)) else0 end if end proc(1.8.11)

Feltoltjik az egylttes eloszlas matrixat azéleljaras segitségével!
fXY:= Matrix(4, 4,egyutte$

fXY:= (1.8.12)
[ 0.7049690000 0.2376300000 0.02670000000 0.00100000P000
0.02376300000 0.00534 0.0003000000000 0
0.0002670000000 0.00003000000000 0 0
0.000001000000000 0 0 0

A teljes 6sszeg 1, ezért valoban egy két dimereddszlast kaptunk!
add( adct fX}’(j, i=1 ..4),j =1 ..4)
1.0000000000 (1.8.13)

> plotg matrixplof]( fXY, heights= histogram axes=frame gap=0.25)



(b) Szamitsuk ki a P( 1< X, Y<2) valostigeg értekét! (2 pont)
P( 1< X, Y<2) valoszitiséget az X>1-nek megfebel = 3 és 4 sorok és Y<2 -nek megfélgt 1
és 2 oszlopok keresztgkeseben all6 matrix elemek 6sszegzésével kapjuk.
> P(1L<'X,Y <2)=add(adq fXY;j=1.2),i=3.4)
P(1 <X Y < 2)=0.0002980000 (1.8.14)

(c) Adjuk meg az X perem eloszlast és rajzolelkpfalcika diagrammal! (3 pont)
Azf, (x) peremeloszlasokat a sorok 6sszegzésevel kapjuk.
> fX:= [sec( adc( in\’(j,j = 1..4), i= 1..4)]
fX:=[0.9702990000, 0.02940300000, 0.0002970000000, CAA@BDOO000Y  (1.8.15)
> palcikak:= [sec{[[ i—1, 0], [i — 1,f)§”, i =1..4) ];

plot( palcikak color = blug thickness 3)
palcikak:=[[[O, 0], [0, 0.9702990000, [[1, O], [1, 0.02940300000, [[2, O], [2,

0.000297000000p0, [[3, 0], [3, 0.0000010000000Q0]
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(d) Szamitsuk ki az E(Y|X=1) feltételes varhat@ket! (2 pont)

Az fY‘|‘x= 1(y) Y feltételes eloszlast az X=1 feltételre vonatkaz gy kapjuk, hogy az XY
matrix X=1 értékéhez tartoz6 (mésodik) sorat ejakz sordosszeggel, vagyis az fX
peremeloszlas X=1-hoz tartozé (masodik) értekével.

> “fXY_X=1":= LinearAlgebrd Row]( fXY, 2)

fXY_X=1:= [ 0.02376300000 0.00534 0.000300000000d 0 (1.8.16)
. o IXY X=1
> Cf(Y|X=1) = =t
X,

f(Y|X=1):= [ 0.808182838480260 0.181614121006800 0.010203040606(0).] (2.8.17)

A varhato értéket Y értékei és a megiélehlosziiségek szorzatésszege adja.
> CE(Y|X=1)'= add( Y f(Y[X=1)}i=1 -4)
E(Y|X=1)=0.202020202018800 (1.8.18)

((e) Fuggetlenek-e egymastol az X és Y valtozokaoft)

Ha fuggetlenek, akkor P(X=0, Y=0) egyuttes valoggéy P(X=0)*P(Y=0) szorzat
valésziriséggel kell egyeihek lenni. Ehhez szamoljuk ki &% peremeloszlast!

> fY.= [sec( adq fxyj, I = 1..4),j = 1..4)]

A A AN



fY :=[0.7290000000, 0.2430000000, 0.02700000000, 0.00 DUWWD] (1.8.19)

> X Y, # XY, 4
0.7073479716# 0.7049690000 (1.8.20)

Tehat az X és Y valtozék nem fuggetlenek!

11.8.4. Kétdimenzids normal eloszl3
Generaljunk olyan egydttesréség fliggvényt, amelynek, ésZ, peremeloszlasai standard 1-

dimenzios N(0,1) normal eloszlasu valosasigi valtozok. Ha feltételezzidk sz,

fuggetlenségét, akkor az egyuttésiségfiiggvény a két pereriréségfiiggvény szorzata!
Ennél bonyolultabb konstrukciét kapunk, ha feltégshogyZ, €sZ, nem fliggetlen és korrelacios

egyltthatojuk egy tetéieges (-1,1) intervallumba &p szam ismert. Ezzelmval megadunk egy
kétvaltozos fuggvényt és igazoljuk, hogy teljeaitiegylttesisliség fliggvenyre vonatkozé
feltételeket!

> restart:

)(2—2-p-x-y-i-y2
2:(1- p’)

2-my 1— p2

121, Z2)(x Y, p)'=f[Z1, Z21(x, Y, p);

exp| -

f[Z1,22] == (xy,p) —

~ ¥ — 2pxy+ y2
2
f, 22X ¥.p) =5 - (1.8.21)
ny 1—p
; - - o Cov4, ) _
ahol -1 <p < 1 aZ, ésZ, valtozok korrelacids egyltthatqyas ————— =Cov( 4, %) =

6(4) 9(%)
E(Z2,), merto(Z,) =6(Z,)=1 es EL))=E(Z,)=0.
Rajzoljuk fel a fellletgp = 0.5 esetén!
> plot3d( f[ Z12Z2](x Yy, 0.5),x=-3..3,y =-3..3,axes=frame labels=["z1", "z2", "{"]);



Igazoljuk, hogy a@tiségfliiggvény felulete alatti térfogat 1 lesz télisgesp=re(-1,1) kdzotti
korrelécids egyitthatéra.
> Int(Int(f[Z1 Z2](X Y, ), X=-,,0),y=-00,00) =
simplify( int( intl f[ Z1 Z2](X,y,r),X=-..0),y=-00,.0)) assuming -1 <r) and (r
<1),;

® _x2—2rxy+y2
@ -2r2 42
[ % e dxdy=1 (1.8.22)

Y -0

Mutassuk meg, hogy# perem eloszlasanak (x) siriségfiiggvénye N(0,1) normal eloszlasu
1

lesz és a szimmetria midif eloszlasa is ugyanilyen.

> f[Zz1](x) =simplify( int{ f[ Z1Z2](x Y, rho),y=-..0)) assumind -1 < rho) and (rho< 1)

% (1.8.23)
T

Mivel x-ben és y-ban szimmetrikus a képlet, ezé@,avaltoz6 peremeloszlasa is N(0,1).
Cov(XY)
o(X) o(Y)

E(XY) —E(X) E(Y)=/mivel E(X)=E(Y)=0 /=E(XY).
Szamoljuk ki a-Y varhat6 értékét!

1
f71(x) = P

A Z, ésZ, korrelacios egydtthatom= = /mivelo(X) =o(Y)=1/=Cov( X Y) =



> E(X-Y)=simplify( int int( xy-f[Z1, Z2](X, Y, rho), X=- .. ), y=-00,,0)) assuming-1
<rhoandrho< 1,
E(X*Y)=p (1.8.24)

Tehat a korrelacios egyttthaté valobgnparaméter!

11.8.5. DEFINICIO. KET VALTOZO EGYUTTES ELOSZLASA N ORMAL
Az X és Y folytonos valtozok egyiittes eloszlasamdly ha egylttesisiiség fliggvényik
_ ¥ — 2pXxy+ y2

21- p?)

./ 1—p2

aholp € (-1, 1) az X és Y valtozok korrelacios egydtthatoja.

1 e
fxy(x’ Y, p) = )

A kétdimenzioexponencialieloszlas egyuttedidiség fliggvényét tébb kilonb&®maodon
definialhatjuk.

Egy egyszdr lehetséges mod két fliggetlen exponencialis elpgitaségfiiggvényeinek
szorozataval szamolni. (lasd 11. 4.7. példa)

Nem fliggetlen esetben az alabbi Gumbel-altal taf@ltittes ériiségfliggvénnyel lehet megadni

fxy) =((1—6) -a-b+6-a%-b- x+6-a b y+6°al b xy) g X b ymabexy
hax>0ésy > 0!
A paraméterekre teljeslljenek a@< 1 ,a > 0 ésb > 0 feltételek!
> restart:

assumé0 <6and6 < 1,a>0,b>0):

S:=(xy) - exp(-(a-x+by+ab6oxy)):

f := unapply( piecewide x Oory <0, 0,(( 1-6)-ab —i—e-az-b-x—i—(9-a-b2-y-|—(92-a2

b2xy) S(xy)). % y) :
f(xy);
0 x<0ory<

((1—6-) a~b~+ 6-a2b-x+ 6-a~bLy + 6= albLxy) e @ X Py ab=oxy otherwise

Felrajzoljuk az egyuttedidiség flggvény grafikonja@=2,b =1 é9 = 0.6 paraméterekre.
> plot3d( sub$6=0.6,a=2,b=1,f(xy)),x=-0.5..3,y=-0.5..3,axes= boxedtitle
= Keét dimenzios exponencialis eloszlas egyuliie$seg fuggvényerientation= [
-20, 65])



Két dimenzi6s exponencidlis eloszlas egylttes siiriiség fiiggvénye

A siiriség fliggvény alatti térfogat 1.
> Int(Int(f(xy),x=0..%),y=0..%) =int(int( ((1 —0) -a-b +6-a%b-x + 6-a-b>y + 6
.a2-b%x-y) -exp(-a-x —b-y —a-h-0-xy),x=0..0),y=0..2);

| 0 x<0o0

‘[o ((1—6-) a~b~+ 6-a2b~x+ 6-a~b-2y + 6= a? b-2xy) e @ X~ bry—a-b=é-xy other
‘0
dxdy=1

A perem siriség fuggvényely dimenzids exponencidlis eloszlasugk a ériség fuggvenyeik
paramétere "a" illetve "b"!

> f1[ X] := simplify int f(xy),y=0..0)) assumingx > 0);
f2[ Y] :== simplify( int f(xYy),Xx=0..00)) assumingy > 0);

fl :=a~e
f2,:= b~e 7Y (1.8.27)
Ennek megfelélen a perem eloszlasok varhato ért k ESE'
> E(X), E(Y) :==int(f1[ X]-x,x=0..),int( f2[ Y]-y,y=0..00);
-1 1
E(X), E(Y) = ="' b~ (1.8.28)

Szamitsuk ki X és Y kovariancigjat [épésenkéntblBlazX-Y szorzat varhat6 értékét szamoljuk,



majd a kovarianciat!

oo o

> (E(XY))::J J xy((l—e)ab+6a2bx+eab2y+62a2b2xy) S(xy) dxdy
0 Jo
1
e? Ei(l,ij
E(XY) = 1.8.29
(XV) = (1.8.29)
> Cov:= E(XY)-E(X)-E(Y);
1
e Ei(l,i) )
Cov:= — 1.8.30
6~ a~b~ a~b~ ( )

a kovarianciat az Ea, z) = [ e “'t %t exponencialis integral figgvény segitségével lehet
1
megadni, ahat > 0 .

Mivel X szérésa% esy sz()rés%—, ezért a korrelacidés egyitthaté nem flgg az "abeés

paramétereki, csako -tol!

> s1:= int( (x-E(X) )>f1[X],x=0..) ;
s2:= int((y-E(Y))*f2[Y],y=0..) ;

_ Cov | . o,
rho:= s1s2 - simplify( %9 ;
sl::i
a~
_ 1
S2:= .

(1.8.31)

Rajzoljuk fel a korrelacios egyutthato valtozas@tparaméter valtozasaban és keressik a
hatarértéket=0 helyen!

> plot(rho, theta=0..],

> Limit(simplify(rho), theta =Q =Ilimit(rho, theta =0;



-0.1

-0.2]

-0.3]

-0.4'

lim =0 (1.8.32)
6-—0 .

V 11.9. EIméleti ellendrs kérdések

(MBeNI Hogyan értelmezzuk két valtozo egyuttes elosztgsfényét?
MMl Hogyan értelmezzik két valtozo perem eloszlasfagygeit?
MBS Milyen tulajdonsagait tudja felsorolni az egyutedsszias fliiggvénynek?
MBeR Hogyan tudjuk kiszamolni az (X,'¥9T vektorvaltozé T téglalapba esés valbgzgyet?
(MBCRS Milyen részekBl all az (X,Y) valtozok diszkrét egyuttes eloszhaatrixa?
NS Milyen 6sszefiiggés van a folytonos vektor valteggittes eloszlas fliggvénye és az
egyuttes griiség fliggvénye kozott?
Milyen kapcsolat van a perertiriség fliggvények és az egyuttésiség fuggvények
kozott?
(MBeRS Milyen tulajdonsagokkal rendelkezik az egyuttédiséeg fuggveny?
(MB°R® Hogyan értelmezzik az X diszkrét véltd%f.’}(x|y) feltételes eloszlaséat az Y diszkrét

valtozora nézve?

(MRl Hogyan szamoljuk az X diszkrét véltd?@X|Y:yj) feltételes eloszlaséat az Y véltqqé
ertékére nézve?

(NN Nl Hogyan szamoljuk az X folytonos véltoEQlY(x|y) feltételes eloszlas fliggvényét az Y

folytonos valtozéra nézve?

M Hogyan szamoljuk az X folytonos valtoggd, (Xy) feltételes #riiség fiiggvényét az Y
folytonos valtozéra nézve?

MR Mit mond ki a szorzas-szabaly folytonos eloszlaa®k

(MBCRE Mit mond ki a teljes valosziiség-tétel folytonos eloszldsokra vonatkozé allitasa
(MBCRES Mit mond ki a Bayes-tétel folytonos eloszlasokomatkozo allitasa?

Milyen feltételek mellett lesz az X és Y folytoneszlas egymastdl fiiggetlen?
Hogyan értelmezziik a polinomialis eloszlast?

Hogyan értelmezzik a két dimenzids normal eloszigsittes ériiség fliggvényeét,
melynek korrelacios egyutthatdja R?




(M WAl Hogyan értelmezziik a két dimenzids exponencifdsziis egylttesisiség fliggvényét
Gumbel-alapjan, melynek korrelacios egydttthatéja R?

V 11.10. Gyakorl6 feladatok

Az X ésY diszkrét valbsziiisegi valtozok lehetséges ertékeifgzegylttes eloszlas ertékei a

kovetkedk!

. 1 1 1 1 1 1
X:=11,2,3Y:=[-1,0, 1]; fXY:= Matnx[s, 3, H >0, 55 } [ TIe o], [o, T Hj
Hatarozzuk meg
(a) X és Y perem eloszlasat!
(b) Készitsuk el az egylittes-, €s a perem eloszlagéinygket
(c) Abrazoljuk az egyiittes eloszlast, egyiittes els§iztigvényt, perem eloszlast és a perem
eloszlasfuggvényeket!
(d) Szamitsuk ki a P(Y<X) val6sZiséget!

Az X ésY diszkrét valbsziiisegi valtozok lehetséges ertékeifgzegylttes eloszlas ertékei a

kovetke®k!
X=[0,1,2;Y:=[0,1, 2;

o . 3 3 2 10 12 1 8 6
FXY = Matrlx(B,S,HO, e H H H]

45° 45’ 45
Hatarozzuk meg

(a) X és Yperem eloszlaat!

(b) Keszitsik el azgylttes, és gperem eloszlasfuggveényeket!

(c) Abrazoljuk az egyuttes eloszlast, egyuttes eloszlasfliggvpayem eloszlast és a perem
eloszlasfliggvényeket!

Feldobunk egy szabalyos fém 10 és 20 Ft -os ényzer. LegyeK =1, ha a 10 Ft-os irasra
esik, egyébként 0. Legyen Y =1, ha a 20 Ft-osdrésik, egyébként O.
Keészitsuk el
(a) X és Yegyiittes eloszlasat!
(b) X és Y perem eloszlaat!
(c) X és Y gyiittes, es gerem eloszlasfliggvenyeket!
(d)Abrazoljuk az egyuttes eloszlast, egyuttes eloszlasfliggvpeyem eloszlast és a perem
eloszlasfuggvényeket!
2+

e ° . . ) L e £

Mutassuk meg, hogy 8§ = T fuggvény lehet egy (X,Y) valosdiségi vektorvaltozo

egyuttes sriisségfliggvénye!

(a) Szamitsuk ki a pereniriségfliiggvényeket!

(b) Szamitsuk ki az eloszlasflggvenyeket és a peteszlasfiggvényeket!

(c) Abrazoljuk a figgvényeket!

Egy kisebb cég 100 Web oldala kdzil 60 oldal ke88wldal mérsékelten sok és 10 oldal sok
grafikat tartalmaz. Egy 4 oldalas mintat valasztknkéletlenszedfen visszatevés nélkil a 100
oldal kozul. Jeldlje X a mérsékelten sok grafiletalmazo oldalak szamat a 4 kivalasztott minta
oldal k6z6tt, mig Y a sok grafikat tartalmazé oldakzamat.

Hatarozzuk meg



(@) aZy(x y) egylttes eloszlast;
(b) azf, (x) ésf,(y) peremeloszlasokat;

(c) az E(X) varhato értéket;
(d) az fY|X=3(y) Y feltételes eloszlasat az X=3 feltételre vonatam;

(e) az E(Y | X=3) Y feltételes varhato értékeiaB feltételre;

(f) a Var( Y | X=3) feltételes varianciat az X=3té&elre;

(g) Fuggetlen-e az X és Y valtoz6?

Tekintsuk ar ={(x, y)| 0 < x <1, 0<y < 1} egyséeg oldalu négyzetet a sikon! Valasszunk ki
egy pontot a négyzet belsejében véletleriszerLegyen X a pont abszcisszaja €s Y az ordinataja
Tekintstik az (X,Y) valészirségi vektorvaltozoét!

(a) Hatarozzuk meg az egyiittes eloszlasfiiggvéngbeszoljuk!

(b) Szarmaztassuk az perem-eloszlasfliggvenyelkéirédgoljuk!

(c) Hatarozzuk meg az egyuttdsisegfiggvényt és a peremirgségfiiggvényeket!

Legyen az (X, Y) valoszirségi vektorvaltozé egyuttesrgségfiiggvénye

i(X+y+x-y), ha0 <x<1lés0<y<1
foxy) =1

0, egyébkent

(a) lgazoljuk, hogy f valoban lehet egyuttésiségfiggvény!

(b) Hatarozzuk meg a perertirgségfliiggvenyeket!

(c) Hatarozzuk meg az egydttes eloszlasfuggvéngtpEesem-eloszlasfliggvényeket!

(d) Abrézoljuk a kapott figgvenyeket!

(e) Fuggetlenek-e az X és Y valtozok? Adjuk megggmoljuk fel az Y valtozd X-re vonatkozo
feltételes 8riiség fuggvényt, afzﬂx(x,y) fuggvenyt!

11.10.8. felads

Legyen az (X,Y) diszkrét valdsZiségi vektorvaltozo egyittes eloszlasa a kovétkalazattal
adva!

Diszkrét val sziniiséa T wal dszinlisegi valtozd értekei
valtozok egvittes
valdszinlsegei 0 1 2
o 1 1
I=l
0 0 = 15
g 15 15
o
-
B3 2
50 1 45 ) 15
=N - o
e
w2
o 1 8 2
2 2 - e 15
z 45 45 15

(a) Szamitsuk ki a perem eloszlasokat!
(b) Szamitsuk ki az egyuttes eloszlasfuggvenytgeram eloszlasfiggvényeket!



(c) Abrazoljuk az eloszlasokat és az eloszlasfiggeket!

11.10.9. felada

Két szabalyos kockat dobunk fel. Jelentse X a @atmisok szamat, €s Y a paros dobasok szamat!
(a) Hatarozzuk meg (X,Y) egyuttes eloszlasat!

(b) Szamitsuk ki a perem eloszlasokat!

(c) Szamitsuk ki az egyuttes eloszlasfliggvénygmpesloszlasfliggvenyeket!

(d) Abrazoljuk az eloszlasokat és az eloszlasflggeket!

11.10.10. felada

Legyen az (X,Y) valosziiségi vektorvaltozé egyittes eloszlasfliiggvénye
(1-e™)-(1-e”Y), hax>0ésy>0
0, egyebkent
a) Hatarozzuk meg a perem-eloszlasfuiggvényeket!
(b) Hatarozzuk meg az egydttésisegfliiggvenyt és a pererfiréségfuiggvényeket!
(c) Abrazoljuk a kapott figgvenyeket!
11.10.11. feladg

Legyen az (X, Y) valoszirségi vektorvaltozé egyuttesirgségfiggvénye

ny( X, y) =

Xy .
—2, ha0O<x<5és2<y<4
fxy) = 73

0, egyébként

a) Hatarozzuk meg a pereniréségfiiggvényeket!

(b) Hatarozzuk meg az egyiittes eloszlasfliggvenatperem-eloszlasfuggvényeket!

(c) Abrazoljuk a kapott fuggvényeket!

11.10.12. felada

Két szabalyos kockat feldobunk. Jelblje X az elebas eredményét és Y a két dobas koziil a
nagyobbikat! Hatarozzuk meg és szemléltessik aitegpyeloszlast és a perem eloszlasokat!
11.10.13. feladz

Ha az X és Y fuggetlen, folytonos és egyenletesathstuak a [0,1] intervallumon, akkor
hatdrozzuk meg a Z=X+Y véltozdr§ség fliggvényet!

11.10.14. felads

Legyen az X és Y véletlen valtozok egyuttédiseg fuggvenye

ce ™Y ha0<x<1lésO<y<1

fd X y) =
Xy 0, egyébként

Hatarozzuk meg értékét! Flggetlenek-e az X és Y valtoz6k? Miért?

11.10.15. felada

Legyen az X és Y véletlen valtozék egyuttédiség fliggvénye

ce ™Y had0<x<1és0<y<x

fur(X Y) =
XY 0, egyébkent

Hatarozzuk meg értékét! Flggetlenek-e az X és Y valtozok? Miért?

11.10.16. felada

Legyen az X és Y véletlen valtozok egydttédiség fliggvénye



X
Y.aY

e ’-e .
foy(X, Y) = T haO <xeéesO0 <y

0, egyébként
Hatarozzuk meg a(X > 1|Y=y) feltételes valosziiséget!

11.10.17. felada

Legyen X és Y fuggetlen és exponencialis elosztéaadre) és pu paraméterrel.

(i) Adjuk meg X és Y egylittes eloszlas- ésisegfliggvenyét.

(i) Hatarozzuk meg min(X, Y ) és max(X, Y ) elodgfliggvényét.

(i) Mekkora aP( X < Y) valésziriség?

Egymastol fliggetlentl és egyenletes eloszlassaszilnk egy X és egy Y véletlen szamot a [0,
1] intervallumban, és legyen U = min(X, Y ) és \frax(X, Y ). Mind az (X, Y ), mind az (U, V)
vektorvaltozé esetében hatarozzuk meg

(i) a vektorvaltozé eloszlasfiggveényét ésiségfiiggvenyeét;

(ii) a perem 8riiségfliggvényeket;

(i) a varhato értékeket.

Egy forgalmas repitéren az érkezjet tipusu repifigépek leszallasara 3 kifutdpalya all
rendelkezésre.

Az esetelp,=2/9 részeben az 1. palya szabad egy gép lesz@Bsagyanez a 2. kifutopalyanal
p,=1/6 és a 3. kifutopalyanpl=11/18.

(i) Mekkora a valésziisége, hogy a kovetkéizben érkeé 6 replbgép n1=2, n2=1 és n3=3
eloszlasban tudnak leszallni a kifuté palyakra.

(ii) Feltételezve, hogy a 6 repgep kozil n1=2 reptigep szall le az 1. kifutdépalyara, milyen
variaciok fordulhatnak éP Adja meg az 6sszes variaciot és hatarozzza melfardulasuk
valdsziriségeit! Melyik eset a legvalosiiob? Rajzolja fel a valdésZiségeket oszlop
diagrammal!

(iii) Feltételezve, hogy a 6 repgep kozul n3=3 reptigép szall le a 3. kifutdpélyara, milyen
variaciok fordulhatnak éP Adja meg az dsszes variaciot és hatarozzza mekjfamdulasuk
valésziriségeit! Melyik eset a legvalosiiob? Rajzolja fel a valdésZiségeket oszlop
diagrammal!

11.10.20. felada

Mutassuk meg diszkrét esetben hogy, ha X és Y tiggealoszifiségi valtozok, akkor

E(X|Y=yi)= E(X) mindeny; értékre.
11.10.21. felada
Legyen az X és Y folytonos valos#segi valtozok egyuttedigiség fliggvenye

M-e_y,ha O0<y,-y<x<y
fXY(Xl y) = 8 .
0, egyébként

Mutassuk meg, hogy ekk&( X|Y=y)=0.
11.10.22. feladg

Legyen az X és Y folytonos valos#segi valtozok egyuttedigiség fliggvenye



< Ix

- -y
e
e’-—,ha 0<x,0<
fy (X y) = y X y
0, egyébkent

Mutassuk meg, hogy ekk&( X|Y=y)=Yy.
11.10.23. feladg

L S re™ hao<x
Legyen az X exponencialis eloszlaiuvarhato értekkel, azdg(x) =

0, egyébként
Hatarozzuk meg a&(X|X > 1) feltételes valészirséget!

11.10.24. feladé

Gyakran a valoszitsegi valtozoKy(x y)= fyx (¥|X) -fx (x)szorzas-szabalyat hasznalva
kiszamolhatjuk az egydittes eloszlast, ha ismerjisXaz Y|X=x feltételes eloszlast. Majd az

—h

v(Y) :J f (X y) dx képlet alapjan kiszamolhatjuk Y eloszlasat.

Legyen az X valtozoisiiseg fuggveényg (x) =2- x, ha 0< x < 1. AzX=xfeltétel mellett Y

feltételes eloszlasa|x~Uniform(0, x) egyenletes.
(i) Hatarozzuk meg ag,. (X, y) egyuttes &riség fliggvényt!

(i) Hatarozzuk meg a¥valtozof, (y) peremériiség flggvenyét!

11.10.25. feladé

Mutassuk meg, hogy a feltételes varhat6 értékjesidl az
E(E(Y]X))=E(Y)
azonossag.

11.10.26. felada

Kétféle modszert hasznalnak bizonyos fajta papirféiileti simasaganak meérésére. A méréseket
agy rogzitik, mint a megadott fellileti simasageétil valo eltérést kddolt egységekben.
A kétféle mérés egyittes eloszlasfliggvénye egyenkdbszlasu a
T={(x;y)| 0<x<4,0<yeés x-1<y<x+l}
tartomanyon.
Tehat azf,,(x y) =c egylttes &riségfliggveny konstans a fenti T tartomanyon és il K.

(a) Hatarozzuk meg a "c" konstans érteket tgy, hody.#x, y) kétvaltozos flggveny egylttes

siiriisegfliggvény legyen! Rajzoljuk fel §z/(x, y) figgveny grafikonjat!

(b) Szamitsuk ki ®( X< 1,Y < 1) valbszitiség értekét, az egyittag@segfiggveny alatti

térfogat segitségével!

(c) Hatarozzuk meg X és Y perem valtozdkiségfiuggvényeit! Rajzoljuk fel a

siiriségfuggvenyeket!

(d) Szamoljuk ki az X és Y valtozok kovarianciajat: QW)= E(X'Y) —E(X)-E(Y) !

Cov(XY)
G, Oy

(e) Szamoljuk ki X és Y valtozék korrelaciés egyutthatR = !

11.10.27. felada

Az autok kerékgumijainak allapotat és a fenyszdrédllitasat elledrzik a rendrségi jabrok.
Jeldlje X egy auté azon lampainak szamat, amelybkalitasi igazitast kellett végezni! X
lehetséges értéke 0, 1 vagy 2.

Jeldlje Y ugyanazon auto kerékgumijainak szamaglyek nem feleltek meg azédlasoknak! Y
lehetséges értéke 0,1,2,3, vagy 4.

Az X és'Y értekek tekinthék véletlen valtozoknak, melyekre az alabbiak adddta



X eloszlasat, (0) =0.5, fy (1) = 0.3, f,(2) = 0.2.
Y eloszlasa: ,(0)= 0.6, (1) = 0.1,f,(2) =1,(3) =0.05, f,(4) = 0.2.

Feltesszik, hogy X és Y valtozok fuggetlenek eggtdia

(a) Adjuk meg az (X; Y) vektorvaltozé egyuttes elosatédtrixat €s rajzoljuk fel oszlop
diagrammal!

(b) Szamitsuk ki #(X < 1,Y < 1)valdsziriség értékét, az egylittes valosziegi tablazatbdl és
ellerdrizzik, hogy ez egyetilaP(X < 1)-P(Y < 1) szorzattal!

(c) Mekkora &P (X + Y =2 valbszifiség értéke? Mit jelent ez a valosEég?

(d) Szamitsuk kiP(X+Y < 1) valosziriseg ertékét! Mit jelent ez a valosaség?

11.10.28. felada

Két szabalyos kockat dobunk fel. Jelentse X a Gatmsok szamat, és Y a paros dobasok szamat!
(a) Hatarozzuk meg (X,Y) egylttes eloszlasat!

(b) Szamitsuk ki a perem eloszlasokat!

(c) Szamitsuk ki az egydttes eloszlasflggvenyt, paleselasfliggvényeket!

(d) Abrazoljuk az eloszlasokat és az eloszlasfiigguéstye

11.10.28. felada

Legyen az (X, Y) valoszirségi vektorvaltozé egyuttesrgségfiggvénye

XY  0<x<52<y<4
fixy)=1 7

0, egyébként

(a) Hatarozzuk meg a pereniriségfiiggvényeket!

(b) Hatarozzuk meg az egydttes eloszlasfuggveénytpésean-eloszlasfliggvényeket!

(c) Abrazoljuk a kapott figgvényeket!

11.10.29. felada

A digitalis informacié adatatvitele soran egy loitzulasanak mértéke 3 féle lehet: nagyon (N),
mérsékelten (M) vagy kissé (K) torzult. Ezek valaggégei rendre 0.01, 0.04 és 0.95. Tekintslink
3 bit adatatvitelét és tegyuk fel, hogy az egyéskoadatatvitele és a torzulasok mértekei
fuggetlenek.

Jeldlje X a 3 adatatviteli bit kozul a nagyon (N)zult Gzenetek szamat. Jeldlje Y a 3 adatatviteli
bit k6zul a mérsékelten (M) torzult lizenetek szamdatarozzuk meg az alabbiakat!
(a)Keészitsiik el az X és Y valéstsegi valtozok egyuttes eloszlasat és rajzoljulafelatrixplot
utasitassal

(b) Hatarozzuk meg X peremeloszlasat! Milyen elosMagtunk?

(c) Szamitsuk ki X varhato értékét és varianciajat!

(d) Hatarozzuk meg X feltételes eloszlasat az Y=2felte, majd ennek varhato értékét és
szorasat!

(e) Fuggetlen-e az X és Y?

11.10.30. feladz

A dobozban van 2 piros, 3 fehér és 4 kék golyooBaxbaol véletlenszéen kihuzunk 3 golyat.
Legyen (X;Y) az a két dimenzids eloszlas, amely}gelodli a kihdzott 3 goly6 kozil a piros
goly6k szadmét és Y a fehér golyok szamét.

(a) Adjuk meg az (X; Y) vektorvaltozé egyuttes elosatddtrixat é€s rajzoljuk fel plotmatrix-szal!
(b) Szamitsuk kP(X+Y > 2) valosziriség értekét! Mit jelent ez a valosiseg?

(c) Adjuk meg X és Y peremeloszlasat!

(d) Fuggetlenek-e az X és Y valtozék egymastol!

11.10.31. felada

Egy nagy bevasarlé kozpont ajandék csomagolé gszéditt varakozok X szama véletlen
valtozo, melynek lehetséges értéke X= 0, 1, 2,08 v amelyek valdsziiségei rendre 0.1, 0.2,
0.3, 0.25 és 0.15.



Egy véletlendl kivalasztott vasarlo, aki csomaga@asirakozik vagy Y=1, vagy 2 vagy 3
csomagot szeretne becsomagoltatni rendre 0.6s@3lévaloszitiséggel. Vagyis Y azon
csomagok szama, amelyet egy véletlenl kivalasztotian allo vasarl6 csomagoltatni szeretne.
Tegyuk fel, hogy a csomagok Y szama fliggetlenidudlaz egyes sorban allok kozott.

(a) Adjuk meg az (X; Y) vektorvaltozo egylittes elosztaatrixat s rajzoljuk fel oszlop diagram-
mal!

(b) Szamitsuk ki (X < 3,Y < 2) valbsziriség értekét, az egylttes valossiegi tablazatbol

és elledrizziik, hogy ez egyela szorzattal!

(c) Sz&mitsuk kP( X+ Y > 5) valGszirtiség értekét! Mit jelent ez a valosiseg?

(d) Szamitsuk ki az (X;Y) egyuttes varhat6 értékéx dgetve Y varhatd értekét kulon-kalon!
Milyen kapcsolat van a harom varhato értek kozott?

Egy gyakorlati képzés sordn az oktato révid megyudi feladatot ad fel, amely két réstzall:
egy elméleti és egy gyakorlati réskb

Jeldlje X az elméleti részben szerzett pontszamelynek értéke lehet 0, 5 vagy 10 pont.
Jeldlje Y a gyakorlati részben szerzett pontszametynek értéke lehet 0, 5, 10 vagy 15 pont.
Azt tapasztalta, hogy az X valtozo egyes értékeat&fiordulasi valdszifiségei : 0.2, 0.45, 0.35.
Az Y valtozo egyes értékeihez tartozéfetdulasi valoszifiségek : 0.07, 0.35, 0.38., 0.2.
Tegyuk fel, hogy az efsés masodik részben szerzett pontszamok egymagggtiennek
tekinthebk.

(a) Adjuk meg az (X; Y) vektorvaltozé egyuttes elosatdétrixat €s rajzoljuk fel oszlop diagram-
mal!

(b) Szamitsuk ki (X < 5,Y < 10) valosziriség ertékét, az egyuttes valosizidgi tdblazatbol
és ellewdrizziik, hogy ez egyehlaP(X < 5)-P(Y < 10) szorzattal!

(c) Szamitsuk kiP( X+ Y > 10) valdszirtiség értekét! Mit jelent ez a valosizseg?

(d) Szamitsuk ki aX-Y varhato értékét és X illetve Y varhato értékévkikulon! Milyen
kapcsolat van a harom varhato érték kdzott?

11.10.33. felada

Legyenf (x,y) =xe ¥ az 0<x<y tartomanyon és egyébként f(x,y) értéilla!

(a) Mutassuk meg, hogy az f(x,y) fliggvény valéban @gyY) vektorvaltozo egyittesisiiség
fluggvénye! Rajzoljuk fel az egylttesrgéség flggvényt!

(b) Szamitsuk ki a P( X>2, Y<3) val6sihseg értekét!

(c) Adjuk meg X és Y peremeloszlasakisség fliggvenyét! Rajzoljuk fel a perefngséeg
fuggvenyeket!

(d) Rajzoljuk fel az Y véltozq(lx(x, y) feltételes sriiség fliggvenyét X-re vonatkozoan
animacioval!

(e) Szamoljuk ki az Y valtozé X-re vonatkoz6 feltéteilgérhatod értéket!

11.10.34. feladé

Legyen az X és Y valOsZiségi valtozo egylittes eloszlasa a koveikez
PX=1,Y=0)=P(X=0,Y=0)=P(X=0,Y=3P(X=-1,Y=0)=Yaés
PX=1,Y=1)=P(X=-1,Y=1)= 0.
(a) Hatarozzuk meg az X és Y valtozok peremelsstla
(b) Mutassuk meg, hogy E(X ) = E(X)-E(Y ), mégis X és Yiemflggetlenek.
11.10.35. felada
Az X valbsziriségi valtozo eloszlasa adott a P(X:]%:és P(X:Z):é valosziiségekkel. Egy
masik Y valbdszifiségi valtozé figg Xdl a kovetked modon: ha X=1, akkor Y felveszia 0, 1, 2
ertékeket rendre%, % % valdsziiségekkel; ha X=2, akkor Y felveszi az 1, 2, 3 ezl
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rendres, 33 valdszitisegekkel.



(a) Adja meg az (X;Y) diszkrét vektorvaltozé eggisteloszlasanak tablazatat!
(b) Hatarozza meg az Y valtozé perem eloszlasat!
(c) Hatarozza meg az X valtozo feltételes elostlazsd/’=1 feltételre!

11.10.36. felada

A dobozban van 2 piros, 3 fehér és 4 kék golydoBaxbdl véletlenszéen kihtzunk 3 golyat.
Legyen (X;Y) az a két dimenzids eloszlas, amelyXgeldli a kihdzott 3 goly6 kdzil a piros
goly6k szadmét és Y a fehér golyok szamét.

(a) Adjuk meg az (X; Y) vektorvaltoz6 egyuttes elds matrixat és rajzoljuk fel plotmatrix-szal!
(4 pont)

(b) Szamitsuk ki P(X+Y> 2) valoszifiség értékét! Mit jelent ez a valosizseg?

(c) Adjuk meg X és Y peremeloszlasat!

(d) Fuggetlenek-e az X és Y valtozok egymastol!

11.10.37. felada

Egy nagy varosba vezetorgalmas Gton atlagosan 10 percenként reggeBated megy befelé a
varosba és atlagosan 2 aut6 hagyja el a varost.

A 10 perc alatt beérkézautok X szama és a varost elhagyo autok Y szanteleahetd
flggetlen Poisson-eloszlasokkal.

(a) Rajzoljuk fel az X beérkérzés Y tavozo autok P(X = n) és P(Y=n) valo§sigi eloszlasait
n=0,1,2,3,..,10 értekekre!

(b) Melyik valoszitiség nagyobb: 10 perc alatt nem érkezik befeléaetyy sem, vagy 10 perc
alatt nem hagyja el a varost egy auté sem: azaz®(¥agy P(Y=0) ?

(c) Hatarozzuk meg annak valésigeget, hogy valamely 10 perc alatt egyik irdnybassi
mozgas!

(d) Mekkora annak valosZisége, hogy 10 alatt 6sszesen maximum 3 auto hiadad(don?

(e) Rajzoljuk fel az X és Y autokraPa X < n) ésP(Y < n) eloszlas fuggvényeket n=0,1,2,3,..,10
ertékekre, amelyek a 10 perc alatt legfeljebb thakadas valdsziiségei az egyes iranyokbal
Melyik Iépcss flggveny értékei nagyobbak!

(f) Mekkora a val6szifisége, hogy egy 1 6ra alatt 40-nél tdbb aut6é hdlédszesen az aton?

Tekintsuk azf (x, y) =c-x-y kétvaltozos fliggvenyt 0 < x < 3 és 0<y< x harpogben és legyen
f(x,y) értéke nulla, egyébként!

(a) Hatérozzuk meg "c" értékét ugy, hogy az f(xigveny valamely (X; Y) valosziiségi
vektorvaltozé egyittedisiség fliggvénye legyen! Rajzoljuk fel az egyutiesisegfiggvenyt!
(b) Szamitsuk ki a P( X< 2, Y<1) valosiigeg ertekét!

(c) Adjuk meg az X és az Y peremeloszlasikiség figgvényét! Rajzoljuk fel didiseg
fuggvenyeket!

(d) Szamitsuk ki a Cov(X,Y) kovariancia értékét!

(e) Fuggetlenek-e egymastdl az X és Y valtozok?

Tekintsuk aZ (x, y) =c- (x +y) kétvaltozos fuggvenyt 0 < x < 3 és 0<y < x harpdgben és
legyenf (x, y) értéke nulla, egyébként!

(a) Hatérozzuk meg "c" értékét ugy, hogy az f(xigveény valamely (X; Y) valosziiségi
vektorvaltozé egyittedisiség figgveénye legyen! Rajzoljuk fel az egyutt@sisegfliggvényt!
(b) Szamitsuk ki a P( X< 2, Y<1) valosiigeg ertekét!

(c) Adjuk meg az X és az Y peremeloszlasikiség figgvényét! Rajzoljuk fel didiség
fuggvenyeket!

(d) Szamitsuk ki a Cov(X,Y) kovariancia értékét!

(e) Fuggetlenek-e egymastodl az X és Y valtozok?

11.10.40. felada

Legyenf(x y) =c-(x'y—Yy) a 1<x<3eés0<y<3téglalapon és egyébként)fértéke nulla!



(a) Hatérozzuk meg "c" értékét ugy, hogy az f(xigveny valamely (X; Y) valosziiségi
vektorvaltozé egylittedisiség fiiggvénye legyen!

(b) Szamitsuk ki a P( 2< X, Y<2) valostiseg értekét!

(c) Adjuk meg az X ésY peremeloszlasdkiiség fuggvényét! Rajzoljuk fel didiség
fuggvenyeket!

(d) Szamitsuk ki a Cov(X,Y) kovariancia értékét!

(e) Fuggetlenek-e egymastodl az X és Y valtozok?

11.10.41. felada
Egy digitalis adatatvitel soran annak valé$sége, hogy egy byte informacio nagyon,
mérsekelten vagy kis mértékben torzul remmre®.01,p,=0.1 €9,=0.89. Tegyuk fel, hogy 3

byte informaciot kuldink at a csatornan, melyekutasanak mertéke egymastol fuggetlen.
Jeldlje X azon byte-k szamat a 3-bol, amelyek naggozultak és jel6lje Y azon byte-k szamat a
3-bdl, amelyek mérsékelten torzultak.

(a) Hatérozzuk meg az f[XY](x,y) egyuttes elosaigtrixot!

(b) Szamitsuk ki a P( 1< X, Y<2) valostigeg értekét!

(c) Adjuk meg az X perem eloszlast és rajzolgikp@lcika diagrammal!

(d) Szamitsuk ki az E(Y|X=1) feltételes varhat@ket!

(e) Fuggetlenek-e egymastol az X és Y valtozok?



