V 12. Valésziniiségi valtozok osszegének eloszlasa. Gamma-eloszlas és alkalmazasa
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Klincsik Mihaly

V 12.1. Bevezetés

A valdsziniségi valtozokkal végzettimeletek kozil egyik legfontosabb az 6sszegzés.rhata
erték becslése soran az atlagot hasznaljuk, a ggagoknal is 6sszegzést végzunk, a nagy
szamok torvényében is valésisggi valtozokat 6sszegzink, a centralis hatareebah is fontos
helyet kap a val6sziiségi valtozok 6sszege. Keressiik folytonos valdisgigi valtozok
0sszegeének eloszlas fuggvenyétigiseg fliggvényét.

Célunk az alabbi fogalmak, osszefiiggések és eljarasok megismerése, megértése

Két folytonos valtozo osszegének eloszlas fliggvénye

az egyiittes stirfiség fiiggvény ismeretében Egyenletes eloszlas 0sszegének eloszlasa

Fuggetlen valtozok osszegének stirliség fiiggvénye Gamma-eloszlas értelmezése

Két fiiggvény konvolicidja Khi-négyzet, mint specialis gamma eloszlas

V121 Folytonos valoszitiségi valtozok dsszegének eloszlasa

12.1.1. Probléma
Ha adott aX; ésX, folytonos valdszitiségi valtozo, akkor hatarozzuk meg¥azX; + X,

Osszeg eloszlasat, az egylfieg (% %) siriség fliggvény ismeretében.
12

Kezdjuk egy egyszérpélda Maple megoldasaval.

12.1.2. PELDA. A [0,1] intervallumon fiiggetlen egyeletes eloszlasok dsszege
LegyenX;~Uniform(0, 1) ésX,~Uniform(0, 1) egyenletes eloszlasi! Hatarozzuk meg az

Y =X, + X, 6sszeg eloszlasat.

Megoldas
Vegylk fel a Statistics csomag segitségéved,a@sX, [0,1] intervallumon egyenletes eloszlast.

Majd képezzik aX = X; + X, 0sszeget!
A Statistics csomag segitségével csak fliggetldnzad@iat tudunk fel venni.
> restart:

> with( Statistic$ :
> X1:= RandomVariable Unifor®, 1))
> X2 := RandomVariable Uniforr®, 1))
X1=_R
X2:= RO (1.2.2)

Képezzik az 6sszeget

> Yi= X1+ X2
Y:= R+ _RO (1.2.2)



Az Osszegigtiség fluggvényének képletét megkapjuk a beépitett&jafassal
> fY := unapply PDRK Yy),y) : Az 6sszegsiiség fuggvényefY (y)
> plot( fY(y),y=-0.2..2.2 thickness 3, scaling= constrainegcolor = blue)
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A kapott siriiség fliggveny egy haromszog eloszi&siseg figgvénye, amely a Statistics
csomagban "Triangular" néven beépitett.

> H := Distribution( Triangular 0, 2, 1))

> PDF(H, x); plot(% x=-0.2..2.2 thickness 3, scaling= constrainedcolor =red)

H := module( )

option Distribution, Continuous

export Conditions ParentNamgParametersCDF, Mean Mode PDF, Quantile
Support Variance CDFNumeri¢ QuantileNumericRandomSample
RandomSampleSetupandomVariate



end module
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2—X x<2

0 otherwise
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Hogyan kapjuk meg az 6sszeg haromszdg eloszlaagbk egyenletes eloszlasabol?
Altalaban az 0sszdg, (y) eloszlas fuggvényet &z, (X, %) egylttes @riség fuggvénynek a
12

T={(% %) | % +% <Yy}

tartomanyon vett keis integraljaval szamolhaté

FY(y):J fo x (X %p) A%y AX.
T 12

y
Rajzoljuk fel aTy tartomanyy-novekedésével!

> with( plots) :
> display( Matri>( 1, 4,[ seq inequa(l{ X% <yhX =-3..3,x,=-2..5,scaling



= constraineq, y=-2 --1) ]) )

(4]
(4]

|

1121

A kulsg integral az « < x, <« intervallumon tetsfleges. Ha rogzitettik ag értéket valahol,
akkor a tartomany belsejében ugy leszunk, ha @ letisgral hatarat « < x; <y — x, k0zott
valtozik. Tehét
] Ty:{(xl,x2)|—oo<x1<y—x2,—oo<x2<oo}.
lgy az integral felirhato

% 2

FY(Y)ZJ_ J_ fX1X2(X1’X2) ax; dx,.

Derivéljuky-szerint, hogy megkapjuk a Y 6sszeg valtoidiseg fuggvenyét

Bt (¥ %) B

ahol a derivalast és a kdlsitegralas sorrendjét megcseréltik és alkalmaatighs hatar
fuggvény derivalasarol szolo tételt.
Mivel fuggetlen valtozék egyittesigiség fliggvénye disiség fliggvények szorzata, ezért

1;xlxz(xl’ %) = fxl(xl) 'fxz(xz)



irjuk ezt be Y §riség fliggvényének képletébe

b=ty (v7%) e (%) g

12.2.3. DEFINICIO. Konvoldcié
Azfy (%) ésfy (x;) figgvenyek konvoltcioja alatt az
1 2

o]

ety (%) e (%) g

integrallal definialt fuggvenyt ertjiik ég=f, * f, jeldlést hasznaljuk.
1 72

12.2.4. TETEL. Fiiggetlen valtozok 6sszegénetirdiség fuiggvényét konvollcioval kapjuk
Ha azX, esX, folytonos valoszitiségi valtozok fliggetlenek, akkor ¥z X, + X, 0sszeg
valtozof, (y) sirtiség fliggvenye

Wt (775 T () D] e (v3) f (39) O

Kezdjuk eldll a példa megoldasat! Adjuk meg az egyenletes &ssk siriiség fliiggvényeit és
képezzuk ezek konvoluciés integraljat!

12.2.5. PELDA. Konvolucié szamitas
Szamoljuk ki az [0,1] intervallumon egyenletes elas siriség flggvényének dnmagaval vett

“ sz

> fX1:= unapply PDR X1x), x) 'fX1'(x) =fX1(X)
> fX2:= unapply PDR X2x), X) :'fX2'(x) =fX2(X)
0 x <0
fX1(x) =11 Xx<1
0 otherwise
0 x<0
fX2(x) =1 1 x<1 (1.2.3)
0 otherwise

2

> konvolucio:= unappIyU XL(y—u) X2(u) du,y |; fY(y)
konvollcid=y—piecewis¢ y< 0,0,y <1,y,y<2,2—Vy,2<Yy,0)

0 y<o0
<1

Y Y (1.2.4)
2—y y<?2
0 2<y

> plot(konvolucid y,y=-0.2..2.2 thickness: 3, scaling= constrained
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Megkaptuk konvoluciéval a haromszoég eloszlast.
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Ha azX folytonos valdszitiségi valtozdr =a- X pozitiva konstanszorosat vesszik, akkor
F(y) =P(Y<y) =P(a-X <) =P(X< %) :FX(%). (a>0)
0sszefluiggés teljesHlésY eloszlas fuggveényei kozott.
Ha derivaljuk az eloszlas fuggvényt, akkor a vaitdriiség fuggvenyeét kapjuk. Ezért
__d - d ey 21l (Y
by =gy R =40 (L) =3 (%) @>0
Osszefliggés teljesul ¥zsY siriiseg flggvenyei kozott.
Igy igazoltuk a kovetkeztételt.

12.2.1. TETEL. AzY =a- X transzformaci6 hatasa az eloszlas fiiggvényre ésigr liség
fuggvényre
Ha azX folytonos valtozd eloszlas flggvenkyg(x) és diriiseg fuggvenyg, (x), akkor az

Y=a-X (a > 0) pozitiv konstansszoros valtozo eloszlas fliggvénye

és diriiség flggvénye




(Y
=5 (%)
képlettel szamolhaté.

Legyen M2 aX, esX, valtozok szamtani kozepe

M2=%-(X1+X2)=%-SZ

HaX; eésX, fuggetlen folytonos eloszlasu, akkor az 6sszegéigiség fliggvényet a tagok

siiriség fliggényeinek konvoluciojaval szamolhatjuk. Eeéneka = —- - szeresének

2
> restart:
> with( Statistics :
> X1:= RandomVariable Unifor®, 1)) :
> X2 := RandomVariable Uniforg®, 1)) :
> S2:= X1+ X2
S2:= R+ RO
S2
> = —
M2 >
-1 1
M2:= > R+ > RO

Density function of the mean

> dS2:= unapply PDR S2x), x)
dS2:=x—piecewis¢ X< 0,0,x<1,x,x<2,2—X% 2 <Xx0)

> dM2:= unapply PDK M2x), X)
dM2:= x—>piecewi5(€ x<0,0,x< ; A4x,Xx<1,4—4x 1<Xx, 0)

> plot([dSZ %, dM2(x) ], x=-0.2..2.2color =[red blue], thickness 3,legend=[1

="0sszeq", 2 ="atlad)

(1.3.1)

(1.3.2)

(1.3.3)

(1.3.4)
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Ellendrizzik afy, (x) =2-f5 (2-x) transzformacios keplet teljesuléset!

2 2
> dM2(x) =simplify(2- dS22-x))
0 x<0 0 x<0
4x x< L 4x X < L
2 = 2 (1.3.5)
4 —4x x<1 4 —4x x<1
0 1<x 0 1<x
Folytassuk az 6sszegzést harom tagra.
> X3:= RandomVariable Unifori®, 1))
> S3:= S2+ X3
X3:=_R3
S3:= R+ RO+ RS3 (1.3.6)

> dS3:= PDF(S3x); grafS3:= plot(dS3x=0..3) : grafS3
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> M3:= —
3 3
_1 1 1
M3—3 R-I—3 RO+3_R3

> dM3:= PDF(M3 x);

(1.3.7)



0 x<0
27 2 1
_ < -
2 *=73
dM3:= —% — 27X +27x X< % (1.3.8)
27 27
- — <
5 27X+ ¥ ox<1
0 1<x
> grafM3 := plot(dM3 x=0..1) : grafM3
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> plot([dS3dM3], x=-0.2..3.2color = [red blue], thickness 3, legend= [ 1 ="0sszeg", 2
="atlag"])
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V 12.3. Gamma- eloszlas. Fuggetlen exponencialis eslasok dsszege

12.3.1. PROBLEMA
Ha X ~ Exponencialisf) és X ~ Exponencialis{) , akkor vajon mi lesz a Z= X+Y 6sszeg
siirtiség fluggvénye és eloszlas fliggvénye?

Megoldas

> restart: with( Statistic$ :

> X:=RandomVariable Exponent{@l)) : Y:= RandomVariable Exponent(dl)) :
> fy.:=PDF(X u);fy.:=PDF(Y,u)

0 u<o

—_— otherwise
A

(1.4.1)



0 u<o

=1 3 (1.4.1)
e .
— otherwise
A
Képezzik az 6sszeget!
> Z=X+Y
Z:= R+ _RO 1.4.2)
Meg kellene hatarozni az 6ss#ggu) =P(Z=X+Y <u) eloszlasfliggvényét és az
f,(u) = diu F,(u) siriiség fuggvenyt! A Maple kdnnyedén kiszamoljaiifiiség fuggvényet!
> PDF(Z u)
0 u<o
u
A (1.4.3)
u e2 O<u
A

12.3.2. DEFINICIO. Gamma-eloszlas ériiség fuggvénye
Az X folytonos véaltozd&samma-eloszlag aza > 0 équ > 0 paraméterekkel, ha éréiség
flggvénye

0 Xx<0
f.0X) =1 . (o) 2 L e X
x(X) =) p(wx)” e —_—
I'(a)

Ekkor azt mondjuk, hogf~Gamm4y, a).
Az a=1 esetén exponencialis eloszlast kapunk: Expoabksip)=Gammay,1)

A Statistics csomag helyett azi ertekkel szamol ugyanugy, mint az exponenciabszas

eseteén.
> PDF(Gammd), a), x)
0 x<0
X
[X]a_le'x (1.4.4)
A otherwise
AT (a)

Mutassuk meg, hogy megkaptuk a Ganin®)(- eloszlas vagy Erlange)-eloszlas&tiség
fluggvényét.
> PDF(Gammd2, 2), u), PDF( Erlang(}, 2), u)

(1.4.5)



0 u<o 0 u<o

(1.4.5)

>|c
>|c

otherwise > otherwise

Rajzoljuk fel az exponencialis és a Gamma-elostldség fliggvényét egyaraht %

paraméterekkel!
N
A= 3

plot([PDF(X u), PDF(Z u) ],u=0..2, 0..3thickness 3, color = [ blue red], title
=Két exponencialis eloszlas 6sszegénekseg fuggvenye (kék=exponencialis,piros=
Erlang))

=1
A=



Két exponencidlis eloszlas 6sszegémekseg fliggvénye (kék=exponencilis,
piros=Erlang)

Folytassuk az 6sszegzést!
Adjunk 6ssze 3 figgetlen, exponencialis eloszladasziriségi valtozét azonos.™
paraméterrel!

V 12.4. Komphajok inditasa: Gamma-eloszlas

12.3.1. PELDA

Ugy dontétt a mohacsi komphajét izemélte¢g, hogy minden olyan esetben elinditanak e
kompot, amikor a fedélzeten 9 gépjdirdsszejon. Azt tapasztaltak, hogy a gépjiuak
erkezési ideje egymastol fliggetlen (nincs konvejgiagosan éranként 6 gépjdrarkezik.
Hatarozzuk meg annak valosisegét, hogy az egyes komphajok inditasa k6zothdabr
kevesebb id telik el!

Szemléltessilk a szamitastiaiség fliggvény gorbéje alatti tertilet befestésével!

Megoldas



Feltételezhét, hogy a gépjariivek Poisson - eloszlas szerint érkeznek, melynek a
paramétere és ez a paraméter 1 Orara vonatkogosdla erkez autok szama.

> restart: with( Statistics :

Mivel X ~ Poisson{.) és varhat6 értéke( X) =\, ezérth = 6 valasztassal kell élni!
> X:= RandomVariable Poiss@B))

> p:=unapply ProbabilityFunction Xu), u) : P('X'=k) =p(Kk)
X=R
0 k<O
P(X=k) =1 gkg® _ (1.5.2)
" otherwise

> plot( p(floor(x)), x=0..15,title
= A komphajéra 1 éra alatt érkélz szamanak valoszisegi eloszlasa

A komphajora 1 6ra alatt érkezék szamanak val dsziniségi eloszlasa
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Jelolje X(0,t) a [0,t] idintervallumban érkeézgépjarniivek szamat. Tovabba legyen T a
gépjarniivek kovetési ideje kozott elteltddMig X diszkrét véletlen valtozo, addig T folytao
véletlen valtozo. T eloszlas fuggvényét konnyen magdyozhatjuk a Poisson -eloszlas alapjan,
mert

F()=P(T<t)=1-P(T>t)=1-e* haO<t.

Ugyanis{ T>t }jeldli azt az eseményt, hogy a [0,t) id6éintervallumban nem j6n egyetlen gépjarmii



sem. Es igy a Poisson-eloszlas alapjan
ko et
_ e

P(t<T)=P(X(0,t) =0) =~
Tehat a T kovetési ideloszlasa exponencialis= 6 paraméterrel.
Mivel a Texponencidlis eloszlagarhatd érték&(T) = % , ezért a Maple elevi értéke helyett

1 -t véarjal
> T:= RandomVariabIé Exponent(a%)

e ——

> eloszlas= CDF(T, u); siriiség=PDF(T, u)
T:= RO

0 u<o
eloszlas= 6L _

l1—e otherwise
0 u<o

Siriseg= . (1.5.2)
6e°% otherwise

> plot(1 — CDF(T,u),u=0..1,title =A P(T>t) valésziriség flggvény,a t valtoztatasayal



A P(T >t) val6sziniiség fliggvény,a t valtoztatasaval
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JeloljeT, a (k-1)-ik és a k-ik gépjarinerkezése kozott elteltddartamot, ahol k=1, 2, 3, 4, 5, 6,
7, 8, 9 lehet. A fentiek alapjan
T, T Taeen Ty

mindegyikeexponencialis eloszlasés mindegyik paramétere ugyanaz a
A feladat szbvege alapjarfavaltozok figgetlenek, mert egymastdl fliggetlemkegnek a
gépjarntivek.
Jeldlje

S=T,+T,+..+T,

azt az idt, amely az el 9 darab gépjarthérkezéséhez szikséges! Vegyunk fel 9 darab

fuggetlen exponencialis eloszlasu véletlen valtmlgyanazong paraméterrel és legyen S ezek

0sszege!
> TLT2T3T4T5T6T7, T8 T9:= sec( RandomVariab(e Exponenéa% ) ) k=1 ..9)
TLT2T3T4T5T6T7, T8 T9:= R], R2 R3 R4 R5 RG _R7 _R8 R9 (1.5.3)

> Si=T1+ T2+ T3+ T4+ T5+T6+T7+ T8+ T9
S:=_R1+_R2+ R3+ R4+ R5+ R6+ R7+ R8+ R9 (1.5.4)

Az eléz6 pont alapjan az S dsszeg eloszlasa Gamma(1l/6g9)Brlang(1/6; 9) lesz.
siriiség =PDF (S, u)



0 u<o

Siriseég= | 8748 B o<y (1.5.5)
35

> PDF( RandomVariabléGamme( % 9) ) , u)

0 u<o

8748 g -su
735 u e

. (1.5.6)
otherwise

Rajzoljuk fel S ériiség flggvényét és ennek a [0,1] intervalluma dettiletét, amely annak

valbsziriisége, hogy 9 gépjafimérkezik 1 éran belll érkezik.

surusegS= plot(PDF(Su),u=0..4) : surusegS
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> egyora:=plot(PDF(Su),u=0..1,filled =true, color=yellow) :
plotg] display]( [ surusegSegyora, title
= Annak valoszifsége, hogy 1 6ran beldl indul a komp



Annak valdsziniisége, hogy 1 ordn beliil indul a komp
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A keresett valoszinliség az S valdszintiségi valtozé CDF(S,1) értékével adhato meg!
P('S' <1)=CDF(S,1);p:=evalf (rhs(%))

P(S<1)=1 —@e*
p=0.1527625059 (1.5.7)

Tehat kb. 15.27% annak az esélye, hogy a komp 1 6ran beliil elindul!

Mivel az eloszlas hasonlit a normal eloszlasra, ezért hatarozzuk meg S varhato értékét és szorasat!
Majd definaljuk az N normal eloszlast ugy, hogy varhat6 értéke €s szorasa legyen azonos a
Gamma eloszlas varhat6 értékével és szorasaval!

W := Mean(S); ¢ := StandardDeviation(S)

(1.5.8)

> N = RandomVariable( Normal( W, ¢))
> surusegN := plot(PDF(N, u), u=0..4, color =blue) :
plots[display|( [ surusegsS, surusegN |, title = Piros=Gamma(1/6,9), Kék=Normal(3/2,1/2))
N:= RII



Piros=Gamma(1/6,9), Kék=Normal(3/2,1/2)

0.8

0.7

0.6

0.5]

0.4

0.3

0.2

0.1

o

A két gorbe nem sokkal tér el egymastol.

A keresett valésziiséget hatarozzuk meg a normaleloszlas eloszlasdiigg alapjan is és
vonjuk ki a fenti értékél.

> CDF(N, 1); evalf( % ; eltérés=% —p

1 1 erf(; J2 )

2 2
0.1586552540
eltérés=0.0058927481 (1.5.9)

A két érték eltérése kisebb, mint 0.006.

Vi25 A khi-négyzet eloszlas specialis Gamma-elasz|

A khi-négyzet eloszlast n szabadsag fokkal ugyntfuk, mint n darab N(0,1) standard normal
eloszlas négyzetének 6sszege. Ezért méghegmgy ugyanez Gamma -eloszlasnak egy specialis
esete.

12.5.1. PELDA. Khi-négyzetn) eloszlas Gamma(zg)
Mutassuk meg, hogy az-khi — négyzdt n eloszlas n szabadsag fokkal egyben
X~Gamm{ 2%) eloszlas is.




Megoldas
Definialjunk egy khi-négyzet eloszlasu valtozétzatlsadsagfokkal!
> restart: with( Statistics :

C := RandomVariable ChiSquafe)n
C=R (1.6.1)
> PDF(C, u)
0 u<o
% n—1 —% u
u 1 € otherwise (1.6.2)
2" (1
2 1“( 5 n)
Definiéljunk egy GammEa 2% ) eloszlasu valtozot!
> G:= RandomVariabIéGamm{ 2% ))
G:= RO (1.6.3)
> PDF(G u)
0 u<o
a1 g
1 )2 o
. (E u) e (1.6.4)
> 1 otherwise
F(E n)

A két diriiség figgvény megegyezik!

V 12.6. EIméleti ellenors kérdések
Hogyan kapjuk meg a¢z= X, + X, 9sszeg valtozo eloszlas fiiggvényét az egyiitigiség

fuggvennyel?
& Hogyan kapjuk meg az= X, + X, 9sszeg valtozaisiiség fliggvényét, h¥, ésX,

flggetlenek?
% Hogyan értelmezzik két fliggvény konvoluciéjat?
4 Milyen eloszlast kapunk, ha két exponencialis #fs] valtozot 6sszeadunk, azonos
arameérerrel?
Hogyan értelmezzik a Gammaleegloszlas riiség fliggvenyét?

Milyen a és), paraméterek mellett lesz a Gan{mal) eloszlas khi-négyzet(n) eloszlas?

V127 Gyakorlé feladatok

12.7.1. felada

LegyenekX; ~Uniform(0, 1) esX,~Uniform(0, 2) egyenletes eloszlastak. Adjuk meg
(@) Y=X,; + X, 6sszegenekKisiiség fuggvényét

X, +

(b) Y=

(c) Rajzoljuk fel a kapottistiség fuggvényeket!

atlaganakigiség figgvenyeét.



LegyeneI<X1~ExponentiaQ 7‘1) ésX2~Exponentian2) exponencidlis eloszlasuak. Adjuk meg
(@) Y=X,; + X, 6sszegenekKisiiség fuggvényeét

X, +
(b) Y= 5

(c) Rajzoljuk fel a kapottisiiség fuggvényeket!
12.7.3. felada

LegyenekX,~Uniform(0, 1) ésX,~Exponentia|1) egyenletes illetve exponenciélis eloszlasu.

Adjuk meg
(@) Y=X,; + X, 6sszegenekKisiiség fuggvényeét

X+ X

atlaganak@iség figgvenyét.

(b) Y=

(c) Rajzoljuk fel a kapottisiiség fuggvényeket!

12.7.4. felada

LegyenekX;~Uniform( -1, 1) ésX,~Uniform(-1, 1) egyenletes eloszlasuk. Adjuk meg

atlaganak@iiség figgvenyeét.

(ad Y= Xf + X22 négyzet 0sszedidiség fuggvényét

X2 +X5
(b) Y= > négyzetes atlagigiség fuggveényeét.
(c) Rajzoljuk fel a kapottisiiség fuggvényeket!

12.7.5. felada
Tegyuk fel, hogy egy Ugyfél kiszolgalasi ideje akiaan exponencidlis eloszlasu atlagosan 2 perc
varhato idvel. Legyen X 10 ugyfél teljes kiszolgalasi iddgecsiljik meg X>22 perc eseményt!

12.7.6. felada

Legyenekx,, X,,..., X flggetlen exponencialis eloszlasiak 1 paraméterrel.
(a) Adjuk meg a8, =X; + X, +...+ X, Osszeg&riiség fliggvényet!

(b) Adjuk meg aM, = % atlag siriség fuggvényeét!



