V 13. Nagy szamok térvénye és a centrdlis hatarelosétas-Alkalmazasok és
szemléltetések.
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V 13.1. Bevezetés

Ha egyX véletlen valtozo eloszlasa ismeretlen, akkor dsihk becslést adni g2X —a] > €}
alaku esemény valosziségére, amennyiben ismert a varhato érték és gsefipdrasa. Ezek a
becslések Markov-egyenlitlensegilletve aCsebisev-egyemdtlenség A kapott
egyenbtlenségek hozzajarulnak olyan nevezetes eredméngghlapozasahoz, amelyek az
eseményelativ gyakorisagarél szélnak, miszeritonvergalnak az esemény valosziségéhez.
A konvergencia alattalosziniségi mértékbernval6 konvergenciat értiink és nem sorozat
konvergenciat. Axagy szamok térvényetalkalmazzuk dMonte Carlo-modszerreltortérd
integralas soran ésanésegbiztositdsbara mintavételezés becslésére!

A centrdlis hatareloszlas-téteblyan valoszifiségi valtozok hatarértekével 6sszefligg
eredmény, amely szerint hdliggetlen és azonos eloszlasu valdésdgi valtozonak létezik a
kozds varhatd értéke és szérasa, akkor az Ostmedardizaltjanak eloszlas figgvénye
konvergal a standaid(0, 1) normal eloszlasloszlasfiiggvényéhen tart végtelen esetén. A
centralis hatareloszlas tétel az 6sszeg valtozo@sgeinek becslésére hatékonyan alkalmazhaté.

Célunk az alabbi fogalmak és osszefiiggések megismerése, megértése

Markov-egyenlétlenség bizonyitasa és A nagy szamok torvényének és a centralis
alkalmazésa hatareloszlas-tétel kapcsolata

Csebisev-egyenl6tlenség bizonyitasa és  ValOsziriségi valtozok konvergenciaja
alkalmazésa valbsziriségimértékben éseloszlasban

Nagy szamok (gyenge) torvényének  Monte Carlo modszeralkalmazasa integralok
Csebisev-alaja és alkalmazasa kozelis szamitasara

Egyenletek gyokének kdzdélimeghatarozasara p
Maple fsolve egyenlek=a..b) eljaraséat
hasznalhatjuk.

Nagy szamok (gyenge) torvényének
Bernoulli-alakja és alkalmazésa

Centrélis hatareloszlas téteés
alkalmazéasai

V 13.2. Markov egyenétlenség

13.2.1. TETEL. Markov - egyenétlenség (A.A. MARKOV, 1856-1922, orosz
matematikus)

Ha azY > 0 nem — negatiwalosziriségi valtozénak létezik & Y) varhatd értéke és
a > 0 tetsdleges, akkor

E(Y)

P(Y>a) <
a




egyenbtlenség teljesuil.

BIZONYITAS
Vélasszuk kulon a diszkrét és folytonos eset bizasyit!
(a) Folytonos eset
Legyen az Yfolytonos valosziriségi valtozo sirtiseg fuggvenyg =f (x). AzY > 0 feltétel
miattf (x) =0, hax < 0 negativ! A varhato érték szamitasabdl kiindulsék&enteni fogjuk az
integral értékeét
[e?) a [e?) [e?) 122
E(Y)=| xf(x)dx=| xf(x)dx+| xf(x)dx>| xf(x)dx=> af(x) dx=aP(Y>a)
0 0 a a a

Az egyenbtlenséget osztva & a-val kapjuk a tétel allitasat!
b) LegyenY diszkrét valoszinisegi valtozomelynek y, > 0 ertékei nem-negativak &z> 0

feltétel miatt. Ekkor ugyanugy, mint azebekben a varhato erték szamitasabdl kiindulva
csokkentjik az 6sszeget

E(Y) =Zykpk=zyk'pk+ zyk'pkZ Zyk'pkz Za'pk:a' Zpk:a'P(YZ a)
k yk<a ykza ykZa yk2a ykZa

Az egyenbtlenséget a > 0 -val osztva kapjuk a tétel allitasat! Q.e.d.

1. A tétel hasznalhat6 eredményt akkor ad,l—%g)\(l < 1 teljesdil.

2. A tétel allitasa szerint, hat €rtéke nagy, akkor a valos#gggi valtozod'-nal nagyobb éertéket
"kis" valosziriséggel vesz fel.

13.2.2. PELDA.
A PTE PMMIK szamitogepes laborjaiban a szamitogémaely igénybevétele kovetkeztében|a
gépek atlagos élettartama (javitastol javitasigh@ap. A szamitogépek legfeljebb hany
szazaléka birja ki 3 honapig javitas nelkil?

Megoldas
LegyenT egy szamitdgép élettartama honapokban. A Markgesgtlenségr > 0 feltétele
teljesul, mert negativ élettartam nincs. A varr&atéke( T) = 2 hénap adott. A Markov-
egyenbtlenséget kozvetlenil alkalmazhatpk 3 honap értékkel

E(Y) _ 2

P(T>3) <————=— =0.6666
( ) = a 3

Ez azt jelenti, hogy maximum 66,7% az esely arogylegy szamitogéglettartama 3 honapnal
hosszabb. Igy az 6sszes szamitogeép legfeljebb 6&tm kell javitani 3 hénapon belil.

V 13.3. Csebisev-egyeséilenség

Ha a Markov egyefitlenségben elvégezzik ¥z (X — E(X) )2 helyettesitést, akkor olyan
becsléshez jutunk, amely
(i) egyrészt tetsdeges abjelii valdsziriségi valtozora alkalmazhat6 lesz
(i) masrésziX szérasanak létezni kell!

13.3.1. TETEL.CSEBISEV ~-EGYENLOTLENSEG (P.L. CSEBISEV, 1821 - 1894, oro
matematikus)

Legyen adott az X val6sZiségi valtozé, melynek =E( X) a varhato értéke, valamint a




o =Var(X) variancigja veéges. Hatetsdleges pozitiv szam, akkor fenall a
2

P(IX—y =¢) <
€
egyenbtlenség.
Amennyibere értékét a standard szoras k-szorosanak valasztjuk, @z&s, akkor a
Csebisev-egyefitienség alakja

P(IX—p| > ko) s%

BIZONYITAS.
irjuk fel a Markov-egyertitlenséget a¥ = (X — u)z > 0 valoszirtiségi valtozoval valamint az

2
a=¢ konstanssal!
2
p((x—p)? > ) < ELXw))
€

Mivel jobb oldalon azE( (X— p)z) :Gz az X valoszitiségi valtoz6 szoras négyzete és az
2 2 ) : ; .
e < (X—u)" egyenstlenség ekvivalens ag < |[X — | egyenétlenséggelg > 0), ezért
2

c
Ple<|X—y|) <=,
€
amely a bizonyitand6 Csebisev-egyieinséeg.

A Csebisev egyefitlenség masodik alakjat ugy kapjuk, ha adledn alkalmazzuk az
e=ko
helyettesitést! Q.e.d.

13.3.2. PELDA. Szimmetrikus becslés a varhat6 értékoriil

Szalagokat gyartd cég altal készitett 3 méter hiosaalag hossza valtozé a gyartasbol és a
meérésbl ered pontatlansag kdvetkeztében. A 3 méteres szalagtemmsaganak szérasa
nagyszamu statisztikara alapozva 0.03 [m] =3 [dfigkkora valdszitiséggel esik egy 3
méteres darab hossz@q a 2.94, 3i@6rvallumba?

MEGOLDAS
Legyen X a legyartott szalag hossza, melynek varédaéke 3 méter E(X)=3. A feladat alapjan X
szorasa (X )=0.03.
irjuk fel a Csebisev- egysitlenség masodik alakjat!
A feltételek alapjan k=2 esettel van dolgunk, mert a 3 varhato éélékiz eltérések lefelé és
folfelé is 0.06 = 3.06- 3 =3 — 2.94 értekkel térnek el és ez a széras kétszerese
0.06=20.03 =2o0.

A Csebisev- egyefitlenség alapjan

P(|X—3 >2:0.03) < %
teljesul. Ahonnan a kiegésziesemény valOsziiségére az aldbbi adddik

P(|X—3 <2:0.03) =1—P(|X—3 >2-:0.03) >1—-0.25=0.75.

Tehat legalabb 75%-0s biztonsaggal allithatjagyhszalag hoss4a 2.94, 3]0@zé esik!

=0.25

V 13.4. Nagy szamok (gyenge) torvényének Csebiseakjh. Monte Carlo



integralas.
A Csebisev- egyetitlenség alapjan igazolni tudjuk a nagy szamok tiyeéek Csebisev—alakjat.

13.4.1. TETEL. NAGY SZAMOK (GYENGE) TORVENYENEK C SEBISEV-ALAKJA .

LegyenekX;, X,, ..., X,,.. azonos eloszlasu, fliggetlen valoszayi valtozok (diszkrét vagy

folytonos) végtelen sorozata és Ieg)aenE( X)a kdz06s varhato érték és=Var(X) a
variancia

Ha
S, =X X+ X
a valtozok 6sszege, akkor
2
P( i —u’ > ej < 6—2
n
n-e
ahonnan
: Sh
Jim P( T M >¢e|=0
BIZONYITAS

Az X, = % atlag valoszitiségi valtozo varhato értéke ugyancgakmert az E varhat6 értek
linearis és mindegyik i-rE( )g) =u

E(i) =%-E(x1+x2+...+xn) =y

n n
Mivel X, X,, ..., X valosziriiségi valtozok kélcsonosen flggetlenek és mindegyikasa,

ezeért

Cg = /Var(%) :\/02+62+..+(52 =Jn .

Ahonann a szamtani atlag szorasara= Jno =9 adodik. Alkalmazzuk a
X n
n
. ) KX
Csebisev-egyefétlenséget X helyeik, = : valdsziriségi valtozora és kapjuk a
tételben szerefllegyenbtlenseget
2
S 2
P[i—4 ze] <=2
n
€ ne
62
A hatarérték relacio kc‘jvetkezményg_}awli|=1=|—2 =0 egyenbségnek. Q.e.&
ne

13.4.2. PELDA. SZERENCSE JATEKOS C$DJE

A rulett jatékban a veszités valédmage mindig egy kicsit nagyobb, mint a nyerésé. Az
egyszeiiség kedvéért tegyik fel, hogy 1 euro nyerési es;é#yef.% €s a veszités esélye



g=1-—p= oL . Az egymast kovétnyeresek és veszitések modelledkeizX;, X,... fliggetlen

100°
véletlen valtozok olyan sorozataval, melyben
_ 49 _ 51
P(%5=1) =100 P(5=71) = 100-
Az X varhaté érteke
49 51 _49-51_ 2 _ 1
E(%) =1 100 (-1 100 100 100 50°

A jatékos tokéjen jaték utan az
S, =X+ X +..+ X,
0sszeg. A nagyszamok torvénye azt mondja ki, hogy

P[% 1

— + == > sj -0,
n
han— oo, Ezerti nagy valoszitiseggel kozel kerit — értekhez, ahonna®, kozel kerdil

50
50

( 5n0) hez. Tehat a jatékazlkségszdien veszit

Valaszt kaphatunk a nagy szamok térvénye kapcsansathogyan alakul sok jaték utan a jatékos
{Sn > O} nyerési eseményének esélye. Ugyar#&ék utan a jatékos nyerési esélyét becsilhetjik

a
Sh ] ( So,1 1 J
= —_— < —_— —_ —_—
P(§>0) P( o >0 <P o + 50 > 20
valbsziriséggel, amely a nagy szamok térvénye szerint tdro®, han— .
Tehat a jatékos nyerési esélye nulldhoz tart, jaggok szama novekszik.

13.4.3. PELDA. MONTE CARLO (MC) INTEGRALAS
b

Kdzelitsuk azJ f (x) dx integral értékét véletlen értékek generalasawaroesetben, amikor 3

primitiv flggvény létezik, de nem elemi fliiggvényeh esetekben numerikus integralassal
tudjuk csak az integral kozdlitértékét szamolni.

A kozelités el Iépésekent vegyik ag, X,,..., X,... [a,b] intervallumon egyenletes eloszlasu
véletlen valtozok

F (%) F(50)s F(Xg)n T (X0) o

y=f(x) flggvény melletti képeinek atlagat
N
1
INT N Z
13.4.4. TETEL. Monte Carlo integralkdzeli 6sszegek varhat6 értéke az

integral
Mutassuk meg, hogy az

(hy=(b—a)-(f)\=

valosziriségi valtozé varhat6 értéke az

2 (%)




integral.

Bizonyitas
A varhato érték linearis tulajdonsaga miatt

E(<'>N)=E( b;""k;f(xk))= N ZE((%

NP
_a-ZJf X
k=1

aholp(x) = b i 3 az[a, b] intervallumon egyenletes eloszlasdiform( a b) sirtiség
fuggvénye. igy
b c b 1 N 1 \ ’
— a = — a . . _——
. -gljf(x)-p(x)dx— R kZJ NZJ J (x) dx
a a a

mert az integral értékét adjuk dssze 6nmagéavaled-sz
A nagyszamok térvénye szerint tudjuk, hogy az
(hy=(b—a)-(f)y
b
valdsziriségi mértekben konvergal a varhaté értékhez, nmjyfax) dxintegral. Q.e.d%
a
A hiba becsléshez hasznaljuk a statisztikai szoras

_ ()= (D&
Standarchiba= (b —a) N

képletét, ahof f S Zf anggvényértékek négyzetének atlaga.

Ekkor azintegral kozellto ertekea Monte Carlo modszer alapjan

_ ()= (g
(I) y £ Standarchiba= (b —a)-(f)* (b—a) N .

Monte Carlo modszerrel hatarozzukMaple kéd a grafikon rajzolashoz és az integrakp®n

meg az ertékének kiszamitasahoz.
2 > restarta, b:=0, 2;
1 f:=x— 1/(sqrf 1-sin(Pi*x)"2/2)) :
1 > dx plot( f (x),x=a..b,filled =true color=yellow);
0 /1 -5 sin(w x) pontos:= evalf( in f( X,x=a..b));

integral értéket.

A Maple megadja az integral érték
a beépitetelliptikus fuggveny
segitségével, melynek kerekitett
értékét elfogadjuk az integrabntos
értékének.

A Monte Carlo integralashoz 1000
véletlen szamot generalunk a [0,2]
intervallumban egyenletes

t a,b:=0,2

11%




1.4
1
0.6
. . . . , 0
eloszlassal! Kiszamoljuk az integral 0 0.5 1 1.5 2
kozelitd értékét és a standard hibat. x

Felrajzoljuk a kozelito érték
megfeleld kornyezetét, melynek
sugara a standard hiba és ebbe pontos :=2.360681197 (1.4.1)
berajzoljuk pontos értéket és a
kozelitd értéket!

Maple kod az integral értékének kiszamitasahoz Monte Carlo mddszerrel

>with(Statistics) : with(StringTools) : N := 1000 :
>randomize( ) : randomize( ) :
V := Sample( Uniform(a,b),N) :

T := eva[f'( % ~add(f(V;),i=1.N) ) :
kozelités .= (b —a)-T:
S2 = eva[f'[ % . add(f( V,-)z, i=1 ..N) j :

(52 —17)
N

> Join( [ " Az integral értékének becslése", convert( kozelités,string)," +", convert( hiba, string) |,
")

>also = kozelités — hiba : felsé = kozelités + hiba :

>plot ([ [ [alsé, 0], [ felsé, 0], [ [ pontos,-0.01], [ pontos, 0.01]], [ [ kozelités,~0.01], [ kozelités,
0.01]]],thickness = [ 10, 5, 5], color = [ blue, green, red|, view = [ alsé — 0.01 . felsé + 0.01,-0.1
.0.1], tickmarks = [10,0])

> hiba == (b —a)-

; Pontos érték= pontos

hiba := 0.009275733718
Pontos érték =2.3606811970
"Az integral értékének becslése 2.366939074 + .9275733718e-2"

I -
2350 2355 2360 2365 2370 2375 2380 2385

Lathatd, hogy a megadott intervallumba esik a pontos érték! Kisérletezziink mas N értékkel!

V¥ 13.5. Nagy szamok (gyenge) torvényének Bernoulli - alakja

13.5.1. TETEL. (Jacob D. Bernoulli, 1659 — 1705) NAGY SZAMOK TORVENYE.
Egy p > 0 val6szinliségii A eseményre végezziink n fliggetlen kisérletet €s jeldlje k,(4) azn




kisérletldl az A esemeény bekdvetkezési szamat. Ekkor az
K(A) X+ X+ X,

atlag = n n
relativ gyakorisag valésziriségi valtozda az alabbi egyeéilenség teljesdl

P[@ zsjs pd-p . 1

= 2
n-e 4-n-g
A kepletekberX; jeloli az i-edik kiserleindikator vagyBernoulli- valtozdjat, amely
_[ 1,  haAbekdvetkezik

—P

0, haAnemkovetkezilbe

BIZONYITAS
Az X, valtozok fliggetlen Bernoulli-tipusu veletlen vaibé azonog-parameéterrel. Ezélk (A)

dsszeg valtozn,p) paramétdr binomialis - eloszlasu valos#iségi valtozo. igywarhatod értéke
E( K (A) ) =np ésszérésac(kn(A) ) =Jynp(1—p) (lasd a nevezetes diszkrét valo§séyi
valtozoknal). A varhato érték és szoras tulajdoasgdglhasznalva kapjuk a kovetkdet

(S EA) e
n n n

k(A ) _o(k(A) _ynpad—p) _/pa—p)
% n J_ no n f/ "

(A)
A Csebisev — egyeéllenségben szergpK helyébe helyettesitsik belf”an— valtozot. Ekkor a

jobb oldali fel$ korlat a kovetkei lesz
2( ka(A) )
c
n ) _p-(1-p
2 2 :
€ ne
Ezzel megkaptuk a tétel allitAsaban széreglyenbtlenség el részét. A masodik

egyenbtlenség kovetkezikp: (1 —p) < % egyenbtlenségldl (lasd az abrat). Q.e.d.

> restart:
plot(p- (1 —p), p=0..1,color=red thickness 3, scaling= constrainegdview=[0..1, 0

..0.5], titlke=A p*(1-p) fuggvény




A p*(1-p) fuggveny

A tételben szereplesemény komplementerére teljesil a
_ kn(A) _
lim P||——— <eg|=1
n— o n

—p

relacio.

13.5.2. DEFINICIO. KONVERGENCIA VALOSZIN USEGI MERTEKBEN
Tekintsiik ax;, X,,... valoszilisegi valtozok végtelen sorozatat. Azt mondjuk, hag)(,

sorozat konvergal a¢valdsziriségi valtozéhoxralosziniségi mértékben ha minderg > 0
esetén
Nim P(|X,— Y] >¢€) =0

Jim P(|%,— Y] <g) =1.

vagy ezzel ekvivalens modon

B [ Pr Pr
Jelolése limX, ==Y vagyX, —Y.

(
A fenti definicio alapjan a nagy szamok torvényemaandja ki, hogquT L p, vagyis a

relativ gyakorisdgokaldsziniségi mértékben konvergalnakaz eseméng valosziriségéhez!
Minden korabbi szemléltetés, amikor szamitdgépmsudacioval relativ gyakorisagokat
rajzoltunk és megmutattuk, hogy naggsetén kdzel keriilnek a valésisaghez, akkor a
nagyszamok térvényének Bernoulli-alakjékadott a hattérben.

13.5.3. PELDA.MIN OSEGBIZTOSITAS A MINTA MINIMALIS ELEMSZAMARA
Gyarto soron készlilt termékek atvételkor a gyart@hitja, hogy a termékeg = 0.05 része
hibas.

Minimalisan hany elefhmintat kell kivenni, ha legalabb 90%-0s biztonsd@lgikarunk
meggyzédni arrdl, hogy a megadgitaranytél valo eltérés legfeljebb 0.027?

MEGOLDAS

(a) eset. Ha felhasznaljuk, hogy p=0.05selejtarany ismert.

JeloljeA azt az eseményt, hogy hibas alkatrészt veszimkzii.figgetlen kisérlett jeldlje
k,(A) azA esemeny bekbvetkezési szamat, vagyis gyakorisAdatadat a kovetkey

egyenbtlenség megoldasat kérdeeire



P(‘@ —0.0% < 0.02) > 0.9

. o ka(A)
A nagyszamok Bernoulli-alakjaban e p

irany( egyertitienségre vonatkozik. igy éldépésben alkalmazzuk a tagadas valdsgigéé!
sz0l6 tételt, majd a nagyszamok térvényének Beliralalkjat

P(‘@ —o.o# < 0.02) =1—P(‘@ —o.o# > 0.02) >

> 1_L_2p) zl_M > 0.9.
n-e n-0.02

> e} esemeény szerepel. A kérdés forditott

Maple-ben felirjuk az utdbbi egyéitlenséget, hogy ne kelljen kézzel megoldaiie!
> restart:
> p:=0.05;
e=09<1- PL1=P)
B n- 0.02
> solveg en)

p:=0.05

=0, <01 LB7500000

RealRange- «, Opern(0.) ), RealRanggel187.500000,) (1.5.1)

Tehat, han > 1187.5, akkor teljestilnek a feltételek.

(b) eset. Hap értéke ismeretlen lenne.

Hanem ismernénkap = 0.05valdsziniséget akkor a tétel utolso egyéitlenségét hasznalni
tudjuk a becsléshez. Ebben az esetben még nagyaletékapunk-re! Ugyanis az alabbi
egyenbtlenség megoldasabdl adodilértéke.

> 1 — B > 0.9;solvg %n);
4-n-0.02
0.<0.1— 625.0000000
RealRange- «, Opern(0.) ), RealRang&6250., «) (1.5.2)

Tehétp ismerete nélkil legalabb 6250 eliemintat kellene kivenni, szemben az (a) esettel,
amikor legaldbb 1188 terméket kell kivalasztani.

(c) eset. Ha ismerjuk a selejt eloszlasat.

A nagy elemszamu minta kivalasztasa és atvizsgétisgdkenthet, ha ismerjik a selejtek
eloszlasat! Amennyiben feltessziik, hogy a sokakgszamaoval nagyobb, mint amennyit
kivesziink belle, akkor a mintavétel tekinthevisszatevésesnelekkor aBinomial n p)
eloszlassal dolgozhatunk. A két paraméter kdziérgimp = 0.05 értékét, viszomt értekét a
megadott feltételtd kell szamolni. Tehdk (A) = Bn, o binomialis eloszlasu valtozo és az

esemeényre vonatkozo egyéittnséget rendezzikka(A) gyakorisagra

‘ *(A)

<



p—e< <p+e

n-(p—e) <k(A) <n-(p+e).
igy a keresett feltételt

A
(R R R S
n n(p—e¢ <k<n(p+e
képlettel adhatjuk meg, ahwk 0.05 €%=0.02 adottak. Ekib n értékét kell szamolni. Ez egy
nagyon bonyolult nem-linearis egyétienség. A baloldal kiszamolhaté az
F(x) = P( B, p < x) :CDF( B, o x)
eloszlasfliggvény segitségével a

F(n-(p+¢e)) —F(n-(p-¢))

)-pk-(l—p)”‘kz 0.9

képletettel.

A megoldas menete tehat az, hogy a Maple beéﬁireﬁ( B, 0) eloszlas fliggvénye

segitségével kiszamoljukkilonbdd értékeire a fenti eltéréseket, majd felrajzoljuke#térest
n flggveényében.

> restart: with( Statistics :

n :='n": X := RandomVariable Binomial,®.05)) :

FX = unapply CDF X, 0.07n)-CDF(X 0.02n), n)

plot([ FX(n), 0.9],n=200..45Q

V V V

FX:=n— - % (0.05263157895 hinomigl, floor(0.07n)

+ 1.) hypergeom[ 1.000000008.1.n + 1. floor(0.07n) + 1.],
[1.000000000 flogr 0.07000000060 + 2.000000000Q, -0.05263157895

19N~ 1floor(0.0m) )y % (0.05263157895 binomigh, floor(0.02n)

+ 1.) hypergeom[ 1.000000008.1.n + 1. floor( 0.02n) + 1.], [2.000000000
+ 1.000000000 flogr 0.02000000080], - 0.0526315789519" ~ 1-floor 0-02))

0.94 N\[\I\[\I\N\l\l\l\l\l\l\
o SNAV

200 250 300 350 400 450

Valészini, ilyen cikk-cakk fuiggvenyt kedves olvasdnk még valostaseggel kapcsolatban nem
latott. Most tudjuk igazan értékelni a Bernoullieiden sze@d egyenbtlenséget és a nagyszamok
torvényet! Hol ugrik a cikk-cakk fuggvény hirteléifelé és meddig megy lefelé? Ennek



kideritését az olvasora bizzuk. Minden esetre ggméveky trend a grafikonban és
n=200..260 kozo6tt a 0.90 valésis@gi szint alatt még vannak pontok, majd onnanmaéar
csokken akkorat, hogy a 0.90 szint ala cstkkensezai

Az abra alapjan azt mondhatjuk, hogy kb. elegédndalasztann = 260 eleni mintat és
megvizsgalni. Ha ebben a mintaban kevesebb a,swliejt a 260 elem 5%-a , ami 13 darab, akkor
vegyuk at a teljes szallitmanyt. Egyébként utakitéssza a teljes rakomanyt. Ekkor dontésiink
90%-ban garantélja, hogy a selejt 7% alatt leszg@szben. Persze az esetek 10%-aban
hibazhatunk. A nagy szamok térvénye ilyen modomugeiat ad a misségre, hogy a vévis és az
elado is az elvarasoknak megfék elégedett legyen a piacon!

V¥ 13.6. Nagy szamok torvényének igazolasa a szabaly@nzérme kisérletére

A nagy szamok torvényénédrténetéhez tartozik, hogy &z6r Jacob Bernoulli, Ars Conjectandi
(A sejtés nivészete) cirin kdnyvében jelent meg 1713-ban, a sédvalala utan 8 évvel, amelyet
unokadccse Nikolaus Bernoulli jelentetett meg. Batia binomialis eloszlas Ugyes matematikai
becslésével bizonyitotta a tételt, amely akkoribagy teljesitmény volt, hiszen a Csebisev-
egyenbtlenség még nem volt ismert. Ezutan a tétel, mamnBulli-tétel néven valt ismertté.
Poisson bizonyitott egy altalanosabb tételt ésvezte el a tételt@zor nagy szamok
torvényenek. Alekszander Hincsin orosz matematil@9-ben bizonyitotta a nagy szamok
gyenge torvényének altalanos alakjat. Sok mas&eszsmert, amelyekben nem sziikséges
feltenni olyan szigoru feltételeket, mint az eldszdk egyerdiségét vagy a varianciak végességét.
Erdemes megismerkedna nagyszamok térvényénkizonyitasavalaz egyik legegyszébb
esetben, amik@zabalyos pénzérmét dobalunkEhhez meg kell mutatni, hogy a szabalyos

pénzérme ismételt és fliggetlen feldobasakor aolefsbk aranya durvé%& Vajon milyen

matematikai analizisbeli eszkdzoket kell felvontmikaninimalisan ahhoz, hogy ezt az egys$izer
helyzetet igazoljuk. A binomialis eloszlasnal l&ithogy az
A, = {n dobasbok fejetkapunk

. . . 1 . . .
esemeény valésziiségep=1—p= > szabalyos érme esetén

_(n) (1\"
(A= ()2 )
Hak jeloli a fej dobasok kedvézseteinek szamat, akkor a relativ gyakoris%f_) arany. A

relativ gyakorisag értéke akkor esik—%zértéks > 0 sugaru kérnyezetébe, ha

1 k 1
5 € N 2+8

1 1
n| = —e|l <k<n| =
(3¢ (3 +¢)
teljesul. Rogziteth kisérletszam mellett a

P2 sl 2 g X0

5 "¢ E+£

0sszeg esemeény jeldli pontosan azt, hogy a fejstioalativ gyakorisaga beesik az

(% —e,% +£) intervallumba.

13.6.1. TETEL.NAGYSZAMOK TORVENYE SZABALYOS ERME
KISERLETERE




Tetsdlegess > 0 esetén

han— .

BIZONYITAS
Elegend bizonyitani a

*) p( U Akano
és

() PU ]Ak n]—»o

< —_-
0_k<n(2 €

n
hatarértékeket, ha— . UgyanisF’(kL_JoAk n) = 1 teljesul mindem értékre és igy a (*) és (**)

esetekBl kimaradok indexekre 6sszegezve az eseményeket a valéggjinatarértéke 1 lesz.
Most csak a (*) képletet igazoljuk és az olvasdezlk a (**) bizonyitasat, amely hasonloan
megy. Hasznaljuk hinomialis eloszlasképletét

_ _ n\ ,-k
P( e Akn] = 2 Pan= 2 (D)2
n[3+sj<kSn k>n(%+£) k>n[5+£j
Az alabbialgebrai atalakitdsokjellemzek a valdszitiségelmélet bizonyitasa soran. Legyen

A > 0 tetsdleges, ekkor

2 (E)'Zkﬁ 2. ek(k_n(%ﬂ))(ﬂ)'z*:

k>n(%+s) k>n(%+£j
A\ K A \n—k n ANk ANk
_ shne nml1 2| |12 — o hne (”j.(i.Ej.(i.'Ej
2 (k)[ze][ze] 2l 2o 2
k>n(§+sJ
A _A
Hasznaljuk a binomiéllis-tétetit=%-e2 ésb=%-e 2 értékekre. igy az egysitlenség jobb
oldala
P
-hne | L2 L 42
e [2 e” + 5 € ]
Alkalmazzuk az
&< xte

egyenbtlenséget, amely igaz pozitiv és negatértékekre egyarant.

Ezt szemlélteti az aldbbi abra.

> plot( [ex, X+ exz}, x=-1.38..1.2color = [blue red], thickness 3)




0.5 1

Azy = & (kék) és ay = x + e®(piros) fliggvények grafikonja

Az egyenbtlenséget haszanalva kétszer

R PO e Y EOEL DY BV | P

2 2 o 2 (2 2 2

Mivel tetszlegesA > 0 esetén teljesulnek a fenti becslések, ezért ztalaguk értékét agy, hogy a
2

kitevében szeregl 1 A-e masodfoku kifejezésneékban minimuma legyen. EZa= 2-e mellett
teljestl és igy a keresett valodmag felé becslése
Pl U Al <e ",
n( 3 +s) <k<n
ahol a jobb oldal nullahoz tart, hdart végtelenhez. Ezzel a tételt igazoltuk. L)
A bizonyitasbdl kideril, hogy egy altalanos téemaalis esetének bizonyitdsa sok meglepetésgtdrto

V¥V 13.7. Centralis hatareloszlas-tétel szemléltetéss @kalmazasai

A nagy szamok térvénye kimondja, hogy fliggetlemasceloszlasu valdsZisegi valtozok
atlaga "val6szitiségi értelemben™ kdzel kertl tetézges véltozcE( X) = u varhato értékéhez, ha
n értéke nagy. A kozelsége€rtékére pontositani kellene. Ha példaul soroztokziink, akkor

az§,=+/n vagyS,=Innmind olyan sorozat, amelyekre, c!jmil =0. Mégis oriasi kulénbség

van a két nulldhoz konvergalasi rendben. Azt aaalk konvergalast, amit a nagy szamok
térvényeben kapturontositja a centralis hatareloszlas tétel

13.7.1. KISERLET. A binomialis eloszlas standardizéaltja hogyan kozeiiaz
N (0, 1) standard normal eloszlas &riiségfiggvényet?

Standardizaljuk 8~Binomialis( n p) Maple kod
binomialis eloszlast. MiveB varhat6 > restart: with( Statistic$ : with( plots) :
erteke > B:= RandomVariablé Binomiél,p)) :
» E(B)=n-p n:= 100;p = 0.3
szorasa K—n-p )
G(B) =+ np(l_p): > Xo= Se{\/n'p'(l—p) ’k_o.n]




ezert standardizaltja > standard:= [seq[ [ Xk 1],0], [X[k+ 1],

x=_ B=np Probability( B=k) ]],k=0.n) ] :
np(l—p) > tuskerajz:= plot( standarg-4..4,color = blug

thickness=5) :
> sUriség:= DensityPlof Normdl0, 1), range=

Ezt a transzformaciot végrehajtjBk
ertékkészletén, vagyis a

k=0,1,2,..n -4..4,color = red thickness= 3) :

értékeken. > display( [ tlskerajsuriséd, caption
A standardizalk " binomidlis eloszlasu = Binomidls eloszlas standardizaltja és
valtozoét a az N(0,1) griisége

. —n =100
P| X :&]:(E)pk(l n

-p)"5

k=0,1,2,3,..n z;] :
képlet adja meg! Rajzoljuk fel ennek tliske
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

vagy palcika diagramjat a standard
N (0, 1) normal eloszlasisiiség

flggvényével egydtt! o ) L
Binomialis eloszlas standardizaltja és

A rajzolas érdekében az 100 és az N(0,1) siiriisége

p =0.3 értékeket valasztottuk!

Az illeszkedédorzasztd Elsé gondolatunk az volt, hogy a kéttloszlas jol fog illeszkedni
egymashoz, mert mindkétstandardizalt értékek. A rosszban az a j0, hogy eloszlgetd&ge
azonos, ami alatt a terjedelmet és az alakot értjgl lehetne egymashoz igazitani aietia a
tiskéketiiggéleges iranyban megndvelnénkannyival, hogy elérjék a harang gorbét! Pontosan
ezt tesszik!

Az eltérésabbdl adodik, hogy a binomialis eloszthszkrét, mig a normal eloszldslytonos
Ezért, ha a palcikak hosszait dsszeadjuk, akkdtaptink, mig ha a harang gorbe alatti tertletet
szamoljuk, akkor is 1-t kapunk.osszusad dimenziés mennyiség, migextilet 2 dimenzios
mennyiség. Az illeszkedési eltérés onnan ered, kégkilonbés dimenziét hasonlitottunk
0ssze, ami képtelenség. Hogyan lehetne 6sszehasoalfonos dimenzidkat? Ugy, ha a tiiskék
veégeit 0sszekotjik egyenes szakaszokkal és a kekdtirapézok (illetve két haromszo6g)
terlleteinek 6sszegét vesszik. Ennek a teriletakdnie 1-t adni!

Ha valaki emlékszik &rapéz-formulara,
akkor tudja, hogy a trapézok teriiletének
0sszege megegyezik a fiideges pacikak
0sszege, kivéve az élgs utolsot, mert azok
felét kell hozzaadni és ezt az 6sszeget szor
kell a pacikak kozotti tavolsaggal. Mivel
"nagy"n esetén az edses utolso érték kozel

terlletének 6sszege szamertékileg edyenl
palcikak kozotti tavolsaggal. R-ik pacika az
K—n-p

x-tengelyen ax, = ertéknél
vnp-(1-p)
van, ezeért
1
MX=XR— X 1=

nulla és a palcikak dsszege 1, ezért a trapégok

Nézzuk mit kapunk a Maple-vel!

> faktor:=+/ np-(1—p) :

> standard_modos= [sed [[ X k+ 1], 0],

[ X[ k+ 1], faktor-Probability( B=k) | ]

,k=0.n)]:

> tUskerajz_modos= plot(standard_modgs
-4 ..4color = blue thickness=5) :

display( [ tuskerajz_modgsiiriiséd)

oZNi

4

vnp(1l-p)




a palcikak kozotti tavolsag. Tehat a trapéz

terlletek 6sszege 73210 1 2 3 2
_ 1

trapez ,—n.p. (1 — p)

Ahhoz, hogy a trapéz teriletek 6sszege 1

legyen, ahhoz meg kell szorozni a palcikak

magassagaif n-p- (1 —p) -vel, vagyis a

binomialis eloszlas szérasaval.

Ennél pontosabb illeszkedés&lmodni se mertiink volna.

13.7.2. A Centrélis Hatareloszlas Tétel

Az el6z6 részben a standard normal eloszlagiségfliggvényét kozelitettiik a standardizalt
binomidliseloszlasal. Lattuk, hogy az eltérések miatt be kellettedpiegyszorzé faktort! A
centralis hatareloszlas-tétel a standard normak#eeloszlasfiiggvéngnek egyre jobb
kozelitésésl szol standardizalt 6sszegek eloszlasfiiggvényemminem kell beépiteniszorzo
faktort.

13.7.2. TETEL. Centralis Hatareloszlas Tétel (CHT)
LegyenekX;, X,,..., X.. fliggetlen és azonos eloszlasu valds#gi valtozok végtelen

sorozata, amelyek kézgs=E( X)) varhato értéke és= o(%) >0 szoréasa létezik. Ekkor az
g =1 Z (X—n) _S—nw
Jn k=1

valGsziriségi valtozok sorozatara fennall a

c Jn-o

nliﬁn)mP(Sfl < x) =®(x)
X 2
hatarérték relacio, ahdt(x) = 1 J e 2 dta standard normal eloszlas
Jyamn )

eloszlasfuggvenye & =X, + X, +...+ X az 6sszeg valtozo.

CHT torténete.
A Centralis Hatareloszlas tétel &lgaltozatat A. de Moivre (1667-1754) francia matékus bizonyitotta 1738-ban

1

Xi~BinomiaI[ > ] esetben. P-S. Laplace (1749-1827) francia matkosafijra felfedezte a tételt és 1812-ben

1
altalanositotta ax ~Binomial( p) esetre, amikgp # o A tételt C.F. Gauss (1777-1855) német matemsitial

csillagasz bizonyitotta altalanos formaban. A% elatematikailag preciz bizonyitast A.M. Ljapuno8%Z-1918)
orosz matematikus adta meg 1901-1902-ben megszabaaiiazonos eloszlas feltétéléiA tételt centralis
hatareloszlas tételnekiskzér Gy. Pdélya (1887-1985) magyar matematikus ztevE920-ben. A tételt gyengébb
feltétel mellett és ésebb kovetkeztetéssel J.W. Lindeberg (1876-1982)rfiatematikus 1922-ben bizonyitotta.

Az alkalmazasok étt nézziink néhany szemléltetest, amelye&lagzlasokbartérnek el



egymastol.

V 13.7.3.Szemléltetés Bernoulli-eloszlassal
Legyenek azxX,~Bernoulli( p) valosziriisegi valtozok fliggetlen Bernoulli-eloszlasuak k&z6
0 < p < 1 paraméterrel. Ekkd&()g) =p a véarhato értéks(xi) =y p-(1—p) aszoras és az
0sszeg valtoz®, = X; + X, +...+ X ~Binomial n p) binomialis eloszlasu.
A szemléltetés a kozponti hatéreloszlas tétel devidd_aplace-altal felismert verziojat adja.

13.7.3. TETEL. (de Moivre, 1738-Laplace, 1812)
Legyena, b € RU { -0} ésa < b. Ekkor

b
nIianP[as 5P Sb] -1 Je_
n-p-(1—p) \/Z_n a

ahol§, = (E) -pk- 1—-p)"~ Xpinomialis eloszlas és a konvergen@ab] — ben

b
2

dx

egyenletes.

Nézzik g = 0.2 paraméter esetét és valtozaamtéke 4 és 50 kdzott. Animacidval
felrajzoljuk a standardizalt binomialis eloszésszlasfuggvenyéulonbod n értékre és a
normal eloszlas eloszlasfliggvényét!

restart:
with( Statisticg : with( plots) :
p:=0.2
Gauss:= CDF(Normal 0, 1), x) :
rajzGauss= plot(Gaussx=-3..3,color = [red green], thickness= 3) :
N:=50:
rajzok := NULL :
for nfrom 4to Ndo
S (RandomVariablé Binomiél,p)) —n-p)

Vv p(1-p)

rajzok := rajzok displa{ plo{ CDF[ S,x] , x=-3..3,color = blue thickness= 3 |,

n
raszaus:ﬂ :

enddo:
rajzok:= [rajzok] :
> display( rajzokinsequence true)

V V.V V V V V

p:=0.2

0.9




A diszkrét eloszlas 1épés fuggvényen ndvekedésével egyre jobban megkdzelitik a normal
eloszlas folytonos eloszlasfliggvényét.
Javasoljuk az olvasdnak, hogy valtoztadsesp paraméterek értékét és kisérletezzen!

Egy masik szemléltetéslehetiség, ha rogziteft valosziriség mellett a

binomial n, p) eloszlas oszlop diagramjahoz megrajzoljmtcmmal( np,v n-p-(1—p) )
normal eloszlasisiség fuggvényat értekének névekedéseével!

A rajzoljuk fel az abrakat animacioval, pa 0.2 és értéke novekszik 46t egyesével 50-ig!

> restart: with( Statisticg : with( plots) :
> p:=0.2
> kepek:= NULL:
for nfrom 4to 50do
> kepl:= ColumnGrapli[ seq ProbabilityFunctién Binomialp), k), k=0..20) ], color
= blug thickness= 3, width= 0.7,distance= 0.3,0ffset=-0.35) :
> kep2:= plot( PDF( Norma(n-p, v np-(1—p) ),x),x:—l..ZO,coIor: red thickness= 3) :
> num:= converf nstring) : széveg= textplo( [ 10, 0.5cat( n értéke= num) |, color
=black) :
> kepek:= kepekdisplay( [ keplkep2szdveq) :
enddo:
> display( kepeknsequence true)
p:=0.2

0.5 n értéke= 4
0.

Lathato, hogy aormal eloszlasiriiség figgvénye éstanomialiseloszlasegyre jobban
megkozelitik egymast ndvekedésével.

V 13.7.4.Szemléltetés Poisson-eloszlassal
Legyenek aX ~Poissor{ 1) valésziriiségi valtozok fuggetlen Poisson-eloszlastak kdzos

0 <X paraméterrel. EKkdE( X) =A a varhaté értélq (X)) :\/7 a szoras és az 0sszeg

valtozé S, =X, + X, +...+ X ~Poissor{ n\) is Poisson-eloszlasu. Nézzik a0.5

paraméter esetét és valtozroértéke 2 és 20 kdzott. Animacioval felrajzoljuRaisson
eloszlas eloszlasfuggvényét kulonbazertékre és a normal eloszlas eloszlasfliggvényét!

restart:

with( Statisticg : with( plots) :

A:=05

Gauss:= CDF(Normal0, 1), x) :

rajzGauss= plot( Gaussx=-3..3,color = [ red green|, thickness= 3) :
N := 20

rajzok := NULL :

vV V. V V V V V




for nfrom 2to Ndo

S:= RandomVariablé Poiss¢n-h) ) :

rajzok := rajzok displa)([ plo{ CDH Sx/ AV +n),x=-3..3 color = blug thickness
= 3), raszauss}) :

enddo:

rajzok:= [rajzok] :
> display( rajzokinsequence true)

A:=05
N:=20
-3 -2 -1 0 1 2 3

Mivel aStatisticscsomagba nincs beépitve a diszkrét valtozok tfamsacioja Ggy, mint

* —n-u
pédaul ag, = Sn— ezért a transzformaciotGDF eloszlasfiggveénybe kellett
Jn-o
beépitentink! Az 8sszeg valto&t-Poissor{ n)) formaban definialjuk és ennek

eloszlasfliggvényével felépitjik a standardizalzégsloszlasfiggvényét a

P(S1 < x) =p S < x] :P(S1 < n-k—i—x-\/ﬁ-ﬁ) :CDF(ST n-A+x+n
YEXEY

képlet alapjan.

Javasoljuk az olvasdnak, hogy valtoztadsssA paraméterek értékét és kisérletezzen!

Egy masik szemléltetéisehetiséget kapunk, haRoissor{ ) eloszlas oszlop diagramjahoz

megrajzoljuk eNormaI( A, ﬂ ) normal eloszlasisiiség fuggvenyét ertékének
novekedésével!
A rajzoljuk fel az abrakat animacioval, harteke novekszik 46t egyesével 15-ig!

> restart: with( Statisticg : with( plots) :
> kepek:= NULL:
for A from 4to 15do
> kepl:= ColumnGraplf [ sey ProbabilityFuncti¢n Poisgon), k), k=0..30) ], color
= blue thickness= 3, width= 0.7,distance= O.3,offset:—0.35) :

> kep2:= pIot( PDF( Norma(x,ﬁ),x),x:—l.so,color: red, thickness= 3) :
> num:= converf{ A,string) : széveg= textplof [ 10, 0.2cat( lambda értékeznum) ], color
=black) :
> kepek:= kepekdisplay( [ keplkep2szdveq) :
enddo:
> display( kepeknsequence true)




lambda értéke= 4

Lathato, hogy a normal eloszlagi&ség fliggvénye és a Poisson- eloszlas egyre jobban
megkozelitik egymast ndvekedésével.

V 13.7.5.Szemléltetés exponencidlis-eloszlassal

Legyenek aX ~ExponentialA) val6sziriiségi valtozok fliggetlen exponencilis-eloszlastak

kdzds 0< A parameterrel. EkkdE( X)) =1 a varhaté ertélg(X;) =A a szoras es az dsszeg
valtozo

S =X+ X+ + Xn~ErIang( A, n) Erlang-eloszlasi ésn paraméterekkel. Nézzikia 1
paraméter esetét s valtozrogrteke 2 és 20 kdzott.

Animacioval felrajzoljuk aErlang( A, n) eloszlas eloszlasfliggvényét 1 és kilonbozn
ertékre, valamint a normal eloszlas eloszlasfuggeen

> restart:
> with( Statisticg : with( plots) :
Ai=1;
> Gauss:= CDF(Normal0, 1), x) :
> rajzGauss= plot(Gaussx=-3..3,color = [ red green|, thickness= 3) :
> N:= 20
> rajzok:= NULL:

for nfrom 2to Ndo
rajzok := rajzok displayl | plo{ CDH RandomVariable Erlafi@,n)),A-(n+xyn)),x

=-3..3,color = blug thickness= 3, linestyle= 3) , raszaus%) :
enddo:
rajzok := [rajzok] :
> display( rajzokinsequence true)

N:=20

A Statisticscsomagban a folytonos valtozéok olyan transzforgjadieépitett gy, mint példaul



S —nn

azs =
n-o

rossz ertékeket adott vissza,hértéke kicsi (< 0.2) éx <-3! Ezért helyette az
S,~Erlang(, n) 6sszeg valtoz6t definidltuk és ennek eloszlasfaggevel a standardizalt

0sszeg eloszlasfuggvényét

P T L At x T = At x T
P(s, <x)—P[ o <] P(S, <n-A+x+/n-1)=CDF(S, n-A+x-yn-1)

. Azonban a transzformacio uta€BF eloszlasfiiggvényt szamol6 eljaras

képlettel szamoltuk.
Javasoljuk az olvasdnak, hogy valtoztadsssA paraméterek értékét és kisérletezzen!

13.7.6. DEFINICIO. KONVERGENCIA ELOSZLASBAN
Tekintsik ax;, X,,..., X ... valoszilségi valtozok vegtelen sorozatat. Legygn(t) azX,
n

valdszirisegi valtozo eloszlas fuggvényergst) azY valtozo eloszlas fliggvénye. Azt
mondjuk, hogy aX sorozakonvergal azY valoszirtiségi valtozohoeloszlasbanha
r!iLnooFxn(t) =Fy(t)

teliestl minden olyah> 0 helyen, ahol ag, (t) folytonos.

Jeldlese limX, Q YvagyX, iY, ahold = distribution vagy eloszlas keédetije.

Ezen definicio alapjan a hatareloszlas tétel a nagéeltételek mellett azt allitja, hogy
. —nuod
jm S L,
Vn-o

aholZ~N (0, 1) standard normal eloszlasu valtozo.
A targyalt kétféle konvergencia kozott a kapcsdlaisztazza az alabbi tétel.

13.7.7. TETEL.
A valbsziniségi mértékben valé konvergenciabdl kdvetkezik adaszlasban valéd
konvergencia

Tegylk fel, hogy(nﬂ»YteljesUI. Ekkor igaz lesz a?ni»Y relacio is.

Bizonyitas
Tekintsuk az alabbi atalakitasokat
P(X, <) =P({ X, <t}N{|X, = Y] <e}) +P({X, <t}N {|X, = Y| <¢g}) <
<P(Y<t+e) +P(|X—Y| >¢).
Legyemm > O tetsBleges. MivelF, (t) folytonos & pontban, ezért ha> 0 elegenden kicsiny,
akkor

Y (t+e) =P(Y<t+e) <P(Y<1) + %
Masrészt axnﬂ»Yfeltétel miat1|=>(|>(rI =Y > e) < % han elég nagy. A fenti

egyenbtlenségek alapjan
Fo(h) =P(X, <t) <F(t) +n.

n
Hasonl6 modon kapjuk az alsé becslést ig) Beeke elegerign nagy, akkor



F(t)-n <F(1).
Tehat azt kaptuk, hogy_)ljwrﬁn(t) =F(t) =P(Y < t) minden olyar pontban, ahdF(t) folytonos.
Vagyisxnthtees'UI. L)

A 13.7.7. tétel megforditasa altaldban nem igaaz Mgszont a megforditas, Na- ¢ konstans
valdsziriségi valtozo.

13.7.8. LEMMA.

Tegyuk fel, hogy(ngc teljesul valamilyerm konstanssal. Ekkor igaz a fordit?a’.nlc
konvergencia.

Tehét, ha a hatarért&knstans akkor a valosziiségi mértekben valé konvergenekvivalens
az eloszlasban valé konvergenciaval.

13.7.9. PELDA. FOLDMERESEK ATLAGANAK HIBAJA

Egy foldmés ismert tavolsagt, mondjuk 1 kilométert szerethne megmérni. Tudgy a
pontos méreést torzitjak a Iégkori hatasok és egyélberi hibak. Ezért tobb mérést végez
ugyanarra a tavolsagra és a méaésitok atlagatveszi. Feltételezi, hogy az egyes mérések
flggetlen valoszilségi valtozok kdzos eloszlassal, amelyek varhdékén =1 [km] és

standard szérasa= 0.0002[ km].
Hanyszormérje meg a tavolsagot a foldmighogy 95%-0s megbizhatésaggal a mérések étlaga
legfeljebb 0.0001 km] tavolsaggal térjen el a valodi tavolsagtol?

Megoldas

JeldljeS, azn mérés 0sszeget eﬁ— a mérések atlagat, melynek varhat6 értekd és szordsa

c(% j = 0'0002. A kérdés els megvalaszolasahoz hasznaljuk a Csebisev-egj@amiéget
n
=0.0001 paraméterrel
P( S —ul > o.oomj L 00002 _4
n n-0.000f N
A feladatban éagadasesemény valdsziiségét kell becsulni, ezért
(i — <00001j _ (i —u‘ >00001j >:L—i > 0.95.

Az utolso egyerditienség megoldasa> 80.
Tehat a Csebisev-egyétienség szerint, ha 80 vagy ennél tébb mérést végzkkor legalabb
0.95 annak a val6sZisége, hogy a mérések atlaganak hibaja kisebb,lfiom!

Korabban lattuk, hogy a Csebisev-egydiehség tul nagy értek szolgaltat! Azt reméljuk, hogy
a centralis hatareloszlassal pontosabb becsléasnkapertékére. Tegyuk fel, hogyérteke
elegenden nagy ahhoz, hogy, kozelileg normal eloszlasu legyen. Ekkor

(i_u’<00001j [ 0.5+/n < Snn Gu <05\/_] ( 0.5-\/F<Sn* <0.5

ﬁ)z



+05yn {2
1 "2
~ e 2 dt=(0.5yn) —®(-05yn) > 0095
V2T J

-0.5n

> restart: with( Statistics :

> e:= CDF(Normal0, 1),0.5v/n ) — cDF( Normal0,1),-0.5/1 ) =0.95
> plot([Ihs(e),rhs(e) ], n=12..20thickness- 3)

e:= erf(0.250000000Qn 2 ) =0.95

0.9
0.9
0.9
0.9
0.9
0.9

12 13 14 15 16 17 18 19 20

> n=fsolvd en=14..18
n=15.3658352800 (1.7.1)

Tehét a centralis hatareloszlas-tétel segitségéxel 6 (joval kisebb) értéket kaptunk, mint a
Csebisev-egyeftitlenséggel. Maradt azonban az a kérdés, hogyl6 elegenden nagy-e ahhoz,

* 7 Ve ye 7 Ve e ’ X
hogy S, ésS, eloszlasat normal eloszlassal kozelithessuk?

13.7.10. PELDA. A 13.7.9. PELDA FOLYTATASA

Tegyuk fel, hogy a féldméregyismeretlen hosszusagtavolsagot mér meg ugyanazzal az
eszkozzel, ugyanolyan kérilmények kozott, mintlézdéefeladatban. Ehhez= 36 alkalommal
meér, majd ezeket atlagolja. Milyen biztos lehetablhogy az atlag a valodi érték 0.0002 [kin]
=20 [cm] sugaru kornyezetébe esik?

Megoldas
Hasznaljuk a normal kdzelitést a becsléshez

P( % —u‘ <o.0002j =P(|s| <05vn)=P(|§| <3) = 1 J e 2 dt=0.997
-3

> with( Statistics :
evalf( CDH Norma(0, 1), 3) — CDF(Normal0, 1),-3))
0.9973002039 (1.7.2)

Tehat a féldmér 99.7%-ban biztos lehet abban, hogy az atlag értéldodi tavolsag 0.0002 [km]
sugaru kornyezetébe esik.

13.7.11. PELDA. Véletlenszat szamlak kerekitéseinek dsszegér

Jelenleg a legkisebb fizeeszkoziink az 5 Forint. Ezért, ha készpénzzelidgtakkor a



pénztargépek a fizetebidsszeget automatikusan kerekitik a legkdzelelbbiibthoz vagy lefelé
vagy folfelé. igy példaul a 32 Ft is és a 28 Ftasekités utan 30 Ft lesz. A kerekités lefelé is és
felfelé is maximalisan 2.5 Ft lehet. Tegyuk felgh@ kerekitések folytonosan valtozhatrak5

es + 2.5 kozott.

13.7.11. PELDA.

Azt szeretnénk tanulmanyozni, hogy 100 fluggetlenédstlenszdr kerekités dsszegének
abszolutértékemekkora valoszifséggel haladja meg a 10 Ft-ot?

(i) Mennyi az 6sszegzett kerekitések varhatd érédkezorasa?

(il) Készitsuink szimulacids programot, amely kisp§en100 kerekitett érték dsszegét
ismételten 200-szor, majd felrajzolja a kérdésesnény relativ gyakorisagat!

(i) A centralis hatareloszlas-tétel segitségédziimoljuk ki az esemény valosiségét!
Egyezik-e a relativ gyakorisagokbdl adédé értékkel?

Megoldas
(i) A kerekitesi értékek modellezib&tX;, X,, X,,..., X; oo fliggetlen valosziiségi valtozokkal, ahol
mindegyik valtozo folytonos egyenletes eloszlaga 2.5, 2.5] intervallumon
X~Uniform(-2.5, 2.5).
A 100 kerekités halmozott 6sszege az
Si00=X X +...+ X0
valosziriségi valtozo.
Mivel mindeni =1, 2, 3,..., 100 esetén

o 2
E(X) =0, Var(X) = 15229 - 23 go5x) = 23?

ezeért

2
E(Sg0) =0, Var(Syp) =100 % - % 5(Sio0) = 22

Tehat hosszu tavon a felfelé és lefelé kerekit&majyenlitik egymast és a varhato érték 0 Ft.

=~ 14.43.

(ii) Felvesziink egy| > restart: with( Statistic$ : with( plots) :
lfers.k'te,s' Vl"?lltl?ZOt > X := RandomVariablé Uniforfi-2.5,2.5) :
\elzrhlztzéag?éjtét és | > K= Mean( X); o := StandardDeviatiof X;
' S:= NULL:
Az alabbi program for i from 1to Ndo
dsszead 100 M := Sampl¢ Xn)
véletlen kerekitési | > S:= Sadd( M[ K, k=1.n) :
értéket és ezt enddo:
megismétli 200- S:= [S]:
szor. A kapott > vonalak:= LineChart( 9 :
.S,..., hatarok := plot([ -10,10],1.N) :
= S+ 5200 display( [ vonalakhatarok])

—

véletlen 6sszegekd
felrajzolja vonalas
ﬂ?zgzrgr;‘;“f'l%sés G = 1.443375673
y =-10 szinteket!

u:=0.




> rgy := NULL: gyak:=0:
for kfrom 1to Ndo
if ab{ S k) > 10thengyak:= gyak+ lendif:

gyak .
rgy == rgy, K
Az alabbi ciklus megvizsgalja, hogy enddo
mely§ 0sszegre teljesil az ' ,
X rgy == [rgy]:
{|S{> 10}= {§ <-10}U [§ rajz1 := LineChart rgyview=[1.N,0..1]) : rajz1

> 10}

feltétel ak=1, 2, 3,..., 200 kozul.
Ezutan felrajzolja ezek relativ
gyakorisagat.

ocooo
1

20 40 60 80100120140160180200

(i) A centralis hatareloszlas-tétellel szamoljuk k|)élz—|— X5+ + Xlod > 10 esemeény
valésziriséget!
A relativ gyakorisdgok asejtetik, hogy a keresett
P=P(|X + X+t Xod > 10)
valésziriiség kb. 0.5. Pontosabb értéket kdaeditdmitassal tudunk mondani.
Egy lehetséges fdidecslést ag-re a Csebisev-egysitlenség, melyben2
Xy + X5 .4 S100= S0 E(Sig0) =0 éssz(SlOO) = ZTS

Ezért

2 25
O
P(|X, + X, +-.t Xyod > 10) < (382100) = 13(;2 ~ 2.083.

Mivel minden valoszitiség 0 és 1 kozé esik, ezért a Csebisev-edfenség nem ad hasznalhato
eredmeényt.
Bontsuk két részre az abszolutértéket a centraté&réloszlas -tétellel valo szamitasahoz
P(|X + X5 +...4 Xygd >10) =P( X, + X+t Xigo > 10) +P( X + X, +...4 X399 <-10).
Standardizaljuk az 6sszeget és hasznaljuk a nailosilas eloszlasfliggvenyével vald kozelitést
P(X + X+t X0 > 10)=P( X, + X 4.4 Xgo— N >10—n-p) =
. X 4+ %+t Xgg— N1  10-ny ] _ P[Zn _ 10-np ] P( _ _ 10-1000

o n o/ n o n 1.443337/ 100




P( X +X+ .+ Xgo> 10)=P( Z, > 0.692823 =1—®(0.692823 = 0.24421,
aholZ, az 6sszeg standardizaltja 0 varhato értekkelszessalkp(x) a standard normal eloszlas
eloszlasfuggvénye.
HasonléarP( X, + X, +...4 Xg9 <-10) =P(Z, <-0.692823 =1 — ®(0.692823 = 0.24421.
Igy a keresetp valosziriségre
p=0.24421+ 0.24421 =0.48842
Ugyanez a szamitas Maple-segitségével!

> @ := x—CDF(NormalO0, 1), x) :
(10—u-n) p, =0 - (10—£n) :
o/ n o+/n
> p=ptp

> rajz2 := plot( p, 1.N, thickness= 3,color =red) :
> display( [ rajzlrajz2])

> pl =1—7

p:=0.488422316639885

O O OO
|

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Lathatoan a kiszamolt valos#sgeghez konvergalnak a relativ gyakorisagok.

A kozelité formula jelenseget szeretnénk | > s:= RandomVariablé Uniforfi-2.5,
hangsulyozni azzal, hogy irtunk egy olyan 25)):
Maple programot, amely 6sszead 100 daralp  for kfrom 2to 10do
egyenletes eloszlasu valtozot. S:= S+ RandomVariablé Uniforr
-2.5,2.9)
A P( Sio0> 10) egyenbtlenséget az enddo:
eIoszIéstggvénnye(I 1 CDF( S0 10)) A Maple olyan hosszadalmasan szamol, hogy
médon tudjuk szamolni! ezt csak gyors géppel rendelkk2s tiirelmes
olvasok inditsék el!
> #1— CDF(S10)

13.7.12. PELDA. A 13.5.3. példa megoldasa centrahstareloszlas tétellel
Visszatériink a minimalis mintvételi elemszam megtwtasahoz, amikor legaldbb 90%-0s

biztonsaggal szeretnénk megg§dni arrél, hogy ap = 0.05 selejt aranytdél valo eltérés
legfeljebb 0.027?

A becsléshez az egyétienséget hozzuk olyan alakra, amely alkalmas &@enhatareloszlas
tétel alkalmazéasara!

d

(A o(A)
T —0.0§ <0.02|=P| 0.03< N < 0.07 =P(0.03~n <k, (A) < 0.07~n)



P(0.03n < k(A) < 0.07:n)~—— Je_?dx:<b(b;)—q>(a;)
2w J,
a
n
ahol
+__0.03n-np _ 002 002 =
% Jnp-(I1—p)  0.020098 0.98
és b;: 0.07n-np _ 0.02 0.02 Wy
Jnp(1—-p) 0.020.098 0.98

A tovabbi szamitdsokhoz
hasznaljuk a Maple beépitett
eljarasait! Rajzoljuk feh
valtoztatasaval a normal
eloszlassal kifejezett
valosziriséget!

Az abra szerinta 0.9
valbsziriségi szintet a gorbe

metszi. Ezt a metszéspontot
megkeresi a Mapltsolve
eljarasa, amelyet egyenletek
numerikus megoldasanak

ki.

n=130 és n=140 kozo6tt biztosam

kozelib szamitasara fejlesztettg

> restart: with( Statisticg : with( plots) :

> plot([F(n),0.9],n=100..200

az 0.9(
0.86/
100 120 140 160 180 200

K, n=fsolvgd K n =0.9,n=120..14Q
n=132.5716294000

> F = unapplx{ CDF{ Normal(0, 1), 0.02
0.98
— CDF| Normal0, 1),- 0.02 JF]

0.98

(1.7.3)

Tehét a centralis hatareloszlas tétel alapjan kdggitisebb elemszam= 133. Ez azonban tul
kevésnek tinik, hiszen lattuk a 16.3.3 feladapojtjdban, hogy binomialis eloszlast feltételezve,
n < 260 esetben lesznek olyartékek, melyekre a valos#seg 0.9 alatt lesz. Példaul az

n =180 minta elemszamra a megbizhatésag csak 0.861&6k.

> n:= 180

> X:= RandomVariablé Binomiél,0.05)) :
> p=CDH X 0.07n)-CDF(X 0.02n)

n:=180
p =0.862385591605296

(1.7.4)

Pontosabb becslést akkor tudnank mondani, ha ismkrm sokasaly elemszamat. Mert ilyen
esetben hipergeometrikus eloszlassal szamolhatunk!

V 13.8. Ellenora kérdések

Mit mond ki aMarkov-egyenlétlensé@
Milyen feltételek mellett nem ad hasznéalhaté erédyn a Markov-egyenlétlenség?



Milyen helyettesitéssel kapjukGsebisev-egyerdtlenségt a Markov-egyeiitlenségibl?
Mit mond ki anagy szamok térvényének Csebisev-alakpa

Hogyan kapjuk a Csebisev-egyeftlenségél a nagy szamok térvényének Csebisev-
alakjat?

Mit mond ki anagy szamok térvényének Bernoulli-alakj&

Hogyan kapjuk a Csebisev-egyeftlenséghl a nagy szamok térvényének Bernoulli-
alakjat?

Mikor mondjuk, hogy aX;, X,,...,X .. valészifisegi valtozok sorozataaloszinisegi
meértékben konvergal ax valdsziriségi valtozéhoz?

Mit mond ki acentralis hatareloszlas- téteél

Mit mond ki adeMoivre - Laplace-téteP

FMEXEE. Mikor mondjuk, hogy aX;, X,,..., X,.. valosziliségi valtozok sorozata

eloszlasbarkonvergal ax valésziriségi valtozéhoz?

Mi a kapcsolat a valészieégi mértékben valé konvergencia és az eloszlasina
konvergencia k6zott?

FERNE. Hogyarkozelitjiik a binomialis eloszlast normal eloszlassal?

FEERY.. Hogyarkozelitjilk a Poisson eloszlast normél eloszlassal?

Milyen médon kézelitiink egy integréltonte Carlo médszerel?

V 13.9. Gyakorlo feladatok

LegyenX~Bernoulli( p) valoszirtiségi valtozo, amelyrBe(X=1) =p ésP(X=0) =1 —p, ahol

0 < p < 1. Hasonlitsuk 6sszePd X > 1) valosziriséget a Markov-egyeftlenséggel kapott
becsléssel!

13.9.2. felads

LegyenX~Exponential ) exponencidlis eloszlasu valésizsggi valtozd&E(X) = 1 varhato
ertékkel. Szamoljuk ki rendre az 0.5, 1 és 2 értékekrePa X > x) valOsziriségek pontos
ertékeit és hasonlitsuk 6ssze a Markov-edstriségben kapott féldkorlatokkal!

13.9.3. felads

Legyenek aX,, X,,..., X, fuggetlen valosziiségi valtozok Poisson eloszlésuﬁ(og) =1 kbz0s

varhato értékkel. Szamoljuk kiRa( X+ X5+ 4 X g > 15) valosziriséget a Markov-
egyenbtlenség hasznalataval'Majd szé\moljuR(aX1 + X5+t X > 15) valosziriséget,

hasznalva a figgetlen Poisson-eloszlasok 6sszagsoReloszlas tételt! Hasonlitsuk 6ssze a két
eredmeényt!

13.9.4. felads

Legyen X folytonos valdszitségi valtozo, melynek varhato értéke és varianisdy®, azaz
* E(X) =Var(X) =20

(i) Mit mondhatunk &sebisev-egyemdtlenségalapjan #(0 < X < 40) valésziriségbl?

(i) Készitstink olyarX~Normal(u, ) normal eloszlasu valtozét, melyre teljesul a gfjdtel!
Mit mondhatunk ekkor B(0 < X < 40) valosziriségbl? Hasonlitsuk 6ssze az (i) pontban
kapott értékkel!

(iii) Készitstink olyarX~Uniform( a b) egyenletes eloszlasu valtozét, melyre teljesé) a (
feltétel! Mit mondhatunk ekkor B(0 < X < 40) valosziriségbl? Hasonlitsuk 6ssze az (i)
pontban kapott ertékkel!

13.9.5. felads
A centrdlis hatareloszlas tétekimondja, hogy fliggetlen valés#isegi valtozok 6sszege tart a
normal eloszlashoz, tekintet nélkil arra, hogy nyaerfurcsa egyedi valtozébdl indultunk Ki.



Teszteljuk ezt szamitdgépes szimulacidval! ValassAb fliggetlen értéketla 0] 1
intervallumban az alabbiakban megadott eloszlasals8g fliggvényével és szamoljuk ki az
S,; 0sszeguket! Ismételjik meg a szamitast N=1000eszeajzoljuk fel a kapott 6sszegek oszlop

diagramjat! Rajzoljuk be az ébrébalarmal( B Ss). (5(825)) normal eloszlasisiség
fluggvényét! Milyen az iIIeszkedés a normatiseg flggveny és az oszlop diagram kozo6tt?

(i) f(x)

(i) f(x)

(iii) f (x) :3 x2

W) f(x) = ‘x——‘

(Vf(x)=2 —4~‘x— E‘
13.9.6. feladg
Milyen nagy legyem értéke, hogy a& =X, + X, +...+ X_kozelitleg normal eloszlasu legyen?

Ez a szdm néha megtem kicsi. Adjuk meg a valaszt szadmitdégépes szintat Valasszunk
n darab szamotfa 0, Intervallumbdl aZ (x) siriséggel, ahah =3, 6, 12, 20 éb(x) a 13.10.5.
feladatban adottisiiség fliggveny. Szamoljuk ki & 6sszeget, majd ismételjik meg 1000-szer a

kisérletet! Rajzoljuk fel az oszlop diagramot éwamal eloszlast!
Mennyi legyem értéke, hogy az illeszkedés megfélielgyen?

13.9.7. felads

LegyenX~Binomial n p) binomialis eloszlasu valosziségi valtozé.
() Han=100 ép = % akkor pontos szamitassal kapjuléax < 25) =0.5534708238

valdsziriséget. Hasznaljuk a centralis hatareloszlas tétdaivre-Laplace verzidjat és
kozelitsik P (X < 25) ésP( X < 26) valosziriségeket!

(i) Han=100 ép = % akkor pontos szamitassal kapjulPax < 2) = 1.87407514410 °

valosziriséget. Hasznaljuk a centralis hatareloszlas tétdlaivre-Laplace verzidjat és
kozelitsik (X < 2) valodsziriséget!

13.9.8. felads

Dobjunk fel egy szabalyos pénzérmét 1000-szer egytan. Mekkora a valosZisege, hogy fej
dobasok szama 450 és 550 k6zé esik.

(a) Szamoljunk Csebisev-egysétiénséggel!

(b) Szamoljunk centralis hatareloszlas tétellel!

13.9.9. felads

Legyenek aX,, X,,..., X;,5 fliggetlen azonos eloszlasu valo$ziegi valtozok sorozata, amelyek
k6zos diriség fuggvenye az
3-(1-x%ha0<x<1
0, egyébkent
fuggvény. Alkalmazzuk a centralis hatéreloszléslitéﬂP( X+ X5+ X5 < 170)
valosziriség kozelitésére!

13.9.10. felads

Legyenek aX,, X,,..., X, ,,fliggetlen azonos eloszlasu valé$zigi valtozok sorozata, amelyek

f(x) =

varhat6 erteka =E(X) =2 és varianciaja =Var(X) =4. Kozelitsik a
P(X 4+ X+ 4 Xy > 144) valosziriséget a centralis hatareloszlas tétellel!

13.9.11. felads



Legyenek aX,, X,,...,X,... figgetlenN (0, 1) eloszlasu valosziisegi valtozok sorozata.
Tekintsuk az
Y = X2 XS+ X

négyzetosszeget=1, 2, 3,... esetén!

(i) Mutassuk meg, hogE()g) =1

(ii) Parcialis integrélas segitségével igazoljudxg%E()ﬁ“) = 3. Eb®I kovetkezik
hogyVar()ﬁz) =2

(i) A centralis hatareloszlas tétel alapjan adjkidzelitést eP(Y100 > 110)
valésziriségre!

13.9.12. felads

Legyenek aX,, X,,...,X... fggetlen egyenletes eloszlasudk &, 1] intervallumban, azaz
X~U(-1,1). Tekinstsuk a

n
1 2
Tn = _le

ni=
a négyzettsszegek atlagat.
(a) Teljesulhet-e a

lim P(|T,—& >¢) =0

valamilyena értékkel és tetsitegese > 0-val? Hogyan lehet ez igaz?

(b) Hatarozzuk meg értékét!
(c) Készitstink szamitégépes szimulacioét!

13.9.13. feladg

A Monte Carlo integralashoz legyeh esU, fliggetlen valosziiségi valtozok eloszlasa
egyenletes a-1, 1] intervallumbant,, U,~Uniform(0, 1)és legyen
1 ,haUZ+U; <1,
X=
0 , egyébként
Bernoulli- valtozd. Kepezziink = 1000 véletlen ertéket &% ésU, valtozokra, majd axX
véltozora is az

2 2
1 ,haUf +U5 <1,

X, = (n=1, 2,..., 1000
0 , egyebként
feltétel vizsgalattal. EKKJE( X) = % A nagy szamok térvényealapjan
n
lim <=1
n=w n 4

valdsziriségi mértekben teljesil. Készitsiink szamitégéperitzciot ez alapjan aértékének
kozeli szamitaséara!
13.9.14. feladg

Legyen az X diszkrét valosZiségi valtozo tablazata a kdvetkez

X |x:o|x



i

0
1=

aholt > 1. TehaP(X=0) =1 — % ésP(X=t) =+

t
EzértE(X) =1 ésvar(X) =t — 1.
Tekintstk aP(|X— 1] > a) valosziriséget!

(a) Ellendrizziik, hogyt =10 ésa =8 eseté?(|X—1| > a) = 1 es a Csebisev-egyétlenség

10
felss korlatja ugyanerre a valésﬁiségre%. A kUIbnbség% - % =~ 0.04.

Azt mondjuk, hogy = 10 mellett &Csebisev rész X valtozora = 8 esetéen 0.04.

(b) Hatarozzuk meg a Csebisev rés értékét t=10 maleh — re ésa = 10-re!

(c) Vajon tudunk-e olyahésa értéket megadni, hogy a Csebisev rés kisebb legyin 0.01,
0.0001, 0.00001,...stb.

(d) Vajon lehet-e javitani a Csebisev-egy#i@nséget olyan értelemben, hogy adddecslés
kozelebb legyen a tényleges valéssiéghez?

13.9.15. felads

Onnek egy Gjonnan idul6 vallalkozasa van, melynekenCyberHirek KFT. és profilja a
szamitogepes jatékok eladasa Interneten. Staasxiksgalatok alapjan egy internetes eladassal
foglalkozé cég - mint amilyen az Oné- varhato Titéltamau= 30 honap.

(a) Legfeljebb mekkora az esélye, hogy a CyberHirgkhb €l, mint, =38 hdnap? A becsléshez

hasznalja a Markov-egyéditlenséget!

(b) Mennyit valtozik a fenti esély, ha statisztikai takd0l egyrészt az ismert, hogy egy internetes
eladassal foglalkoz6 cég élettartamanak szaradehdnap, masrészt a T élettartam eloszlasa az
atlagra nézve szimmetrikus? A becsléshez haszaélgebisev-egyeftlenséget!

(c) Mennyit valtozik az (a) pontban kérdezett esédytudjuk, hogy T~N(30,8), vagyis az
élettartam normal eloszlasu?

13.9.16. felads

Egy repubtérre érkeé repubgépek X szama egy adott tidtervallumon belil atlagosan

u=100 repib. (a) Legfeljebb mekkora az esélye, hogy az adott fe@iie a t id alatt tdbb, mint

N =120 repib értkezik? A becsléshez hasznélja a Markov-egyiemséget!

(b) Mennyit valtozik a fenti esély, ha statisztikaeéakbol ismert egyrészt, hogy az érkez
repubgepek X szamanak szorasal0 repub, masrészt az eloszlas jo kozelitéssel szimmetrikus
az atlagra? A becsléshez hasznalja a Csebiseviéggaséget!

(c) Mennyit valtozik az (a) pontban kérdezett esédytudjuk, hogy X~Poisson(100), vagyis az
érked replubgépek szama Poisson - eloszlasu?

A gyartmanyok 5%-a hibas. A migégelledrzés csak akkor talalja elfogadhatonak a tétalt, h
abban legfeljebb 7% hibas van. Mekkora legyenedién lew gyartmanyok n darabszama, hogy
a tétel fogadhat6 legyen legaldbb 0.95 valdsaggel?

. . . o ) Ka p(1—p)
Tipp: Hasznélja a nagy szamok J. Bernoulli-féled¢ayét! P| € < o pl| =<— %



