V 14. Statisztikai minta. Empirikus eloszlasfiiggvéRgntbecslések varhaté értékre és
szorasra.

V 14.1. Bevezetés

A statisztika a mérési adatok ismeretében kovetkéztket fogalmaz meg a vizsgélt folyamatral,
amely a véletlent is magaban foglalja. Példaullhakk ddntenink egy pénz érnéérhogy
szabalyos-e, akkor feldobjuk néhanyszor, majd egjéiktaH, : p = % hipotézist &, : p %
alternativ hipotézissel szember 0.05 szignifikancia szinten. De hasznalhatjuk gyrezamok
torvényének Bernoulli-alakjat is a kérdés eldongséagy felrajzoljuk a relativ gyakorisagok
grafikonjat és a szemlélet alapjan dontink. LatHadgy a statisztika hasznalja azokat az elméleti
eredményeket és modelleket, amelyek a valfisggszamitas témakdrébe tartoznak. A forditott
irAnyu probléma gyakrabban fordubeNevezetesen a statisztika olyan kérdéseket ¢ébsz f
amelyek megvalaszolasa a valogsiggszamitastol ) eszkozok kifejlesztését igémghat a
valésziriségelmélet fefldését a statisztikai kérdések elméleti tisztazagmlrebre.

Mivel a statisztikai adatainkban a véletlenek miegyjeek, ezért a statisztika a dontéseivel
felvallalja azt a kellemetlenséget, hogy tévedKé&tonosen veszélyes lehet ez a tévedés akkor, ha
az adatokat "manipuléljuk".

Ebben a fejezetben leiro statisztika alapjait taljgik. Ezek a minta atlaga, korrigalt szorasa,
modusza, medianja és kvatrtilisei. Olyan grafikineiéségeket ad, mint a gyakorisag hisztogram,
empirikus eloszlas fuggveny, box diagramja. Ezégalmak egytittesen jellemzik adatainkat.

Az adatokat részletes statisztikai analizis al&Jathi, hogy a jellem& paraméterei alapjan
jellemezni tudjuk. A hisztogram alapjan az adawlktiv gyakorisagait kozelitjuk valos#Begi
valtozdékkal vagy diszkréttel vagy folytonossal kell dontenlink, hogy az adatok diszkrét
valdsziriségi valtozokkal modellezhit vagy folytonossal. Nagy elemszamu minta esetén
elfordulhat, hogy diszkrét értekeket felevaltozot meégis folytonossal kozelitlink.

Célunk az alabbi fogalmak, 6sszefiiggések és eljarasok megismerése,

megértése
A statisztikai sokasag és a minta fogalma Modusz meghatarozasa
A statisztika fogalma Medidn meghatarozasa s minimum

tulajdonsaga

A varhato érték torzitatlan és konzisztens  Kvartilisek és a box plot diagram

becslése

A véarhat6 érték minimum tulajdonsaga Korrigalt szords négyzet, mint a variancia
torzitatlan becslése

Gyakorisag hisztogram Az adatok eloszlasanak modell tesztje

Empirikus eloszlas fuggvény A Statistics csomagRangeFrequencyTable

FrequencyPlgtChiSquareSuitableModelTest

V 14.2. A valbszitiségszamitags a statisztika kapcsolata
A valGsziniségszamitds a matematika azon aga, amely a vgkieségekbsztrakt



modellezésvel és a megfeléimatematikai kovetkeztetésekevezetesével foglalkozik, és teszi
mindeztaxiomatikus alapon Erdekbdésiink homlokterében az eddigi vizsgalatok sorallaz
hogyan valasszuk ki a megfélalalésziriségi modellt (vagy eloszlast), amely leirja a védsg
fizikai vagy természeti folyamatot €s a leiras sggjével megprobaltuk feltarni a folyamat
valdsziriségi torvényeit!
Ezzel ellentétben illetve 6sszhangban a statisztifenti elmélevalés probléemaka valo
alkalmazasaval foglalkozik, melynek kiindulasi garamegfigyelt vagy mért adatsor
A statisztika a megfigyelési vagyérési adatokismeretében foglalkozik

(1) a megfelél valdsziniségi modellmegvalasztasaval;

(2) a modellben szerégparaméterek becsléséveals a becslénegbizhatosagval,

(3) statisztikakdvetkeztetésekevonasaval.

V 14.3. A statisztikai minta

14.3.1. DEFINICIO. SOKASAG
Populacitnak vagysokasagak nevezzilk homogén egyedek nagy szamu egylittes§ek
mérhebk, azaz jellemezhék valos szammal!

14.3.2. PELDA
Csapagyak gyartasa soran olgamonosbels) és kil atmétkkel rendelkeé csapagyak
alkothatnak sokasagot, amelyet pl. egismak alatt készitettek.

14.3.3. DEFINICIO. MINTA

Mintanak nevezziik a sokasaghd@letlenszefienkivett néhany egyedet.
A véletlenszdi kivalasztas azt jelenti, hogy nincs dsszefliggéy kapcsolat az egyik egyed|és
a masik egyed kivélasztasa kozott.

14.3.4. PELDA
A 14.3.2. példa esetén a legyartott sok csapagil kizesziinkn = 50 csapagyat, amelyek
alkotjak a mintat!

14.3.5. DEFINICIO. A MINTA ERTEKEI
A kivélasztotiminta elemeihez tartozéalos szarokat, amellyel a sokasagot jellemezzik,
nevezzik aninta értékeinek.

14.3.6. PELDA

A kivalasztott minta csapagyak b&kss kil$ atmesit megmeérjik és ezek a csapagy minta
ertékei. Ha masik mintat veszunk ki, akkor a mirtg&ékek megvaltozhatnak. Ezért minden
kivalasztas egy valtozo!

Az X populaciobol vetmintat X;, X,, .., X valosziriségi valtozok veges sorozataval tudjuk

megadni, amelyekre az alabbiak teljesiinek
(1) az X}, X,, .., X, fuggetlenvalosziriségi valtozok: azaz

fxlxz___xn(xl, X1 o1 Xq) =fx1(X1) fxz(xz) fxn(xn) -az egylttes eloszlas az egyes valtozok

eloszlasainak szorzata
(2) az X}, X,, .., X, azonoloszlasvalosziriisegi valtozok:

fy (x) =f(x) , (k=1,2,..., n) mindegyik eloszlas a sokasldgzlasaval azonos;
k

ahol



ka(x) azX, valosziriségi valtozo ériiseg fliggvenye folytonos esetben illetve eloszlasa

diszkrét esetben!

14.3.7. DEFINICIO. STATISZTIKA
Az X, X, ..,X minta tetsdleges
Yo = (Xp %o 0 X))

flggvényétstatisztikanak nevezzik. Az Y egy Uj valdsZiségi valtozét jeldl, mely a szamitgs
eredménye.

A statisztika értéke kiszamithaté a minta értekapjan €és nem szerepelnek benne a populacié

paraméterei!
Ha a populaciébdl egy masik mintat veszink, akkatdban a2 statisztika értéke is

megvaltozik.

V 14.4. A sokaséag varhat6 értéke és a minta atlagaoizitatlansag és
konzisztencia.

JeloljonX egy sokasagot, melynek eloszlasfuggver(ye és eloszlasa (diszkrét esetben) vagy
siriségfliggvénye (folytonos esetb@®). Az X valdsziriségi valtozé alabbi jellenéavel
foglalkozunk illetve ezek statisztikai becslésével.

Varhato érték=p Szérasw Median=m Médusz=a
P(X<m)
2 -1 p(a) = maxp(x)
—E(X) o =E((X 2 p(x) = diszkrét
H= _ H)z) P(X>m) eloszlas vagy
_1 siriség fuggvény
2
. Legnagyobb
Sulyozott atlag eltlgfégsyezlf getlsaga Kbdzeép érték valés,zitiﬁikségi
érté

14.4.1. DEFINICIO. MINTAKOZEP vagy ATLAG vagyVARHATO ERTEK
Az X sokasaghol vetX,, X,, .., X véletlen minta
X, + X, 4+ X, _
n
statisztikat aninta atlaganak nevezzik.

X = xiteo = %-;x:hn(xl, Xor o Xy)

Szamitsuk ki aninta atlaganak, mint valosziiségi valtozénak @arhato értékét és
varianciajat, ha u = E(Xk) eso =Var(><k) minden k=1,2,...,n mellett!

Mivel a varhato érték lineéris fuggveny, ezért
n

E(X) =E(§"9) = DE(4)= 2= =

k=1 n

14.4.2. DEFINICIO. Torzitatlan becslés. Torzitas meéke.



Azt mondjuk, hogy é; =h (X Xy - X, statisztika & paramétetorzitatlan becslé, ha
E(6,) =E(M(Xu X %3)) =86

teljesul. Ellenkeé esetben hn(Xl, Xor oo X3) statisztikai becslésrzitott.

Egy torzitottd_ becslés esetén a

torzitag 8, ) =E(h,(Xy Xprs %) —6)

eltérés varhato6 értékaazitas mértéke

A fenti levezetés értelmébeh( X3"2%) =, ezért igaz az alabbi tétel.

14.4.3. TETEL. Az atlag a varhat6 érték torzitatlanbecslése
Az X2"¥v4ltoz6 au varhatd érték torzitatlan becslése

E( >€tlag) =

tetsdlegesn =1, 2, 3,.. esetén.

Torzitott becslést bizonyos esetben korrigalni tkdu

14.4.4. PELDA. Linearis torzitas korrekcioja

—

n

Ha a torzitas mértékerzités( en) =c-0 linedris, akkor & = : korrigalt becslésmar

torzitatlan @& paraméterre.

Bizonyitas

A varhato erték linearitasa miatt
~ e — —_
1 1 1
E =E| —~ | = ‘E(0 )= (E(6_— =——(c =9.
(e”)N (c-l—l ct+1 (e”) ct+1 ( (e“ 9)+9) c+1 (c0+0) =6
Tehat a6_ statisztika @& paraméter torzitatlan becslés@.e.d.

llyen esetben &_ becslést egn becslésorzitast-korrigalé verziéjanak nevezzik.
Azt mondjuk, hogy eg)hn(Xl,...,Xn) becslés torzitatlang(0) fliggvényre nézve, ha

E(hn(xl, Xy %3)) =9(8).

A fentieklsl kovetkezik, hogy h#®_ torzitatlan becslésetgparaméternek, akkor altalaban nem

—

biztos, hogyy( 6 n) torzitatlan becslésegd®) paraméternek, még akkor semgHmearis
fuggvény.

Két torzitatlan becslés kozul az a jobbik, amelyaefarianciaja vagy szorasa kisebb.
Mutassuk meg, hogy a¢"? becslés jobb, mintX:"* becslés @ varhaté értékre.

14.4.5. PELDA. ,
Az x2"8 becslés jobb, mint§"® becslés @ varhato értékre.

Bizonyitas
Mivel azX;, X,, .., X valésziriségi valtozok fuggetlenek, ezért a variancianalitak alapjan
2 2
z n
Var( it9) :\/ar( % (X + X+t %) j = 1 (Var(X) +..+Var(X,)) = o = -
n n




Tehat

2 2
. o . o
Var( atf‘%)=—n 1 < Var( x3129) = ~ - Qed
A fentiekldl kévetkezik, hogy
2
- ’t| _ . (¢ _
Jim_Var(Xx™9) = Jim,,—- =0.

14/.\4.6. DEFINICIO. Konzisztens becslés sorozat

A8 =h (X, X, ... X)) becslések sorozatabparamétekonzisztens becsléseének nevezzlik
N

ha 6 vaoszitiségi mértekben konvergabsparameterhez, azaz barmely 0 esetén
lim P(
n — o«

A Csebisev-egyefitlenség alapjan kapjuk, hogy az atlag konzisztewslbse a varhato értéknek.

N
Gn—9‘>e):0

14.4.7. TETEL. Az atlag a varhato érték konzisztenbecslése
Az X2129\4ltoz6 au varhato érték konzisztens becslése

fim_P(|XE-y > ¢) =o0.

Bizonyitas
A Csebisev-egyefitlenség alapjan '
X, 4.+ Var( x3tag 2 e
P(‘l—xn—p‘ >e) < (é’ ). °12%,0 Qed.
n € n-e

14.4.8. TETEL. A VARHATO ERTEK MINIMUM TULAJDONSAGA
Az X val6sziriségi valtozdu = E(X) varhaté értéke &-re vonatkozé miE( (X—c)?))
minimum feladat egyetlen megoldasa, tehat

E((x—w)°) = min(E((X~0)%))

Bizonyit4sA jobb oldali kifejezésen belll vonjunk kit és adjunk is hozza!
E((X— C)2) = E( (X—u+p— C)Z) = [ emeljiik négyzetre az Gsszeget/

E((X—p)’+2 (X—p) (n——c) + (1 —c)°)=/hasznaljuk a varhaté éreék linearis tulajdonségat /
=E( (x—u)z) +2(u—c) E(X—u) + (u—c)zz I mivel E(X) =, ezérE(X —pn) =E(X) — =
n—u=0/ =E< (X—u)z) + (u—c)2>=E( (X—u)z). / és egyeriiség csak = u esetén all /
TehateE( (X — c)z) legkisebb értékétben ac = helyen veszi fel! Q.e.d.

V 14.5. Példa: a koh6 csapolasok adatsora

14.5.1. PELDA. Koh6 csapolasi adatok leird statisiktija

Egy kohoban feljegyezték egy adott honap alatt@sagél mennyiségeket tonnaban és a

kovetked tablazatot vagy adatsort kaptak.

[144, 143,139, 161, 134, 135, 157, 158, 144, 138, 155, 162,181, 141, 121, 137, 162, 133, 147, 125, 154,
154, 150, 145, 157, 165, 157, 152, 164, 145, 187, 153, 144,16(5 162, 158, 174, 150, 161, 165, 163, 1



142,152, 183, 141, 146, 172, 148, 133, 151, 164, 153, 176,148) 136, 160, 154, 148, 161, 149, 147,
158, 155, 175, 137, 147, 132, 129, 154, 161, 132, 168, 147,199 179, 162, 143, 151, 158, 157, 156,
146, 157, 136, 161, 166, 152, 167, 160, 137, 156, 145, 184,16 146, 144, 155, 139, 173, 151, 145,
141, 148, 161, 155, 142, 150, 159, 166, 173, 171, 127, 164,1888 148, 143, 148, 149, 155, 131, 139,
156, 149, 154, 163, 149, 164, 142, 136, 146, 153, 154, 144,162 143, 150, 169, 157, 164, 152, 165,
177, 169, 168, 138, 143, 160, 137, 140, 164, 142, 132, 176,168 167, 158, 153, 162, 134, 153, 156,
169, 161, 172, 143, 171, 158, 125, 170, 153, 170, 152, 145,18¥4 156, 153, 146, 138, 173, 179, 156,
147,180, 145, 165, 170, 127, 135, 156, 157, 174, 167, 169,1604 152, 137, 166, 142

(a) Szamoljuk ki a terjedelmet és az atlagot!

(b) Rajzoljuk fel az adatsort!

or

PRRPRRRE R

Megoldas
> restart:

> csapolas=[144, 143, 139, 161, 134, 135, 157, 158, 144, 138, 155, 1%P, 1134, 141,
121,137,162, 133, 147, 125, 154, 154, 150, 145, 157, 165,18%7 164, 145, 187,
153, 144, 175, 150, 162, 158, 174, 150, 161, 165, 163, 124,162 183, 141, 146,
172,148, 133, 151, 164, 153, 176, 160, 148, 136, 160, 154,1648 149, 147, 161,
158, 155, 175, 137, 147, 132, 129, 154, 161, 132, 168, 147,1159 179, 162, 143,
151, 158, 157, 156, 146, 146, 157, 136, 161, 166, 152, 167,110 156, 145, 184,
162, 153, 146, 144, 155, 139, 173, 151, 145, 166, 141, 148,1B&%] 142, 150, 159,
166,173,171, 127, 164, 163, 159, 148, 143, 148, 149, 155,113%1, 142, 156, 149,
154, 163, 149, 164, 142, 136, 146, 153, 154, 144, 172, 150,1B48 169, 157, 164,
152, 165, 116, 177, 169, 168, 138, 143, 160, 137, 140, 164,132 176, 138, 165,
167, 158, 153, 162, 134, 153, 156, 137, 169, 161, 172, 143,1bAl 125, 170, 153,
170, 152, 145, 154, 134, 156, 153, 146, 138, 173, 179, 156,144 180, 145, 165,
170, 127, 135, 156, 157, 174, 167, 169, 174, 150, 152, 137,144 -

Szamoljuk meg ainta N elemszanat aStatisticscsomagCount eljarasaval!

> with( Statistics :

> N:= Counf csapolas

N:=216 (2.5.2)

A vizsgalt hdnapban 6sszesen 216-szor csapolta@kniBaik ki a csapolt mennyiségeiknimalis
ésmaximalis értékét. A keti kilonbségét nevezziknanta terjedelmének melyet &5tatistics
csomadRangeeljarasaval is kiszamithatunk.
> A := min(csapolas; B := max(csapolas;

terjedelem= trung(Rangé csapolas;

A:=116
B:=187
terjedelem=71 (1.5.2)

Tehat az adott honapban a legkevesebb csapoldsri® volt és a legtébb 187 tonna. igy a
csapolas terjedelme 71 = (187-116) tonna, ameiggadozas mertékét jellemzi.

N
D%
k=1

N

Szamitsuk ki a mintaX = atlagat aStatisticscsomagVean eljarasaval!

> atlag:= Mean csapolap
atlag:= 152.944444444444 (1.5.3)

Tehat a csapolasok atlag értéke az adott honag@iaf fonna. Rajzoljuk fel a csapolasheli



valtakozasat és az atlag értéket azonos koordaratazerben! Az ilyen médon rajzolt értékeket
idésornak is nevezzuik.

> plot([[seq[ kcsapolag k], k=1.N) ], atlag], 0. N, title
= A csapolasok mennyiségeinek egymasutani valtakpzasa

A csapolasok mennyiségeinek egymasutani valtakozasa
180+
170/ r
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V 14.6. Gyakorisag értékek és a hisztogramok. Modusz.

14.6.1. DEFINICIO. GYAKORISAG
Legyenek adva az "a" €s "b" értékek a (winx,, ..., X)) < a<=b <max(X;, X .., X,)
hatarok kozott! Ekkor a
{k:a<x <b}
halmaz elemeinek szdma megadja, hogy a minta éméyien gyakorisdggal esik §a,b)

balrél zart és jobbrdl nyitott intervallumba! Az b esetben egyetlen érték gyakorisagat adjpa
meg a felirt halmaz elemeinek szama.

14.6.2. PELDA. A koho csapolasi példa folytatasa

(a) Rajzoljuk fel az adatsort és vizsgaljuk[azb) = [135, 14Q intervallumba e% csapolasi
értékek szamat!

(b) Rajzoljuk fel a gyakorisag hisztogramot!

Megoldas
> pontok= pIot( [sec{ [ kcsapolaﬂ, k=1.N ) ] style= point, symbol= circle, color



=green) :
> hatarok:= plot([135, 140, 0.N, thickness 3, color=red) :

plotg display]( [ pontok hatarok], title
= A csapolasok mennyiségek gyakorisaga egy adotvaitemban

A csapolasok mennyiségek gyakorisaga egy adott intervallumban

180]
170
160|°." "
150

140}=

1304

120 _ _
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A StatisticscsomagrrequencyTableutasitasa kiszamolja a megadott intervallumokBangsata
adatok gyakorisagat, relativ gyakorisagat és eathdrott 6sszegeit! Az intervallumok hosszat a
bins opcioval szabalyozhatjuk, amely megadja a résziatlemok szamat, ahany egyémészre

kell osztani a minta terjedelmét.

> gyak:= FrequencyTable Array csapolashins=terjedelem

[ 1.71x1.5Array |
Data Type: anything

ak:= 16.1
& Storage: rectangular ( )

Order: Fortran_order

Mivel abins = a terjedelem, ezért az intervallumok hossza24 és ezekbe egyetlen egész szam
esik. (Ugyanis a csapolt mennyiségek egész tonnéramak adval)
Irassuk ki azntervallumokat, agyakorisagolat €s dalmozott relativ gyakorisagolat!

> fejléc:= [ Intervallumok GyakorisagokHalmozott relativ gyakorisagok
> Gyakorisag értékek matrix( terjedelemt 1, 3, [fejléq seq[ gyak |, gyak ,, gyak 5); k
=1 ..terjedelen) ])



[ Intervallumok Gyakorisagok Halmozott relativ gyakégsk_

116...117. 1. 0.4629629630
117...118. 0. 0.4629629630
118...1109. 1. 0.9259259259
119...120. 0. 0.9259259259
120...121. 0. 0.9259259259
121...122. 1. 1.388888889
122...123. 0. 1.388888889
123...124. 0. 1.388888889
124...125. 1. 1.851851852
125...126. 2. 2777777778
126...127. 0. 2777777778
127...128. 2. 3.703703704
128...129. 0. 3.703703704
129...130. 1. 4.166666667
130...131. 0. 4.166666667
131...132. 1. 4.629629630
132...133. 3. 6.018518519
133...134. 2. 6.944444444
134...135. 4. 8.796296296
135...136. 2. 9.722222222
136...137. 3. 11.11111111
137...138. 6. 13.88888889
138...139. 4. 15.74074074
139...140. 3. 17.12962963
140...141. 1. 17.59259259
141...142. 3. 18.98148148
142...143. 6. 21.75925926
143...144. 6. 24.53703704
144...145. 5. 26.85185185
145. ..146. 6. 29.62962963
146...147. 6. 32.40740741
147...148. 5. 34.72222222
148...149. 6. 37.50000000




A StatisticscsomagFrequencyPlotésHistogram utasitasaval a gyakorisag diagramot tudjuk
felrajzoltatni,pontszefien, vagyszlopdiagrammal vagpalcika diagrammal.

> FrequencyPlot csapolas > Histogram( csapolas > H := Histogram( csapolas
style=point, title binwidth= 1, title discrete=true, title
= Relativ gyakorisagok = Relativ gyakorisagok = Relativ gyakorisagok
pontdiagramja oszlop diagramjg; palcika diagramjg : H;
Relativ Relativ
gyakorisagok gyakorisagok Relativ
pontdiagramj oszlop gyakorisagok
a diaaramia palcika
0.0 A~ i A
0.0 00
130150 180
130150 180 130150 180

14.6.3. DEFINICIO. MODUSZ
A minta= (X Xpr - %) BZOMKy elemét, amely a legtobbszor vdgggyakrabban fordul

elé az adatsorbamdéduszanak nevezzuk.

14.6.4. PELDA. A koh6 csapolasi példa folytatasa
Szamoljuk ki a koho6 csapolasi adatok leggyakralaéfiorduld értekét!
Rajzoljuk be az adatok gyakorisag hisztogram abeagr atlag és a médusz értékeket!

Megoldas
A Statisticscsomagdviode eljarasa megadija egy mintaban leggyakrabbéoreluld értéket!
> Leggyakoribb= Mode csapolag
Atlag= atlag
Leggyakoribh=161.

Atlag= 152.944444444444 (1.6.3)

Erre az adatsorra a 161 érték gyakorisaga 8, des@nennek a gyakorisdga 8, hanem a 153 és a
154 értékeknek is. Ez azt jelenti, hogy a modusa egyértelnien definialt, a legnagyobb
gyakorisag tobb kilonbézertékre is difordulhat. TObbmaximum helyeis lehet a gyakorisag
hisztogramnak.
> érték= Gyakorisag értékdk7, 1], gyakorisaga= Gyakorisag értékdi7, 2];

érték= Gyakorisag értékdId9, 1], gyakorisaga= Gyakorisag értékdig9, 2J;

erték= Gyakorisag értékgk0, 1], gyakorisaga= Gyakorisag ertekdlo, 2]

érték=161...162.gyakorisaga= 8.

érték=153...154.gyakorisaga= 8.
érték=154...155.gyakorisaga= 8. (1.6.4)

Rajzoljuk be aAtlagot és a kapothddusz a gyakorisag hisztogramba!

> rajzM := plot([ [ Leggyakoribb0], [ Leggyakoribb0.04]], thickness 3) :
rajzA = plot([ [ atlag 0], [atlag 0.04]], color =magentathickness 3) :
plotg display([H, rajzM, rajzA], title = Az atlag és a modusz
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V 14.7. Halmozott gyakorisagok és az empirikus elogafiiggvény. Median és a

box plot.

A FrequencyTableutasitassal kapott matrix 5-ik oszlopaban a ref@takorisagok halmozott

0sszege talalhato!

A halmozott relativ gyakorisagok leirasahoz)4z X,, X,,.., X, minta elemeket célszenagysag
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14.7.1. DEFINICIO. EMPIRIKUS ELOSZLASFUGGVENY

X<Y;

(N <X=Yy1) (k=1,2,..,n—1)

Yn<x

1 n
»:Fgll(xi <x)

fuggvényt a minta elemek empirikus vagy tapasaitalaszlas fliggvényének nevezziik.

Tehat a fuggveny azY, Y, . 4] intervallumban a% konstans érteket veszi fel, amely a halmozott




relativ gyakorisag.

14.7.2. PELDA. A koho csapolasi példa folytatasa
Rajzoljuk fel a kohé csapolasi adatok empirikusselas fliiggvényének vonalas diagramjat!

Megoldas
> S:= LineChart gyakl .terjedelem5], xcoords= [seq kk=A..B) ], scale=relative title
= Halmozott relativ gyakorisag polygpnS,

Halmozott relativ gyakorisag polygon
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A diszkrét eloszlasokndl is hasznalt eloszlasflggvéajzolo eljarassal valoban l1épss
flggvényt kaphatunk.
> plotDEF :=proc(x, Fx, xlabel ylabel)
localn, m j, pList, ptsB ptsT:
> n:=nopg ¥ :m:=nopg FX:
> ptsT:= [sec([ X F)ﬂ,j =1 ..n) ] - ptsB:= [sec{[ X4 1 F)ﬂ,j =1.n— 1) ] :
pList:= plots pointplot] (ptsT, axes= boxed style= point symbok circle, symbolsize 8,
labels= [xlabel ylabel], labeldirections= [ horizontal verticall, title
="Empirikus eloszlasfliggvény lédisfiiggvénye) :
for jton—1do
pList:= pList, plots pointplot]( [ pts'lj', ptsl?i], connect=true, thickness 2)

end do:

> plotg| display( [ pList])
endproc:

gyalﬁ .terjedelem5 l tj

pIotDEF( [seq kk=A.B—1)], conver( 100

Csapolasi mennyiségdRelativ gyakoriségo}
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Csapolasi mennyiségek

A Median a minta kozépértékét jeloli, tehat a nagysag szadvekwen rendezett sorban a

kozépen allo elem értéke. Ha van képen all6 el&kgraennek értéke és egyébként a két kdzéps

elem szamtani kézepe.
14.7.3. DEFINICIO. MEDIAN
AzY, <Y, <Y,;<..<Y, novekwleg rendezett mintmedian értéke a kdzépen allo elem érteke

ha ez létezik. Kulon kell valasztanunk a definigigdtosn és paratlan esetekre!
Ha a mintan=2-m+ 1 elemszama paratlan, akkdedian Y) =Y, , ; a kozépen allé elem.

YT Yt
2

Ha a mintan = 2-melemszama paros, akkdtedian Y) = a két kozépselem

szamtani atlaga.

A kovetked példa azt mutatja, hogy bizonyos esetekben a méaldban jellemzi a statisztikai
ertékeket, mint az atlag.

14.7.4. PELDA. Amikor a median jobban jellemzi a skasagot, mint az atlag
Tekintsiink egy 5ds csoportot, akik egy munkahelyen dolgoznak. Akélatazott fizetése
legyen 100, 100, 100, 100 eséadk fizetése legyen 1000 ezer forint. (Tehat miydegrték
ezer forintban érterdd)

Hasonlitsuk 6ssze atlag fizetéstés dizetések mediarértékét! Melyik jellemzi jobban a
csoport tagjainak fizetését?




Megoldas
Szamoljuk ki étatisticscsomadVeaneljarasaval az atlag fizetést ésladianeljarassal a
fizetések medianjat!
> fizetések= [100, 100, 100, 100, 10Q0
> atlag fizetés Mean( fizetések a fizetések medianmMedian fizetések
fizetések= [ 100, 100, 100, 100, 10Q0

atlag fizetés 280.,a fizetések median@100. (1.7.1)
Az atlag 100+ 100+ 1%0+ 100+ 1000 _ 1AéOO =280 (ezer) forint. A median érték a nagysag
kozéps

szerint ndvekgleg rendezett 100, 100, 100100, 1000 szamok kdzepe. Amely a megjeldlt 100
érték az, mert 6sszesen 5 szam van és harmadikéelzaira is 2 és jobbra is 2 elem van. Ezért
ez a 100 all kbzépen.

Tehét az atlag 280 (e) forint és a median 100q @t Lathatd, hogy az atlag szépiti azt a tényt,
hogy valéjaban mindenki fizetése 100 (e) forintgkie a 8ndkét. #

14.7.5. PELDA. A koh6 csapolasi példa folytatasa

Szamoljuk ki a csapolasi adataledian értékét!

(i) Szemléltessuka median értéket az empirikus eloszlas fuggvégitsagevel!

(i) Rajzoljuk fel az adatoox plot diagramjat és magyarazzuk a vonalak jelentését!
(i) Szamoljuk ki &vartilisek et!

Megoldas
A StatisticscsomagMedian eljardsa megadja a csapolt mennyiségek kdzépéénaky
medianjat!
> kozep:= Median csapolay
> vonalak=plot([[[A 0.5], [B, 0.5]], [ [kozep 0], [kozep0.6]1]) :
> plotg display]([S vonalaK, ytickmarks= 10, title
= A median és a halmozott relativ gyakorisag polygon
kozep= 153.

A median és a halmozott relativ gyakorisag polygon
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Tehat a median az azérték a vizszintes tengelyen, amelp(eX < m) = 1 ésP(m< X) = 1

2 2
teljesul. Vagyis az adatok 50% -a kisebb a mediaém&0%-a nagyobb a mediannal. Tehat az
y= % valosziriségnél huzott konstans fliggvény az empirikus edgdziggvenyt a median
ertéknél metszi. Jelen esetben a median és aznadmimem egyenl| mertm=153 éq1=152.94.

Az adatok grafikus megjelenitése kozil a box rajzaanelyikmutatjia a median értéket is.
Nézzuk a csapolasi adatok box megjelenitéseét.

> BoxPlof csapolag

180;

170

16

15

140

130

120

A rajz egy téglalapbdl és a hozza kapcsolt két dleges, talpas un. bajuszbdl all. Az also6 bajusz
az adatokninimum atdl indul és a téglalap alsé oldalaig ér. Addajusz az adatakaximumat

és a doboz fetsoldalat koti 6ssze. A fuddeges tengely skaldjarol leolvashatd, hogy most az
adatok d 116, 18rtekek kozott helyezkednek el.

A dobozban le¥ vizszintes vonal az adatok median értékét jeddltiely most m=153 értéknél

van. A doboz alsé oldala az értékeloetsartilisénél vagy negyedénél van, mig a dobogfel
oldala az adatok harmadik kvartilisét mutatjekvartilisek az adatsort ugy osztjak 4 részre, hogy

mindegyik részbe az adatqi< része keril. igy a masodik kvartilis megegyezikediannal. A

box plotrdl leolvashatd, hogy az adatok nagyrésaeedian kozelében van, mert a doboz
magassaga a terjedelmen belll keskeny.
A StatisticscsomagQuartile eljarasaval kapjuk a kvartiliseket.

> Q, := Quartile( csapolasl); Q, := Quartile( csapolas2); Q, := Quartile( csapolas3)
Q, =144,

Q,:=153.



Q,:= 162. (1.7.2)

Tehét an =216 csapolasi adat negyede, tehat 54 adat vaalaz antervallumok mindegyikében
] [116, 144, [144, 153, [153, 162, [162, 187
lgy aQ, kvartilis megegyezik a median értékkel. »

A median az alabbi nevezetes minimum tulajdons@gabljuk folytonos eloszlasra!

14.7.6. TETEL. A MEDIAN MINIMUM TULAJDONSAGAROL
Az X valbsziriségi valtozdn medianja a kévetkéz értékére vonatkozo m[RgEuX —q)
ce

minimum feladat megoldasa
E(|X—m)=  min E(|X—d)
—o<Cc <o

Bizonyitas
Folytonos eloszlas esetén igazoljuk az allitastyne diriiség figgvénye f(x).

E(|X—Cq) :J X — ¢ f(X) dx=/az integralt valasszuk c-vel két részintervallumra
c ) 22
= J X — | f(x) dx +f |X — c| f(X) dx = /hagyjuk el az abszollt értékeket és vegyiik figyblemz
Cw c
eldjeleket!/
C o0
:J (c—X) f(x) dx +J (x —c) f(X) dx = /hasznaljuk az integrél linearitasat és az
Cw c
X

F(x) :J f(u) du az eloszlas fliggvény! /
C oo
cF(c) — U xf (X) dx] +J Xf(x) dx—c (1—F(c)) =/vonjunk éssze!/

Cc
Cc 122

2cF(c)-c J xf(x) dx +J xf(x) dx.

- o c

Derivaljuk c-szerint az egyenletet, hogy megkerkssie a minimum helyet!

% E(|X—¢) =2F(c) +2cf(c) —1—2cf(c) =2F(c) —1

0
Tehat e E(|X—c|) =0 akkor és csakis akkor, Rac) = % teljesul. Ez a hely valéban a

median és ezen a helyenBz X — c|) flggvénynek c-ben valéban minimuma van, mert a
masodik derivalt nem negativ
&

g E(|X—¢]) =2f(c) > 0.

Ezzel igazoltuk, hogy a¢=|X — ¢| valosziriségi valtozo varhatd értékének a c= m median
helyen mimimuma van. Q.e.d.

V 14.8. A minta korrigalt szérésa.



n

2%,

k=1
n

Legyen aZ,, X,, X;,.., X, véletlen minta kozos varhato ertgkés a minta étlaﬁ =

14.8.1. DEFINICIO. KORRIGALT SZORASNEGYZET VAGY VAR IANCIA
A

> (4w’

n—1
mennyiséget a minta korrigalt szérasnégyzeténel vaganciajanak nevezzik. Ennek
négyzetgyoke a korrigélt szoras

Var, = SnL—

2.(%—n)’
=/ T -1

A StatisticscsomagStandardDeviation eljarasa kiszamolja a korrigalt szérast égaaiance
eljaras pedig a varianciat!
> szoras= StandardDeviation csapolas
variancia= Varianceg csapolag Szérasnégyzetszéras 2;
szoras=13.4671578696201

variancia=181.364341085272
Szérasnégyzet181.364341085272 (1.8.1)

Vajon miért kell (n-1)-gyel osztani és miért neme&l? A kérdésre a kbvetkeretel adja meg a
valaszt!

TETEL. A korrigalt sz6rasnégyzet a variancia torzitatlan becslése
Ha minden k=1,2,...,n esetéfar( X =o, akkorE( §) o,

BIZONYITAS
Mivel Var(X) =E(X¢) —E(X,)?, ezért atrendezés utan

E(E) =0 +u".

Lattuk, hogy E _: =ués Var =1 = ezért a fenti azonossag szerint

A korrigalt szérasnégyzet képletét atrendezve



E((n—1) Sz) = E[ ZXE k:: = [az E() varhato érték linearitasa miatt
k=1
n 2 n 2
= E( XE) -n-E — =n E( XE) -n-E — / a fenti képletek alapjan/
k=1 n
2
2 2 c 2 2
= n(o +u>-n 7+u):(n—1)0
TehatE( ﬁ) =0 . Vagyis a szoérasnégyzet torzitatlan becsléserggltirszérasnégyzet! Q.e.d.
Megjegyzeés

Ha n nagy, akkor természetesen az n és (n-1) kéztiit kicsi az eltérés, igy nem sokkal
kilénbbzne az az érték, ha (n-1) helyett n-nelarstk!

V 14.9. EIméleti siriiségfiiggvény megbizhatdsagi becslése. Khi-négyzetdaib
teszt.

A csapolasok gyakorisag hisztogramja hasonlit eggnal eloszlasra. Ezt gyakorlati szempontbdl
az alabbi ketis indokkal magyarazhatjuk.

A csapolasnal egyrészt "tul keves" vasat egyszerne célszdr késziteni, mert gazdasagtalan.
Lehebleg tele kell tenni az Ust6t, amiben készitik gd@bny vasat. Masrészt "tul sok” vasat
egyszerre nem tudnak késziteni, mert nem fér lzelestbe. Tehat nagyon sokszor a kézépértek
koral fognak csapolni, de a véletlenek miatt ritiddfodulnak az etil eltérs csapolasok is.
Képezzik azt aormal eloszlast melynek varhat6 értéke és szordsa megegyezikdig szamolt
atlag és korrigalt szorassal! Majd rajzoljuk fediaiség fuggvényét és a hisztogramot k6zos
koordiatarendszerben!

> X:= RandomVariable Normal atlagzo6ras) :

> suruseg= DensityPlot Xrange=A..B, thickness 3, color=red) :
plotg display([H, suruseg, title
= A relativ gyakorisagok és a normal eloszléxiség fuggvénye o illeszkedést
mutatnak;



A relativ gyakorisagok és a normal eloszldsiség fluggvénye o illeszkedést

mutatnak
0.03 /r
M
HTITN
/ \
/ \
0.02 \
, \
/ \
0.04 // \\
G W |

120 130 140 150 160 170 180

A normal eloszlas jol illeszkedik a mért értékelreigyan lehetne mérni az illesztés josagéat?
A Maple Statisticscsomagjaba beépitették az adatluiszlasara vonatkozo teszt vizsgalatkhi-
négyzet modszer felhasznaldsaval, melynek GévBquareSuitableModelTest
Az eljaras valaszainak teljes megjelenitése érdakéBtatisticscsomagnfolevel nevi
valtozojatl értekre allitjuk, igy az eljaras altal kiszamiwttdmények és a magyarazatok
mindegyike megjelenik!
> infolevel Statistick:= 1:

statisztika:= ChiSquareSuitableModelTést csapolas

Normal atlag szorasg, bins=terjedelemlevel=0.05);

Chi - Square Test for Suitable Probability Model

Nul I Hypot hesi s:

Sanpl e was drawn from specified probability distribution
Al't. Hypothesis:

Sanpl e was not drawn from specified probability distribution

Bi ns: 71
Di stribution: Chi Squar e( 70)
Conput ed statistic: 56. 1595



Conput ed pval ue: 0. 88489
Critical value: 90. 5312253977732

Resul t: [ Accept ed]
There is no statistical evidence against the null hypothesis

statisztika:= hypothesis true, criticalvalue=90.5312253977732listribution (2.9.1)
=ChiSquar¢70), pvalue= 0.884889738382918tatistic= 56.1595179234177

A ChiSquareSuitableModelTesteljaras

el§ paramétere a csapolasi minta értéideii@pezett lista;

masodik paramétere annak az elosAasmave adott paraméterekkel egyutt, amellyel
kozeliteni szeretnénk;

harmadik paramétere a részekre odzsmmmat adja meg;

az utols6 parameéter az gy neveszgghifikancia vagy megbizhatdsagi szintmelynek
alapfeltételezett értéke 5%, azaz level=0.05aZ#rtéket nem feltétlendl kell megadni.

Ertelmezzilk a Maplest kapott valaszokat!
A Maple el$ként kiirja az ugynevezatull hipotézist, mely szerint

« a kivettminta a megadott eloszlasbol vald

Ezt aHO hipotézid kell eldonti khi-négyzet modszer segitségéveddatok ismeretében! A
valasz a hipotézisre vagyaz vagyhamislesz!

A HO hipotézidagadasaszerepel a kbvetkézsorban, amialternativ hipotézisnek nevezink.
Jeloljuk ezH1-gyel, amely igy néz ki:

« H1- alternativ hipotézis a kivett mintanem a megadott eloszlasbol valo

A szamitasnal figyelembe vett értek k6zok szamaZtljelzi ebins =71.A szamolashoz hasznalt
eloszlas &€£hiSquare(70)eloszlas.
Tegyunk egy kigitér 6t a szoban forgd0 szabadsagi foku khi-négyzet eloszlagagaba! Adjuk
megsiiriiség fuggvényétés annak grafikonjat!
> Khi70:= RandomVariable ChiSquat€0) ) : suruseg= PDF(Khi7Q u)
> rajz70:= plot(surusegu =0..120 title

="A 70 szabadsagi foku khi-négyzet eloszhadiség fliggvénye'":

rajz70
suruseg=
0 u<o
1
1 34, 2" otherwise
1014412173265311994981359718319926894657536000800%



A 70 szabadségi foku khi-négyzet eloszlas stiriiség flggvénye
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Felvettiink egy 70 szabadsagi fokkal rendeikdz70 newvi és ChiSquare(70)tipusu
valGsziriségi valtozot &andomVariable eljards segitségével, majd ennekiraiség fliggvérdt
aPDF eljaras Probability DensityFunction) segitségével megkaptukugziggetlen valtozé
exponencialis fliggvényeként! Airsiségfliggvény abrajat lathatjuk a [0, 120] intervalin! Mint
minden rendesisiség fliggvény igy ez is rendelkezik azzal a tulagdggal, hogy nem-negativ
és a teljes gorbe alatti teriilete 1. Eflénziik ezt!

> Int(surusegu =0 ..infinity) =int(surusegu = 0 ..infinity);

2

(1.9.2)
0
0 u<o
1
1 34 2" otherwise
1014412173265311994981359718319926894657536000800%

u=1

Mutassuk most meg, hogyChiSquareSuitableModelTest altal visszaadott
criticalvalue #90.53122540
an. kritikus érték olyan, ameljltszamitott gorbe alatti tertilete végtelenig epp&5 lesz! Ez az
a=0.05 a megadosizignifikancia szint Ehhez nem kell mast tenni, mint integralniiaiség
fuggvenyt a [90.53122540y) tartomanyon!
> statisztikd 2];
Int( suruseg u =rhs( statisztik§2]) .. infinity) =int(surusegu =rhs( statisztiké2])
.. infinity);



criticalvalue =90.5312253977732

(1.9.3)

790.5312253977732
0 u<0

1 x " du
34 2 .
uw'e otherwise
10144121732653119949813597183199268946575360000000

=0.05000000027

Honnan vettiik a kritikus értéket? Ez az eljaras altal visszaadott érték sorozat masodik eleme. A
valaszt ugyanis meg0riztik a "statisztika" névben!
Fessiik be sarga szintlire a khi-négyzet stirtiség fiiggvény gorbéje alatti azon tartomanyt, amelynek
teriilete 0.05 és irjuk bele a nagy teriiletbe a maradék 0.95 értéket! Igy lathato, hogy melyik az a
teriilet, amelynek mértéke 0.05 €s melyik az, amelynek 0.95 .
> fest70 := plot(suruseg, u =rhs(statisztika[21]) ..120, filled = true, color = yellow) :

570 == plots[textplot]([[96.5, 0.0015, 0.057], [70, 0.01, 0.957]]) :

abra70 = plots|display]([rajz70, fest70, s70]) : abra70;

A 70 szabadsagi foka khi-négyzet eloszlas siirliség fliggvénye
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A HO hipotézis elfogadasa vagy visszautasitasa illetve a HO hipotézis igaz vagy hamis volta, két
kilonbozé tény! Az igaz hipotézist szeretnénk elfogadni illetve a hamis hipotézist szeretnénk
visszautasitani. El6fordulnak azonban a statisztikai dontések soran hibak. Az [elfogadas,
visszautasitas] és az [igaz, hamis] parositasa 4-féleképpen lehetséges, melyet az alabbi 2x2-es
tablazattal szemléltethetiink!



N=C1505 ==l A H, hipotézis | A H, hipotézis

PAROSITASOK igaz hamis

A H, hipotézist | A modszer -
elfogadjuk | joI miksdik || TalU hiba

A H, hipotézist o A modszer
visszautasitjuk | faju hiba jol miikadik

Abban az esetben amikor
* az igazH, hipotézist elfogadjuk, vagy

* a hamidH, hipotézist visszautasitjuk,

akkor nem koévetlnk el hibat. llyen esetekben a méd®l mikodik! Ezek az esetek a 2x2-es
tablazat éatléjaban lathatok!

Van azonban két rossz eset, amelyeket a véletimmnaki hibaknak kell mirésitenink.

1. eset:Amikor az iga, hipotézist visszautasitjuk vagy

2. esetAmikor a hamidH, hipotézist elfogadjuk.
Az 1.esetel. faju a 2. esetdt. faju hibanak nevezzuk.

Amennyiben ay teszt segitségével edy hipotézist 5%-os szignifikancia szinten elfogadunk

akkor az annyit jelent, hogy ennek a dontésnek fgd hibaja kisebb lesz, mint 0.05. Tehéat egy
valéban igaH, hipotézist az esetek kevesebb, mint 5%-aban utdsitissza. Méeg

gyakorlatiasabban szélva, ha ugyanarreaz hipotézise vonatkozdan ismételten 20 kisérletet

végzink el (egymastdl figgetlenil 20-szor mérurapotasi adatokat), akkona teszt
segitségeével visszautasitott esetek szama varhagdamesz tébb, mint 1.

Sajnos exz teszt segitségével nem tudjuk a masodfaju hff)dordaban tartani! Csak az I. faju

hiba (o)) mértékét lehet visszaszoritani.

A gyakorlatban a szokasos szamakzmnifikancia szinte vonatkoz6an a 0.001 , 0.01 és 0.05
ertékek.
Azt mondjuk, hogy

o= 5% és 1% kozotti értakajdnem szignifikans
o= 1% és 0.1% kozotti értédzignifikans
o= 0.1% alatti értekrésen szignifikans

Ezek utan a statisztikai hipotézis eldontése ugkddik, hogy a lista adataibol az eljaras kiszamit
egy unstatisztikai értéket, amelyet szamolt statisztikanak vagy "computatissics"-nak nevez!
Ezt két helyen is megadja! Egyrészt a szovegebedsmasrészt a visszaadott értékek utolso,
otodik elemeként!

> statisztikd5];

statistic=56.1595179234177 (1.9.4)
Mint lathato aszamolt statisztika56.15951820 lett! Ossze kell hasonlitani ezt astaértéket a
korébbiakbarxz-bél kapott 90.5312254Rritikus érték kel!

A HO hipotézis elfogadasanak feltéteie\ XZ giriiségéll szamolt kritikus érték legyen



nagyobb, mint a szamolt statisztikai érték, azaz
statisztikai érték < kritikus érték

A HO hipotézis visszautasitasanak feltételd y sirisegldl szamolt kritikus érték legyen
kisebb, mint a szamolt statisztikai értéek.

> statisztikd5] < statisztikd 2];
statisztikd 17];

(statistic=56.1595179234177< (criticalvalue=90.5312253977732
hypothesis-true (2.9.5)

Statisztikai kdvetkeztetés:
Mivel a csapolasi adatokbdl szamolt

statisztikai érték =56.15951820 < ;gzs(irﬁséghiil szamolt kritikus érték = 90.53122540 ,
ezert jelen esetberty hipotézist ekell fogadni!

Ezt a dontést olvashatjuk az eljaras altal visszaad
Result: [Accepted]
sorban is, amely annyit jelent, hogy a hipoté4istgadjuk 95%-0s megbizhatésagi szinten!
Magyarazatként szolgal a kdvetkemnondat:
There is no statistical evidence against the nuliyipothesis
Azaz aH, null hipotézis elfogadasa ellen nem sz6l semmibtatisztikai bizonyossag vagy

evidencia! Ez tehat esetiinkben annyit jelent, heogy
csapolasi mennyiségelormal eloszlast kovetnek melynekatlaga= 153 ésszérasa= 13.5

A megoldas végén felrajzolunk egy abrat, amelygsiab szemlélteti aautasitasi intervallumot
és zolddel aelfogadasi intervallumot Tovabba berajzoltuk az abrabszamitott statisztikai
ertéketis, amely a z6ld tartomanyba esik!

> zold:= pIot([[O, -0.002, [rhs( statisztikg), —0.002]], color = green thickness 2) :
piros:= plot( [[rhs( statisztikg), —0.002], [120,—0.002]], color =red thickness 2) ;

igaz:= plotg textplof ([ [40, -0.003,elfogadag], color =green) :
hamis:= plots| textplof ([ [ 98, -0.003,visszautasitak]|, color =red) :
stat70:= plot( [ [rhs( statisztikg), —0.002], [rhs( statisztikg), 0.0l”, color=blue

linestyle= 3) ;
mutat:= pIots[texthot]( | [rhs( statisztikg), 0.002,szamolt statisztikﬁ, color = red) ;

plotg display([abra7Q zold piros igaz, hamis stat7Q mutat], title
= A szamolt érték az elfogadasi intervallumba esik



A szamolt érték az elfogaddsi intervallumba esik

0.03
0.02
0.01
sgamolt sltaliszlika 0 05
0
20 40 I 60 80 100 120
elfogadas u visszautasitas

V 14.10. Elméleti ellenorzo kérdések

% Mit neveziink sokasagnak?

# Mit neveziink mintanak?

4 Mit értiink statisztika alatt?

# Mit jelent az, hogy az atlag a varhat6 érték torzitatlan becslése?

d Mit jelent az, hogy az atlag a varhaté érték konzisztens becslése?

d Mit jelent a varhat6 érték minimum tulajdonsaga?

§ Mit értiink egy minta moduszan?

# Hogyan értelmezziik az empirikus eloszlas fliggvényt?

# Milyen érték a minta medianja?

IERNIE Milyen minimum tulajdonsaga van a mediannak?

IENUNEE A adatok milyen jellemzdit mutatja a boxplot diagram?

IER R PA Hogyan szamoljuk a korrigalt szorast?

IERLRRY Mit értiink az alatt, hogy a korrigalt szoras négyzet torzitatlan becslése a variancianak?
LER (N ER Milyen H, hipotézist tesztellink, a khi-négyzet modell teszt segitségével?

IR UBER Mi a jelentése a szignifikancia szintnek? Milyen szignifikancia szintek megfeleléek?
LER (N TH Milyen feltétel esetén fogadjuk el a H, hipotézist a modell tesztn€l?

NN WA Milyen hibat jelol a teszt elsd faja hibaja?
IR (N ER Milyen hibat jelol a teszt masod faju hibgja?

V 14.11. Gyakorlo feladatok



Az épith mérndkodknek felligyelni kell a folyd atlagos nvizhozanat a viziebmii megbizhato
muikddése érdekében. Az alabbi adatok a Namekagoarfohdjusban mért napi atlagos
vizhozamot tartalmazza kulonkibévekben.

vizhozam:=[602.0, 517.5, 572.5, 392.4, 505.8, 547.5, 38D7,2,

794.8, 657.6, 904.7, 595.5, 611.9, 482.9, 698.6,%0

986.4, 567.7, 400.1, 634.9, 448.4, 479.1, 11564.8,5]

575.6, 743.3, 1146.0, 461.6, 644.0, 480.8, 4226,%

833.9, 889.0, 752.6, 516.5, 817.2, 895.8, 572.2,/6

679.3, 738.0, 618.9, 390.8, 550.9, 425.9, 760.6]

(i) Szamoljuk ki az adatok terjedelmét, atlagat, kaltigzorasat, moduszat, medianjat!

(i) Rajzoljuk fel az adatok valtakozasat az atlaggaidiannal és a kvartilisekkel egydtt!

(iif) Rajzoljuk fel az adatok box diagramjat!

(iv) Rajzoljuk fel a gyakorisdg hisztogramot azon ndret@szlas sriseg fliggvenyével egyditt,
melynek varhato értéke és szérasa megegyezik dakad@tagaval és korrigalt szorasaval!
(v) Teszteljuko = 0.05 szignifikancia szinten, hogy az adatok noretdézlast kbvetnek-e!

14.11.2. feladat

Jeldlje X az USA Kalifornia allamanak Oroville v@amellett folyé Feather River foly6 éves
aradasi szintjének maximumat. Az alabbi adatokgisegraltak 1902- és 1960 k6z6tt bizonyos
alapszinthez viszonyitva.
aradasok=[41,102,118,81,128,230,16,140,31,75,16,17,122880,28,66,23,62,36,22,42,64,56,
94,185,14,80,12,23,9,20,59,85,19,185,8,152,84,08(5,60,54,46,37,17,46,92,13,59,113,55,
203,83,102,35,135]
Készitsuk el az adatok statisztikai jelléitzZs hisztogramjat!
A fenti aradasi maximumokra illessziink exponensiéloszlast!
Teszteljik a

H,: az adatok exponencidlis eloszlaslu sokasagbokvalo

hipotézist 5%-0s szignifikancia szinten!
Valtoztassuk az osztaskdzok szamat!

Egy ipari véllalat napi kén-oxid kibocsatasat mjatatz alabbi tablazat.
kén_oxid=[15.8,26.4,17.3,11.2,23.9,24.8,18.7,13.9,9.0,13.2
22.7,9.8,6.2,14.7,17.5,26.1,12.8,28.6,17.6,23.7,
26.8,22.7,18.0,20.5,11.0,20.9,15.5,19.4,16.7,10.7,
19.1,15.2,22.9,26.6,20.4,21.4,19.2,21.6,16.9,19.0,
18.5,23.0,24.6,20.1,16.2,18.0,7.7,13.5,23.5,14.5,
14.4,29.6,19.4,17.0,20.8,24.3,22.5,24.6,18.4,18.1,
8.3,21.9,12.3,22.3,13.3,11.8,19.3,20.0,25.7,31..8,
25.9,10.5,15.9,27.5,18.1,17.9,9.4,24.1,20.1,28.5]

(i) Szadmoljuk ki az adatok terjedelmét, atlagat, ka@ltigzorasat, méduszat, medianjat!
(i) Rajzoljuk fel az adatok valtakozasat az atlaggadiannal és a kvartilisekkel egyditt!
(i) Rajzoljuk fel az adatok box diagramjat!

(iv) Rajzoljuk fel a gyakorisag hisztogramot azon ndretdszlas sriiség figgvényével egyiitt,
melynek varhato értéke és szérasa megegyezik dakagidagaval és korrigalt szorasaval!
(v) Teszteljuko = 0.05 szignifikancia szinten, hogy az adatok noreid@szlast kovetnek-e!

14.11 4. feladat

A kovetked adatok az USA Yellowstone Nemzeti Parkja egygntevezetesebb gejzirének, az
"Old Faithful" (Oreg Hiséges) -nek nevezett gejkitdrési iddtartamait mutatja percekben
meérve. A 222 kitorést 1978 augusztusa es 1979 atugpaskozott meérték. (Lasd az adatokat
Applied Linear Regression, 2nd Edition, by Sanfdtdisberg, pp. 231 and 234. éktap://www.
math.hope.edu/swanson/statlabs/lab_20.httatnet cimen)

kitorések:= [4.4,3.9,4,4,3.5,4.1,2.3,4.7,1.7,4.9,1.7,4.6,3.4,48 3.9, 3.7, 3.1, 4, 1.8,



41,18,3.2,19,46,2,45,3.9,43,2.3,3.8,1.9,48%,47,1.8,4.6,1.9,3.5,4,3.7,3.7,
43,3.6,3.8,3.8,3.8,2.5,45,4.1,3.7,3.8,3.4,4,248,41,4.3,3.3,2,4.3,2.9,4.6, 1.9,
3.6,3.7,3.7,1.8,4.6,3.5,4,3.7,1.7,46,1.7,4,1.8 11 46,2.9,35,2,4.3,1.8,4.1,
18,4.7,4.2,3.9,43,1.8,45,2,42,44,41,4.1,42470,4.6,1.9,45,2,48,4.1,4.1,
4.2,45,19,4.7,2,4.7,25,43,4.4,4.4,43,4.6,28,41,4,4,4.4,4.1,4.3,4,3.9,3.2,
45,2.2,47,46,2.2,4.8,4.3,3.8,4,4.1,1.8,4.4,422 1.9,5,4.4,4.5,3.8,4.3,4.4,
22,48,19,4.7,1.8,4.8,2,44,25,43,44,19,43,242,4.7,2.3,4.6,3.3,4.2,2.9,
46,3.3,4.2,2.6,46,3.7,1.8,4.7,45,45,4.8,2,48,47,2,5.1,4.3,4.8,3,2.1,4.6, 4,
22,51,29,43,2.1,4.7,45,1.7,42,43,1.7,44,22 4.7,4,1.8,4.7,1.8,4.5, 2.1,
42,2.1,5.2,2

(i) Szamitsuk &itorési idétartamok legkisebb, legnagyobb értékét, terjedelmét, atjagdrasat!
(i) Rajzoljuk fel aboxplot diagramot! Magyarazzuk a rajzon talalhato rajenetk jelentését!
(i) Szamoljuk ki &vartilisek et és anediant! Rajzoljuk fel az adatok valtakozasat és a
kvartiliseket! Magyarazzuk a kvartilisek jelentését

(iv) Mutassuk meg, hogy a kitorésbidrtamok nem kdévetnekormal eloszladl Vessik 6ssze a
gyakorisag hisztogramot és a normal elosziasseg fliggvényeét!

(v) Rajzoljuk fel azmpirikus eloszlas fliggvenyazEmpiricalDistributioneljaras segitségeével!
Hasonlitsuk 6ssze az empirikus eloszlas fuggvéngt gormal eloszlas eloszlas fuggvenyével!

14.11.5. feladat

A kovetked adatok az USA Yellowstone Nemzeti Parkja egygnkvezetesebb gejzirének, az

"Old Faithful" (Oreg Hiséges) -nek nevezett gejzir kitorések kozottteltabkozas idoket

mutatja percekben mérve. A 222 kitorést 1978 augaazs 1979 augusztusa kdzott mértek.

(Lasd az adatokat Applied Linear Regression, 2ntded by Sanford Weisberg, pp. 231 and

234. és attp://www.math.hope.edu/swanson/statlabs/lab_@&0.imternet cimen)

varakozasok= [78, 74, 68, 76, 80, 84, 50, 93, 55, 76, 58, 74, 75, 80, 56, 8G6 N0, 42, 91,
51, 79,53, 82,51, 76, 82, 84, 53, 86, 51, 85, 45, 88, 51, 8295, 73, 67, 68, 86, 72, 75,
75, 66, 84, 70, 79, 60, 86, 71, 67, 81, 76, 83, 76, 55, 73, 566 B3(1, 72, 77,55, 75, 73, 70,
83, 50, 95, 51, 82, 54, 83, 51, 80, 78, 81, 53, 89, 44, 78, 61/5,3(3, 76, 55, 86, 48, 77, 73,
70, 88, 75, 83, 61, 78, 61, 81, 51, 80, 79, 82, 80, 76, 56, 82/@/1, 75, 72, 74, 69, 78, 52,
91, 66, 71, 75, 81, 77, 74, 70, 83, 53, 82, 62, 73, 84, 58, 82/5,777, 77, 53, 75, 78, 51, 81,
52,76,73,84,72,89, 75,57, 81, 49, 87, 43, 94, 45, 81, 58BB%4, 75, 73, 57, 80, 51, 77,
66, 77, 60, 86, 62, 75, 67, 69, 84, 58, 90, 82, 71, 80, 51, 84251, 81, 83, 84, 72, 54, 75,
74,51, 91, 60, 80, 54, 80, 70, 60, 86, 78, 51, 83, 76, 51, 909,188, 52, 79, 61, 81, 48, 84,
63]:

(i) Szamitsuk aarakozasiidétartamok legkisebb, legnagyobb értékét, terjedelmét, atlagat

szorasat!

(i) Rajzoljuk fel aboxplot diagramot! Magyarazzuk a rajzon talalhaté rajenstk jelentesét!

(i) Szamoljuk ki &vartilisek et és anediant! Rajzoljuk fel az adatok valtakozasat és a

kvartiliseket! Magyarazzuk a kvartilisek jelentését

(iv) Mutassuk meg, hogy a varakozadgitattamok nem kovetnatormal eloszlal Vessik 6ssze

a gyakorisag hisztogramot és a normal elos#iés8g fliggvenyét!

(v) Rajzoljuk fel azmpirikus eloszlas flggvényazEmpiricalDistributioneljaras segitségével!

Hasonlitsuk 6ssze az empirikus eloszlas fliggvéngt gormal eloszlas eloszlas fliggvenyével!

14.11.6. feladat

Azonos tipusu beton rudak szakitasi szilardsagamatkozo kisérletek eredmeényeit (Ib/inch2)
mutatja az alabbi tdblazat

szakitas= [320,380,340,410,380,340,360,350,320,370,
350,340,350,360,370,350,380,370,300,420,

370,390,390,440,330,390,330,360,400,370,

320,350,360,340,340,350,350,390,380,340,

400,360,350,390,400,350,360,340,370,420,



420,400,350,370,330,320,390,380,400,370,
390,330,360,380,350,330,360,300,360,360,
360,390,350,370,370,350,390,370,370,340,
370,400,360,350,380,380,360,340,330,370,
340,360,390,400,370,410,360,400,340,360];

(i) Szamitsuk ki az adatok statisztikai jellesitkz

(ii) Rajzoljuk fel a gyakorisag hisztogramot!

(iii) lleszzink normal eloszlast a gyakorisag adaa!
(iv) Teszteljuk a

Hy az adatok normal eloszlasu sokasagbol valok

hipotézisty modszerrel 5%-0s szignifikancia szinten!

14.11.7. feladat

Egy forgalmas autopalyan az autdk kozotti kovat&diozoket mérték masodpercekben. Az
autépalya egy adott helyén az alabbi kdveté#itddok adddtak egymas utan.
Kovetési idok=
[4.1,3.5,2.2,2.7,2.7,4.1,3.4,1.8,3.1,2.1,
2.1,1.7,2.3,3.0,4.1,3.2,2.2,2.3,1.5,1.1,
2.5,4.7,1.8,4.8,1.8,4.8,4.9,3.1,5.7,5.7,
3.1,2.0,2.9,5.9,2.1,3.0,4.4,2.1,2.6,2.7,
3.2,25,1.7,2.0,2.7,1.2,9.0,1.8,2.1,5.4,
2.1,3.8,4.5,3.3,2.1,2.1,7.1,4.7,3.1,1.7,
2.2,3.1,1.7,3.1,2.3,8.1,5.7,2.2,4.0,2.7,
15,1.7,4.0,6.4,1.5,2.2,1.2,5.1,2.7,2.4,
1.7,1.2,2.7,7.0,3.9,5.2,2.7,3.5,2.9,1.2,
1.5,2.7,2.9,4.1,3.1,1.9,4.8,4.0,3.0,2.7]
(i) Szamitsuk ki az adatszamot, terjedelmet , azd@tkegya korrigélt szérast!
(i) Rajzoljuk fel az adatsor valtakozaséat az atlaggglitt!
(iif) Osszuk fel a terjedelmet 4 egyénészekre és rajzoljuk fel a mérési pontokat, aldéad
egyutt!
(iv) Szamitsuk ki a gyakorisagokat és rajzoljuk fel/alkgprisag hisztogramot! Valtoztassuk a
k6zok szamat! Milyen eloszlast kaptunk?
(v) A kovetési idkre illessziink exponencidlis eloszlast!
Teszteljuk a
H,: az adatok exponencialis eloszlasu sokasagbdkvald

hipotézist 5%-0s szignifikancia szinten!
(vi) Teszteljuk a

H, : az adatok Gamma- eloszlasu sokasagbdl valok

hipotézist 5%-0s szignifikancia szinten!

Hatarozzuk meg a Gamma - eloszlas két paraméterét!

(vii) Adjuk 6ssze a kovetésidlet kettesével! lllessziink a kapott mintara Gammiaszlast!
Keressik meg a Gamma - eloszlas két paraméterét!

Hasonlitsuk 6ssze a kapott paraméter értéid) pontbeli Gamma-eloszlas paraméterével!
Teszteljik a

H,: az 6sszeg Gamma- eloszlasl sokasaghbol valo

hipotézist 5%-0s szignifikancia szinten!

Az alabbi 4 fuggetlen minta 4 populaciébdl vald!

mintal:=[5.098, 2.739,2.146,5.006,4.016,9.026,42636,6.195,4.523]
minta2:=[4.627, 5.061,2.787, 4.181,3.617,3.6053,8.045,2.340,6.934]



minta3:=[3.021,6.173,7.602,6.250,1.875,6.996,4@566,1,6.360,7.052 ]
minta4:=[7.390,5.666,6.616,7.868,2.428,6.740,7 BDBH8,1.739, 1.996]

(i) Hasznaljuk a boxplot diagramot annak eldéntédérgy a 4 minta ugyanabbdl a populaciébdl
valo-e!

Miért igen vagy miért nem?

(i) Rajzoljuk fel az adatok gyakorisag hisztogramjgan normal eloszlagdisiseg fliggvenyével
egyltt, melynek varhato értéke az adatok atlaga@sisa az adatok korrigalt szorésa.

Az alabbi adatsor egy hallgatéi csoport Zh pontsaimutatja nagysag szerint csok&en
sorrendben.

pontszamok=[90,90,89,88,85,85,84,82,82,82,

81,81,81,80,79,79,78,76,75,74,

72,71,70,66,65,63,62,62,61,59,

58,58,57,56,56,53,48,44,40,35,33]

(i) Szamoljuk ki pontszamok atlagat, szérasat, a meésmaoduszt!

(i) Rajzoljuk fel a pontszamok box diagramjat és &gyiaag hisztogramjat!

(iii) Normal eloszlasuak-e a pontszdmok 5%-o0s szigmifileaszinten?

Mérnokok tesztelték a fejlesztés alatt allo alumnimiotvézet nyomaészilardsagat, amelyet Uj
generacios repéiyépekhez készitettek. A mert nyomészilardsag éktakealabbiak.
nyomo_szilardsagok=[66.4,67.7,68.0,68.0,68.3,68.4,68.6,68.8,68.9,69.1,
69.2,69.3,69.3,69.5,69.5,69.6,69.7,69.8,69.8,69.0,7
70.0,70.1,70.2,70.3,70.3,70.4,70.5,70.6,70.6,70.8,7
71.0,71.1,71.2,71.3,71.3,71.5,71.6,71.6,71.7,71.8,7
71.9,72.1,72.2,72.3,72.4,72.6,72.7,72.9,73.1,73.8,7

74.2,74.5,75.3]

(i) Szdmoljuk ki az adatok terjedelmét, atlagat, ka@ltigzorasat, méduszat, medianjat!

(i) Rajzoljuk fel az adatok valtakozasat az atlaggadiannal és a kvartilisekkel egyditt!

(i) Rajzoljuk fel az adatok box diagramjat!

(iv) Rajzoljuk fel a gyakorisag hisztogramot azon ndretdszlas sriiség figgvényével egyiitt,
melynek varhato értéke és szérasa megegyezik dakagidagaval és korrigalt szorasaval!

(v) Teszteljuko = 0.05 szignifikancia szinten, hogy az adatok nored@szlast kovetnek-e!

14.11.11. feladat

Az alabbi adatok fondl szakitasi erejét mutatjaaifikh. 28 gr) egységben mérve.
fonal:=[32.5,15.2,35.4,21.3,28.4,26.9,34.6,29.3,24.9,31.
21.2,28.3,27.1,25.0,32.7,29.5,30.2,23.9,23.0,26 .4,
27.3,33.7,29.4,21.9,29.3,17.3,29.0,36.8,29.2,23.5,
20.6,29.5,21.8,37.5,33.5,29.6,26.8,28.7,34.8,18.6,
25.4,34.1,27.5,29.6,22.2,22.7,31.3,33.2,37.0,28.3,
36.9,24.6,28.9,24.8,28.1,25.4,34.5,23.6,38.4,24.0]

(i) Szadmoljuk ki az adatok terjedelmét, atlagat, kaltigzorasat, méduszat, medianjat!
(i) Rajzoljuk fel az adatok valtakozésat az atlaggadiannal és a kvartilisekkel egyditt!
(iif) Rajzoljuk fel az adatok box diagramjat!

(iv) Rajzoljuk fel a gyakorisag hisztogramot azon ndretdszlas sriiség figgvényével egyiitt,
melynek varhato értéke és szérasa megegyezik dakagdagaval és korrigalt szorasaval!
(v) Teszteljuko = 0.05 szignifikancia szinten, hogy az adatok noreié@szlast kovetnek-e!

14.11.12. feladat

Az alabbi adatok nyilt langnak kitett karpitos hisadvetek gyulladasi idejét mutatja szazad
masodpercekben mérve.

gyulladas=[2.58,2.51,4.04,6.43,1.58,4.32,2.20,4.19,
4.79,6.20,1.52,1.38,3.87,4.54,5.12,5.15,



5.50,5.92,4.56,2.46,6.90,1.47,2.11,2.32,

6.75,5.84,8.80,7.40,4.72,3.62,2.46,8.75,

2.65,7.86,4.71,6.25,9.45,12.80,1.42,1.92,

7.60,8.79,5.92,9.65,5.09,4.11,6.37,5.40,

11.25,3.90,5.33,8.64,7.41,7.95,10.60,3.81,

3.78,3.75,3.10,6.43,1.70,6.40,3.24,1.79,

4.90,3.49,6.77,5.62,9.70,5.11,4.50,2.50,

5.21,1.76,9.20,1.20,6.85,2.80,7.35,11.75]

(i) Szadmoljuk ki az adatok terjedelmét, atlagat, kaltigzorasat, méduszat, medianjat!
(i) Rajzoljuk fel az adatok valtakozasat az atlaggaidiannal és a kvartilisekkel egyditt!
(i) Rajzoljuk fel az adatok box diagramjat!

(iv) Rajzoljuk fel a gyakorisag hisztogramot azon ndretdszlas sriiség figgvényével egyiitt,
melynek varhato értéke és szérasa megegyezik dakad@tagaval és korrigalt szorasaval!
(v) Teszteljuko = 0.05 szignifikancia szinten, hogy az adatok noretdézlast kbvetnek-e!

Mérték a munkasok termelékenységét egy lizembeted kéresztil ugy, hogy a munkasok éltal
készitett elfogadhat6 termékek szamat irtak felrhO@kas esetén.

termelékenység=

[65,36,49,84,79,56,28,43,67,36,

43,78,37,40,68,72,55,62,22,82,

88,50,60,56,57,46,39,57,73,65,

59,48,76,74,70,51,40,75,56,45,

35,62,52,63,32,80,64,53,74,34,

76,60,48,55,51,54,45,44,35,51,

21,35,61,45,33,61,77,60,85,68,

45,53,34,67,42,69,52,68,52,47,

63,65,55,61,73,50,53,59,41,54,

41,74,82,58,26,35,47,50,38,70]

(i) Szamoljuk ki az adatok terjedelmét, atlagat, kaltigzorasat, moduszat, medianjat!

(i) Rajzoljuk fel az adatok valtakozasat az atlaggaidiannal és a kvartilisekkel egydtt!

(i) Rajzoljuk fel az adatok box diagramjat!

(iv) Rajzoljuk fel a gyakorisdg hisztogramot azon ndret@szlas sriséeg fliggvenyével egyditt,
melynek varhato értéke és szérasa megegyezik dakad@ttagaval és korrigalt szorasaval!

(v) Teszteljuko = 0.05 szignifikancia szinten, hogy az adatok noretdézlast kbvetnek-e!

14.11.14. feladat

Mérték 20 kdzepes méteteszt autd varosi uton az izemenyeg fogyasztasdbdiavgallon
(mpg) mértek egységben.

fogyasztas=

[19.7,21.5,22.5,22.2,22.6,

21.9,20.5,19.3,19.9,21.7,

22.8,23.2,21.4,20.8,19.4,

22.0,23.0,21.1,20.9,21.3

19.7,21.5,22.5,22.2,22.6,

21.9,20.5,19.3,19.9,21.7,

22.8,23.2,21.4,20.8,19.4,

22.0,23.0,21.1,20.9,21.3]

(i) Szadmoljuk ki az adatok terjedelmét, atlagat, ka@ltigzorasat, méduszat, medianjat!
(i) Rajzoljuk fel az adatok valtakozasat az atlaggaidiannal és a kvartilisekkel egydtt!
(iif) Rajzoljuk fel az adatok box diagramjat!

(iv) Rajzoljuk fel a gyakorisag hisztogramot azon ndretdszlas sriiség figgvényével egyiitt,
melynek varhato értéke és szérasa megegyezik dakaditagaval és korrigalt szorasaval!



(v) Teszteljuko = 0.05 szignifikancia szinten, hogy az adatok noreié@szlast kovetnek-e!
14.11.15. feladat
watt

Az alabbi adatok a napsugéarzas intenzitasara, kdldmapokon mért eredmény{k—

nf

mértékegyséegben, valahol dél Spanyolorszagban.
sugarzas:=[562, 869, 708, 775, 775, 704, 809, @56, 806,
878, 909, 918, 558, 768, &8, 940, 946, 661,
820, 898,935, 952, 957, @&8&H, 905, 939, 955,
960, 498, 653, 730,753]
(a) Szamoljuk ki az intenzitasi értékek atlagasAsrasat!
(b) Rajzoljuk fel az adatsor valtakozasat az athggyutt!
(c) Rajzoljuk fel az intenzitasi adatok gyakorisaggtogramjat a terjedelem n=15 részre
osztasaval!
(d) Rajzoljuk be a gyakorisag hisztogramba annaérenal eloszlasnak d@siség fliggvényeét,
melynek varhato értéke és szérasa egyezik az adtegjaval és szorasaval!
(e) Vajon a napsugarzas intenzitasa normal elddabéet-e 95%-0s megbizhatésaggal, ha n=15
részre osztjuk a terjedelmet?
(f) Van-e olyan n felosztasa a terjedelemnek, arastén az eloszlas nem lesz normal?

A felhék "beoltasat" régota tanulmanyozzak, mint d@jachs médositasanak egyik eljarasat (lasd
pl. a Simpson, Alsen, és Eden &ltal a "Technongthen kozolt “A Bayesian Analysis of a
Multiplicative Treatment Effect in Weather Modifiban”, Vol. 17, pp. 161-166. cikket)

A cikkben a csapadéek mennyiségét mérték ( kat. kdddh) térfogat egységben, amelyet 20 olyan
véletlenszdien kivalasztott felbre jegyeztek fel, amelyet ezlist nitrattal oltothek A csapadék
mennyiségét az alabbi adatsor mutatja:

csapadekok:=[18.0, 30.7, 19.8, 27.1, 22.3, 18.8,2B.4, 21.2, 27.9, 31.9, 27.1, 25.0, 24.7, 26.9,
21.8,29.2, 34.8, 26.7, 31.6]

(a) Rajzoljuk fel a csapadék gyakorisag hisztogéam;

(b) Rajzoljuk be a gyakorisag hisztogramba annaérenal eloszlasnak d@isiség fliggvényeét,
melynek varhato értékét és szorasat az adatokénoiigak!

(c) A csapadék mennyisége normal eloszlast ko @&%6-0s megbizhatésaggal?

(d) Szamitsuk ki az atlag konfidencia intervallunwa®.05 szignifikancia szinten!
(e) Teszteljuk &, : az eé atlag = 27 hipotézist=0.05 szignifikancia szinten, melynek
alternativ hipotézise legyertf : az eé atlaga+ 27 hipotezis!

(f) Mennyi mérést kell végezni ahhoz, hogy a& e&rhato ertékére 95%-0s megbizhatosagi
szinten L =2 [kat. hold x lab] hosszu konfidenicitervallum adodjon?

14.11.17. feladat

Egy félvezeb termékeket gyartd cég olyan terméket alldt emelyet a személyi szamitogepek
ko6zponti vezél egységeben hasznalnak fel. A termék sebességeénaretiien mérve egy fontos
jellemzje a terméknek, mert alapven meghatarozza az arat. Az aldbbi tablazat taazden120
termék sebességi adatfinegaHertz mértékegységben.

sebessegek:=

[680, 669, 719, 699, 670, 710, 722, 663, 658, 820, 690,

677, 669, 700, 718, 690, 681, 702, 696, 692, 690, 660,

649, 675, 701, 721, 683, 735, 688, 763, 672, 658, 804,

681, 679, 691, 683, 705, 746, 706, 649, 668, 69Q, 824,

652, 720, 660, 695, 701, 724, 668, 698, 668, 680, B39,

717,727, 653, 637, 660, 693, 679, 682, 724, 682, 95,

704, 652, 664, 702, 661, 720, 695, 670, 656, 768, 648,

683, 723, 710, 680, 684, 705, 681, 748, 697, 763, 822,



662, 644, 683, 695, 678, 674, 656, 667, 683, 630, 685,

681, 715, 665, 676, 665, 675, 655, 659, 720, 693, 663]

(a) Szamoljuk ki a sebesség értékdlgat, szorasat legkisebb- és legnagyobb értéket és a
terjedelmet

(b) Rajzoljuk fel az adatsor valtakozasat az aghegyutt!

(c) Rajzoljuk fel a sebesség adatok gyakortgdgtogranmjat a terjedelem n=10 egyénkészre
osztasaval!

(d) A leggyakrabban é&fordulé sebesség érték nagyobb vagy kisebb, miatlag?

(e) Rajzoljuk be a gyakorisag hisztogramba annatraal eloszlasak a firiiség fliggvenyét,
melynek varhato értéke és szérasa egyezik az adtsgjaval és szorasaval!

() Vajon a félvezeatk sebességmormal eloszlas kovet-e 95%-0s megbizhatdosaggal, ha n=20
részre osztjuk a terjedelmet?

(9) A félvezebk hany szazalékanak nagyobb a sebessége, mint @9aHértz? Hasznaljuk a
FrequencyTable eljarast a szamitashoz.

14.11.18. feladat

A kovetked tablazat egyirhajo hajté motor O-gyriijenek ldmérsékletére vonatkozd méresi
adatokat tartalmazza Fahrenheit (°F) mértékegysegbe

( Az adatok "Presidential Commission on the Spdudtfe Challenger Accident" jelentésb
valok)

homerseklet:=[84, 49, 61, 40, 83, 67, 45, 66, B080, 58, 68, 60, 67, 72, 73, 70, 57, 63, 70, 78,
52, 67, 53, 67, 75, 61, 70, 81, 76, 79, 75, 76348,

(a) Szamitsuk ki a motor atlagrmérsékletét és asmérséklet szorasat!

(b) Melyik hémérsékleti értéket mérték legtobbszor? Mennyi eranghkakorisdga?

(c) Rajzoljuk fel azonos koordinatarendszerbenakgyisag hisztogramot és az olyan normal
eloszlasnak aiisiiség fuggvényeét, melynek varhato értéke és szoragagyezik az adatok
varhato értékével és szérasaval!

(d) Teszteljuk 95%-0s megbizhatdsagi szinten, lomérési adatok normal eloszlasuak-e!

14.11.19. felads

Akkumulatorok élettartamat mutatja az alabbi tahta&ekben mérve.
akkumulator:=1[4.1, 5.2, 2.8, 4.9, 5.6, 4.0, 4.1, 4.3, 5.4,
45,6.1,3.7,2.3,4.5,49, 4.3, 3.9,
3.2,5.0,4.8,3.7,4.6,4.8,5.1, 4.2,
6.3,3.3,5.8,4.4,4.8,3..3, 4.7, 5.1]
(a) Szamoljuk ki az akkumulatorok élettartamandégdit, szorasat, legkisebb- és legnagyobb
ertéket és a terjedelmet!
(b) Rajzoljuk fel az adatsor valtakozasat az aghegyutt!

(c) Rajzoljuk fel az élettartamok gyakorisag hisgtomjat a terjedelem n=10 egyéniészre
osztasaval!
(d) A leggyakrabban é&fordul6 élattartam nagyobb vagy kisebb, mint aagil
(e) Rajzoljuk be a gyakorisag hisztogramba annagrenal eloszlasnak didiség fuggvenyét,
melynek varhato értéke és szérasa egyezik az adtsgjaval és szorasaval!
() Vajon az akkumulatorok élettartama normal elast kovet-e 95%-0s megbizhatésaggal, ha
n=10 részre osztjuk a terjedelmet?
(g) Az akkumulatorok hany szazalék#&kidik 5 év eltelte utan is? Hasznaljuk a Frequeatyd
eljarast a szamitashoz
Férfi mérnok hallgatok magassag értékeit jegyefabliz USA egyik egyetemén. A magassag
értékek inchben (=2.54 cm) mérve a kovetkez
magassag- [69, 67, 69 ,70 ,65, 68, 69,70, 71, 69 ,66,69,75, 68, 67, 68,

69, 70, 71, 72, 68, 69, 69,7D,68, 72, 69, 69, 68, 69, 73, 70,



73, 68, 69, 71, 67, 68, 65,&8,69, 70, 74, 71, 69, 70, 69]
(a) Szamoljuk ki a magassagok atlagat, szoragiisiebb- és legnagyobb értéket és a
terjedelmet!
(b) Rajzoljuk fel az adatsor valtakozasat az aghegyutt!
(c) Rajzoljuk fel a magassagok gyakorisag hisztmggiba terjedelem 10 egyénkészre
osztasaval!
(d) A leggyakrabban é&fordulé magassag nagyobb vagy kisebb, mint az atlag

(e) Rajzoljuk be a gyakorisag hisztogramba annagrmal eloszlasnak didiség fliggvényét,
melynek varhato értéke és szérasa egyezik az adtsgjaval és szorasaval!

() Vajon a magassag értékek normal eloszlast kidkee 95%-0s megbizhatosaggal, ha 10 részre
osztjuk a terjedelmet?

(g) A mérnok hallgatok hany szazaléka magasabibd?(=182.9 cm)-nél? Hasznaljuk a
FrequencyTable eljarast a szamitashoz



