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V 15.1. Bevezetés

StatisztikAban a pontsZehbecslés mellett fontos szerepe vainézrvallum becslének. A
kiszamolt értékhez megadunk egy intervallumot, gmaby valdszitiséggel tartalmazza a
becsilt paramétert. A mérésglszamolt erték valamilyemegbizhatésagvagy
valdsziniségiszintenbele esik ebbe az intervallumba. Kilénbdzegbizhatosagi szinthez
kulonbo® konfidencia intervallum tartozik. Egy 95%-0s megfizitosagi intervallum azt jelenti,
hogy 100 mérési eredmérilidbegaldbb 95 esetben a szamolt érték példaullag ar
intervallumba esik. Legfeljebb 5 esetben lehengrvallumon kivil a paraméter érték. Minden
méres egy valosziiségi valtozo egy lehetséges értéke. Kulobgzx,,..., x, méréshez

Kulénbod X,, X,..., X, valoszirtiségi valtozot veszink fel. Viszont ezek a valoégégi valtozok

flggetlen és azonos eloszlasuak. Jelen feladatdieliesszik, hogy a k6z6s eloszlas
X~N (K, o) (i=1,2,.n) anormal eloszlas azonos varhaté értékkel és szirdAz intervallum

becsléséhelzasznalt eloszlasttdl fiigg, hogy milyen statisztikival - azaz
h( X, X Xn) fuggvénnyel- becsiljuk a paramétert és melyik patart ismerjik és melyiket

kell becstilni. igy az alkalmazasok soran talalkézhaNormal -eloszlassal, StudentT-
eloszlassal,ahi-négyzeteloszlassal é5-eloszlasal.

Célunk az alabbi fogalmak, 6sszefiiggések és eljarasok megismerése, megértése

Szoras illetve variancia konfidencia

Konfidencia intervallum és a szint ; ., A L , ,
intervallumanak megbizhatosagi becslése normal

fogalma . .
eloszlas esetén
Atlag konfidencia intervallumanak A Maple
szamitasa, ha az adatok normal OneSampleZTesdneSampleZTgst SampleSize
eloszlasuak és a széras ismert eljarasainak alkalmazasa

Atlag konfidencia intervallumanak
szamitasa, ha az adatok normal
eloszlasuak és a szoérast az adatokbol
szamoljuk

A MapleOneSampleTTestjdrasanak alkalmazéaga

A Maple OneSampleChiSquareTedjarasanak

Minta méret szamitasa ,
alkalmazasa

Monte Carlo-moédszer alkalmazasa
konfidencia intervallum szélességének
szemléltetésére




V 15.2. A varhato érték konfidencia intervalluma normal eloszlas esetén

V 15.2.1. Az atlag konfidencia intervalluma ismert Saras esetén

15.2.1.1. DEFINICIO. Konfidencia intervallum éskonfidencia szint
Statisztikaban aga, b] konfidencia intervallum a populacié valamelyaraméterére ad

ymegbizhatdésagal becslést. A statisztikai adatokbdl szanjaltb] intervallumba kell esni
a vizsgalt paraméterngle [0, 1] valosziriséggel, ha a kisérletet sokszor megismételjilk
egymastal fuggetlendal.

Ekkor az[a, b] intervallumot nevezzik konfidencia intervallumnak ésyaz intervallum
megbizhatésaga vagpnfidencia szinfe.

A leggyakrabban hasznattegbizhat6sagivagykonfidencia szintekay=90%, 95%, 99%
€s a99.9%. A megizhatésagi szintek a 100% kdzelében vararak)yek értéke
valbsziriségre visszavetitve 0.9 és 1 k6zé esnek. A szokasbsdencia szintek értékeit
beallitjuk egymegbizhatésagewi vektorban!

> restart:
> megbizhatésag- Vector([0.9, 0.95, 0.99, 0.999
0.9
_ o 0.95
megbizhatosag- 0.99 (1.2.1.2)
0.999

A vy megbizhatdsagi (vagy konfidencia) szint kiegégziazo =1 — vy (elfaju) hiba
maximalis elkovetési szintjeamelyek szokasos éreker 10%, 5%, 1% és 0.1%.
> o:=map x>1— X, megbizhatosay

0.1

0.05

o= 1.2.1.2
0.01 ( )

0.001

A szamitas a standal{0,1)normal eloszlasbdl kapott olyan értek meghatarozasan
2
alapszik, amelyre teljesil a
P(—ua <X<uaj =l—oa

2 2
feltétel, ahol X egy 0 varhato ériéks 1 szérasu normal eloszlasu valdsadgi valtozé! Ha
X

D (X) :J o (t) dtjeldli X eloszlas fliggvényét, akkor a szimmettajdonsagok

kihasznalasaval

vagy
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Ha ay=1 — o megbizhatosagi szinttel szamolunk, akkor
o 11—y 1+y
==l =

ezeért a fenti képlet helyett a

képlettel dolgozhatunk!

> with( Statistics : X := RandomVariable Normé&0, 1)) :
u.= Vecto{ J
1.959963985

Felirjuk rendre ezeket az egyenleteket kiulowhozrtékekre és dgolveparanccsal
o
se| fsolMe CDF ,X) :1—7 ,i=1.4
u:= (1.2.1.3)
2.575829304

megkeressik a kozdlitnegoldasait. Az dsszes értéket betesszikie@gktorbal
| 1644853627
3.290526731

Szemléltessiik az X~N(0,1)irdiség fuggvény gorbéje alatti teriilet 10%, 5%, 19%.&8%6-anak

beszinezésévelmmegbizhatdsagi és hiba szinetek

> suruseg=plot(PDF( X x),x=-3..3) :

> ball:= plot( PDF( X X), X=-3..-uy, filled = true, color:yellow) :

jobbl:= plot( PDF( X x), x=u,..3,filled =true, colorzyellow) bal2:= pIot( PDF( X
X), X=-3..-U,, filled =true, color= que) - jobb2:= plot( PDF(X X), X=U,..3,
filled =true, color = blue) :bal3:= plot( PDF( X x), x=-3..- Uy, filled = true, color
= green) : jobb3:= pIot( PDF( X X), X=U,..3,filled = true, color= green) :
sz:= plotg] textplot([0, 0.12, "1e"], font=["times", "roman", 26) :

> plots[display]( [ surusegbal3, jobb3 bal2, jobb2 ball, jobbl, sz, title

=90%, 95%, 99% és 99.9% megbizhatdsagi szintekhitezdaritikus értekek



90%, 95%, 99% és 99.9% megbizhatdsdgi szintekhez tartozo kritikus értékek

A nagy teriilet, amelyben az (1 — o) szerepel rendre a teljes teriilet 90%-a, 95%-a, 99%a
illetve 99.9%-a! A szines teriiletek két részbdl allnak €s szimmetrikusan helyezkednek el a 0

vérhaté értékre! A baloldali teriilet mértéke is % és a jobb oldali teriilet mértéke is %

Erdemes az abrat megtekinteni 1:1 ardnyban, ahol az x és y tengelyen a hosszak egyformak.

A 4tlag konfidencia intervallumanak szamitasat az alabbi tételre alapozzuk!




A tétel alapjan aarhaté érték konfidencia intervalluma az alabbi képlet szerint szamithat6

u,o u,o
2 2

Xattag — —— + Katlag T — ——

atla » Tatla
J Vn ? Jn
n
i=1 s . . . L . .
ahOIXétIag = T a mintabdl szamolt atlag, n a minta mérete, dawirszorasa adott €5

N

az N(0,1)-Bl szamolt kritikus érték.

15.2.1.3. példa. Ismertek a mérési adatszam, azatlés a széras. Az adatok
hianyoznak!

Hatarozzuk me§5%-0sés99%-0s megbizhatosagal annak a normal eloszlasnak a
varhato éertékérkonfidencia intervallumot, melynekvarianciaja ¢ =3 a mintan=100

elemi és a mintatlaga py=>5.

Megoldas
A feladatban nem kell szamolni az atlagot, mertitado
> atlag:=5;szoras=3;n:=100
atlag:=5
szoras=3
n:=100 (1.2.1.4)

A 95%-0s megbizhatosagi intervallumhozwazrtéket kell hasznalni. Kiszamoljuk az
intervallum hosszat, majd ezt hozzaadjuk és levoapiatlagbol!
u, szoras
> k95:= ———
Jn
> "95%-0s konfidencia intervallure [atlag — k95 atlag+ k95]

k95:= 0.5879891955
95%-0s konfidencia intervallum [4.412010804, 5.587989196 (1.2.1.5)

A 99%-0s megbizhatdsagi intervallumhozwgzrtéket kell hasznalni.

U, szoras
> k99:= ————
n
> "99%-0s konfidencia intervallurre [atlag — k99, atlag + k99]

k99:=0.7727487912
99%-o0s konfidencia intervallum [4.227251209, 5.772748791 (1.2.1.6)

Hasonlitsuk 6ssze a két intervallumot és magyakammg a kiulonbséget!
> 95:= plot( | [‘95%-03 konfidencia intervallugnO.l],

[‘95%-05 konfidencia intervallugnO.lH, thickness 3, color = red) :

s95:= plotg textplot([5, 0.2,"95%- os konfidencia intervallucolor =red) :
199 := plot( [ [ '99%-o0s konfidencia intervallumD],

[‘99%-03 konfidencia intervallug,m]], thickness= 3, color = blue) :
$99:= plotg[textplof ([ [4.3,-0.1, 99%-0s], [5.7,-0.1, 99%-0s]], color =blue) :



plots display([i95, s95199, s99|, xtickmarks=[4.2,4.3,4.4,4.5,4.6,4.7,4.8,4.9, 5,
5.1,5.2,5.3,5.4,5.5,5.6, 5.7, 3,&xes= framed title
=95%-0s és 99%-o0s konfidencia intervallumoéw=[4.2..5.8:0.5..0.5)

95%:-0s és 99%-0s konfidencia intervallumok

0.4

0.2 95%:- os konfidencia intervallum

99%:-0s 99%-0s

-0.2]

-0.4

4243444546474849 5 5152535455565.75.8

15.2.1.4. Tény.
A 99%-0s megbizhatésagi szinthez tartozé konfideimtervallum hosszabb, mint a 95%
0s megbizhatésagi szinthez tartozo intervallum.

Miéert? A kapott 99%-0s szititK99 = [ 4.2272512095.772748791] konfidencia intervallu
statisztikai jelentése az, hogy 100 mintavéie@® esetben ebbe az intervallumba bele kell
esni a minta szamitott atlaganak.

Mig a révidebb 95%-0s szintk95 =[4.412010804, 5.5879891PKonfidencia intervallum
esetén 100 mintavétélbcsak 95 esetben kell ebbe az intervallumba esminga szamitott
atlaganak.

A 95%-0s eset K95 intervalluma a 100 -bdl 4- gymldsebb minta atlag helyétoli ki, ezért
realisan a 95 darab minta atlaga kisebb intervdi esik, mint a tdbb 99 minta atlaga. A 99
-95 = 4 tbbblet mérési eredmények atlaga a femtiskéni tartomanyba eshet. Nem kotelez
ugyan a plussz 4 mérési minta atlaganak a kéwitam kilonbségébe esni, de a véletlen
folytdn megengedett!

Prébaljuk ki szamitogepegimulaciovalvagyMonte Carlo-modszerel a konfidencia
intervallumba esést!

Gyértunk 100 darab 100 eléméletlen mintat és rogton kiszamitjuk a 100 dleninta
atlagéat. A kapott 100 minta atlagat és a konfidentdiervallumok alsé és félszintjeit
felrajzoljuk k6z6s koordinatarendszerben! A kéln8A 99%-0s , a piros sZiP5%-0s



megbizhatdsagi szinintervallumok hatarai. A két kilonbézzini sav kozé atlagosan 4
jelnek kellene esni! Ez persze minden Enter lenygamdan mas és mas lesz! Kisérletezziink a
véletlennel!
> X:= RandomVariableNormal(atlag, széras) :
> préba:= [sed[ | Mean Sample X100))],1=1..10017:
> pontok:= plot( préba style= point symbok cross :
szint95:= plot( "95%-0s konfidencia intervallupx=0..100,color =red thickness
=2):
szint99:= plot( "99%-o0s konfidencia intervallum=0..100,color = blue thickness
=2):
plots display]( [ pontok szint95 szint99,, title
= Kék =99%-0s szint, piros=95%-0s s2int
Kék =99%-0s szint, piros=95%-0s szint
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Sokszori kisérlet azt mutatja, hogy

(1) a kék szith sdvon kivul maximum 1 "+" jelet kapunk

(2) a piros és kék szirsav kozé atlagosan 4 darab "+" jel esik!

Az atlag fenti konfidencia intervallumait a StatistcsomagOneSampleZTest segitségével
is kiszamolhatjuk. Ehhez a megfélaizamua adatot kell generalni, melyek lehetnek azako
is, mert a széras amugy is adott!

> adatok=[sed atlagk=1.n)]
adatok=[5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5, (1.2.1.7)



55,5,5/5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5, 5,
55,5,5/5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5, 5,
55,5505,5 5%

A 95%-0s konfidencia intervallum

> OneSampleZTgst adat@htlag szérasconfidences 0.95)

> "95%-0s konfidencia intervallum®

hypothesistrue, confidenceintervat 4.41201080463817 ..5.58798919536183,
distribution=Normal(0, 1), pvalue= 1., statistic=0.

[4.4120108040, 5.5879891950 (1.2.1.8)

Ez megegyezik az altalunk szamolt 95%-0s konficemtervallummal'
> "95%-0s konfidencia intervallum®

[4.4120108040, 5.5879891960 (1.2.1.9)

A 99%-0s konfidencia intervallum

> OneSampleZTgst adata@lag szérasconfidences 0.99)

> "99%-0s konfidencia intervallum®

hypothesis-true, confidenceintervat 4.22725120893497 ..5.77274879106503,

distribution=Normal(0, 1), pvalue= 1., statistic=0.

[4.2272512090, 5.77274879]L.0 (2.2.1.10)
> "99%-0s konfidencia intervallum®
[4.2272512090, 5.77274879]L.0 (1.2.1.11)

Ez is egyezik az altalunk szamolt 99%-o0s konfidemaiervallummal!

V 15.2.2. Minta méret szamitasa, ha adott az atlag kéidencia
intervallumanak hossza
A konfidencia intervallum 6sszhosszara kapott

N

L=2

g

képlet alapjan, ha addtfy=1 — o ésc ertéke, akkor ki tudjuk szamolni a mimanéretét.

15.2.2.1. PELDA. Minta méret szamitas

(i) Milyen nagy legyen a mintamérete a 15.2.1.3 példaban, ha 95%-0s
megbizhatésagi szintérn= 1 6sszhosszusagu konfidencia intervallumot szénétn
kapni!

(i) Monte Carlo-maodszeralapjan generaljunk az (i) részben kapatiéreti
véletlen mintat és szamoljuk ki ezek atlagat! Megtelve a kisérletet 100-szor
rajzoljuk fel az atlagokat a 95%-0s konfidenciamallumokkal egyutt. Igazoljuk,
hogy a 100 atlag kdzul altalaban 5 atlag maradl kawonfidencia intervallumon!
(i) Kisérletezziinka mintan méretével! Vegyunk az (i) pontban kapott n érté&kgn
kisebbet ill. nagyobbat! Mi térténik az atlag ée&kel?

Megoldas
A konfidencia intervallum teljes hossza adott!
restart:L =1



L:=1 (1.2.2.1)

Adott az atlag és a széras!
atlag:=5;szoras=3

atlag:=5
szoras=3 (1.2.2.2)
Adott a konfidencia - szint!
szint:= 0.95
szint:=0.95 (1.2.2.3)
A =0.95 megbizhatosagi szinthez kiszamoljuk az kétte
with( Statistic$ : X := RandomVariableNormal(0, 1)) : e:=CDF(X t) = 1+252|nt
> u ::fsolve( CDR Xt) = 1—|—252|nt)
_1 1 1
o=+ erf(E tﬁ) = 0.9750000000
u:=1.959963985 (1.2.2.4)
(i) Felirjuk az intervallum hosszara vonatkozo feltéte
feltetel:= 2- U szoras <L
Jn
feltetel:= 2172978391 4 (1.2.2.5)
n
Hany elenti mintat kell venni?
> solvg feltetel{n})
{138.292517600& n} (1.2.2.6)

Tehét legalabb 139 eldnkell, hogy legyen a minta!
Ugyanezt kapjuk a beépit@neSampleZTgst SampleS3iteszoras hivas utan is

> OneSampleZTdst SampleSiteszoras
139 (1.2.2.7)

(i) Monte Carlo-modszeralapjan generaljunik = 139 méreit véletlen mintat és szamoljuk
ezek atlagat! Megismételve a kisérletet 100-szjaoljuk fel a kapott atlagokat &z= 1 széles
konfidencia intervallum hataraival egyditt.
> X:= RandomVariableNormal(atlag, széras) : randomizé ) :
> préba:= [sed[ | Mean Sample X139))],1=1..1001:
> pontok:= plot( préba style= point symbok cross color = blue) :
szint95:= plot([4.5, 5, 5.5, x=1..100,color = [red green red], thickness=2) :
plotg display( [ pontok szint95, title
=Az L=1 hosszu 95 %os konfidencia szintek kozil 5 atlag maradhat ki



Az L=1 hossz( 95 %-os konfidencia szintek kdzil 5 atlag maradhat ki
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Lathatd, hogy az alsé és félgiros vonalak kdzott van a 100 pontbdl atlagosapdént és
csak 5 marad kivil. Ez a szemléletes jelentésé@@bSkonfidencia intervallumnak!
(i) Kisérletezziink a mintaméretével! Vegylnk az (i) pontban kapott n ertékisebbet ill.
nagyobbat! Mi térténik az atlag értékekkel?
> randomizée ) :
> prébal:= [sed[ i Mean Sample X0))],i=1..1001:
> pontokl:= plot( prébal style= point symbok cross color =blue) :
szint95:= plot([4.5, 5, 5.5, x=1..100,color = [red green red], thickness=2) :
abral:= plotg[ display( [ pontok] szint95, title
=Az L=1 hosszu 95 %o0s konfidencia szinélh sok atlag marad ki, ha n kigsi
> préba2:= [sed[ | Mean Sample »}000))],i=1..1001]:
> pontok2:= plot( préba2 style= point symbok cross color = blue) :
abra2 := plotg display( [ pontok2 szint95, title
=Az L=1 hosszu 95 %o0s konfidencia szint tul széles, ha n nagy
plots-display Matrix 1, 2, [abral, abra2]))



Az L=1 hosszl 95 %-o0s konfidencia Az L=1 hossz( 95 %-0s
szintl sok atlag marad ki, ha konfidencia szint tul széles, ha
nkicsi n nagy
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A fenti kisérlet ravilagit arra, hogy n cstkkentédéaz atlagok szorasa névekszik. Ezért, ha

n =139 elenid minta helyeth = 20 elenti minta atlagat vesszuk, akkor az L=1 hosszu
konfidencia intervallumbol sokkal tébb pont maradnkint 5. Ez lathaté a bal oldali abran.

Ha viszonin = 139 elent minta helyeth = 2000 eleni minta atlagat vesszik, akkor az L=1
hosszu konfidencia intervallum kdzépvonala korglddorassal tomorilnek a pontok. Tehat az
L=1 hossz tul nagy lesz. Ez lathato a jobb oldatéa.

V¥ 15.2.3. Az atlag konfidencia intervalluma ismeretle sz6ras esetén
Ha ac szoras ismeretlen, akkor ennek értékét az adatakbidecsilni

o a3

=1

képlet alapjan! Lattuk, hogyavéarhato érték konfidencia intervallumanak becsiézdel
kellett hasznalnunk a% (i =1, 2,...,n) valtozok kbz0s szoras ertéket. igy, hauavarhatd
ertéket az



n
1
Xéltlag = n ;LXI

képlet alapjan becsuljik, akkor a 15.2.1.2. tétebus = Xatlag — % valtozéra nem lesz

Jn
igaz, hogy az normal eloszlasu. Pontosan azért, 3neem egy konstans érték, hanem az
Xy Xo..., X, ValOsziriisegi valtozok fliggvénye. Normal eloszlas helyekioekaz alabbi

15.2.3.1. tétel alapjan eloszlassal kell dolgoznunk!

15.2.3.1. TETEL. Standardizalt atlag t-eloszlasu
HaX,, X,,..., X flggetlen normal eloszlasu valosEagi valtozo, melyek varhato érteke

L2
€sc varianciaja azonos, akkor a

\/? (Xétlag - u)
S

valosziriségi valtozg-eloszlasu(n-1) szabadsagi fokkal, ahol
XNt X
atlag — n

az atlag és

Zl(XI - Xétlag)2

n—1

a korrigalt tapasztalati szoras.

Az n— szabadsag foku StudentT -eloszlagseg figgvénye
n

r(3+3)

(em) 2 (2 (14 %)

A tétel alapjan aarhaté érték konfidencia intervalluma az alabbi képlet szerint szamithat6

N =

+

NS

t S t S
o o
2 2
Xétlag B \/F ! xétlag + \/F
n
2
ahoIXéltlalg == a mintabol szamolt atlag,a minta mérete, a min&korrigalt szorasat az
adatokbdl szamoljuk e’tsOC az T[n-1] eloszlasbdél szamolt kritikus érték, azaz
2
o 1+y . .
F(ta ) =l-o =" ahol F(x) az (n-1) szabadsagfoku StudentT-edgszI
2

eloszlasfuiggvénye és= 1 — o a megbizhatésagi szint!
I I




15.2.3.2. PELDA. Konfidencia intervallum adatok vahat6 értékére

A kovetked tablazat 100 darab azonos G88di betonrad huzé prébéajanak szakitasi

eredmeényeit mutatja.

[320, 380, 340, 410, 380, 340, 360, 350, 320, 370, 350, 340,388 370, 350, 380, 370
300, 420, 370, 390, 390, 440, 330, 390, 330, 360, 400, 370,380 360, 340, 340,
350, 350, 390, 380, 340, 400, 360, 350, 390, 400, 350, 360,341 420, 420, 400,
350, 370, 330, 320, 390, 380, 400, 370, 390, 330, 360, 380,330 360, 300, 360,
360, 360, 390, 350, 370, 370, 350, 390, 370, 370, 340, 370,381 350, 380, 380,
360, 340, 330, 370, 340, 360, 390, 400, 370, 410, 360, 400,350)

Az adatok alapjan aatlagra adjunk 95%-0s és 99%-0s megbizhatdésaggal konfigenc

intervallumot!

A szérast a minta alapjan szamoljuk, tehat a széem ismerjuk.

Megoldas
Kiszamoljuk az adatok atlagat és korrigalt szotasat
> restart:

> beton:= [320, 380, 340, 410, 380, 340, 360, 350, 320, 370, 350, 3&M,FH0, 370,
350, 380, 370, 300, 420, 370, 390, 390, 440, 330, 390, 330,4880 370, 320,
350, 360, 340, 340, 350, 350, 390, 380, 340, 400, 360, 35Q,4880 350, 360,
340, 370, 420, 420, 400, 350, 370, 330, 320, 390, 380, 400,331 330, 360,
380, 350, 330, 360, 300, 360, 360, 360, 390, 350, 370, 37Q,3%4N 370, 370,
340, 370, 400, 360, 350, 380, 380, 360, 340, 330, 370, 340,340 400, 370,
410, 360, 400, 340, 360
beton:= [320, 380, 340, 410, 380, 340, 360, 350, 320, 370, 350, &M, &0, 370, (1.2.3.1)

350, 380, 370, 300, 420, 370, 390, 390, 440, 330, 390, 330,48%0 370, 320,
350, 360, 340, 340, 350, 350, 390, 380, 340, 400, 360, 350,484 350, 360,
340, 370, 420, 420, 400, 350, 370, 330, 320, 390, 380, 400,3%M) 330, 360,
380, 350, 330, 360, 300, 360, 360, 360, 390, 350, 370, 370,338 370, 370,
340, 370, 400, 360, 350, 380, 380, 360, 340, 330, 370, 34Q,33%0 400, 370,
410, 360, 400, 340, 360

> n:=nopg beton
> with( Statistic$ : atlag:= Mean( betof; szoras= StandardDeviatiof betgn

n:=100
atlag:= 364.700000000000
szOras= 26.8348860834383 (1.2.3.2)

A megbizhatdsagi szintet bedllitjuk 95%-ra!
megbizhatosag¥ 0.95
megbizhatosag® 0.95 (1.2.3.3)

Kiszamitjuk a t - értéket ann — 1) =99 szabadsagfoku t-eloszlasbol!
X := RandomVariable'StudentTn —1)) :

> t1 :=fso|ve{ CDH Xx) = =+ megg'Zhatosag,lx:o..s)
t1:= 1.984216952 (1.2.3.4)

Szemléltessik a fenti szamitast!
T-eloszlas #&riiség figgvénye , =PDF(X u)



> suruseg = plot(PDF (X, u),u=-3.3):
kl :=plot(PDF (X, u), u= -3 ..-tl, color =yellow, filled=true) : k2 := plot(PDF (X,
u), u=tl .3, color =yellow, filled = true) : abral = plots|display]( [ suruseg, ki,
k21, title = StudentT-eloszlds stiriiség fiiggvénye és a megbizhatosdagi szint) : abral
T-eloszlas stirtiség fiiggvényey,

_ 39614081257132168796771975168 v 99
315285451704888104171289053925 ( N 1 2)50
L ——u

99

StudentT-eloszlas siiriiség fiiggvénye és a megbizhatdsdgi szint

0.3

0.2

0.1

o t . szords )
A konfidencia intervallum hosszata ————— képlettel szamoljuk!
n

tl- szoras

Jn

Ll =

L1:=5.32462358717472 (1.2.3.5)

A 95%-o0s konfidencia intervallum az atlag koriili intervallum, melynek teljes hossza2- L.
konfl := [atlag — L1, datlag + L1
konfl := [359.375376412825, 370.024623587175] (1.2.3.6)

Szemléltessiik az adatokat, majd az atlag konfidencia intervallumat!



A, B :=min(op( beton), max op( beton );
HP := Histogram betonbinwidth=>5, range=A..B, color =yellow) : HP
A, B:=300, 440

0.03] —

0.02] —

0.01

320 340 360 380 400 420 440

> vonall:= plot( [ [[ konfl, O], [konfl, 0.033|], [ [konfL, O], [konfl, 0.033]]], thickness
=5, color=red) :
> plotg display]([HP, vonall])



0.03j

0.02 —

0.0

320 340 360 380 400 420 440

Noveljuk a megbizhatdsagi szintet 0.959.99-re! Hagyan valtozik a konfidencia
intervallum?
megbizhatosag2 0.99

megbizhatosag2= 0.99 (1.2.3.7)

Szamoljuk t értékéta=0.99 megbizhatésaghoz!
2= fsolve{ CDR Xx) = = megg'Zhatosag,zx =0 ..3)
t2:= 2.626405457 (1.2.3.8)

Szemléltessik a kapott t - ertéket!

k3:=plot(PDF( X u), u=-3..-t2, color=Dblue filled =true) :

k4 :=plot(PDF( X u), u=t2..3,color =blue filled =true) : abra2:= plotg[ display
]([surusegk3, k4], title
= StudentT-eloszlagigiség flggvénye és a megbizhatdsagiszatira2




StudentT-eloszlas siiriiség fiiggvénye és a megbizhatdsdgi szint

0.3

0.2

0.1

A 95%-0s szinthez tartozo t2 - érték kisebb, mint a 99%-os szinthez tartozé t-érték, mert a
99%-hoz tartozo kék teriilet kisebb!
plots[display|([abra2, abrall, title = Sarga teriilet=0.03, kék teriilet=0.01)



Sdrga teriilet=0.03, kék teriilet=0.01

0.3

0.2

0.1
= |
-3 -2 -1 0 1 2 3

A 99%-0s konfidencia intervallum hossza €s a hisztogram egyiitt!
10— 12 szoras

S ;
> konf2 = [atlag — L2, dtlag + L2]
L2:=7.04792912475158
konf2 .= [357.652070875248, 371.747929124752 ] (1.2.3.9)
> vonal?2 :=plot( [ [ [koanl, 0], [koanl, 0.033]], [ [koanz, 0], [koanz, 0.033]]], thickness
=35, color = blue) :
> plots|display]([ HP, vonal2])



0.03j

0.02 —

0.0
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A két megbizhat6sagi becslés egydtt!
plots] display]( [HP, vonall vonal2, title = kék=99%,piros=95%



kék=99%, piros=95%

0.03j

0.02] —

0.01

320 340 360 380 400 420 440

A StatisticscsomagdneSampleTTestljarasa kiszamolja ugyanezeket a konfidencia
intervallumokat, a megfel&lmegbizhatésagi szinthez!

infolevel Statisticg := 1 : OneSampleTTgst betd@64,confidence=0.95);

Altalunk szamolt 95%-o0s konfidencia intervallsaronfl

Standard T-Test on One Sanpl e

Nul I Hypot hesi s:

Sanpl e drawn from popul ation with nean 364

Al't. Hypothesis:

Sanpl e drawn from popul ation with nmean not equal to 364

Sanpl e si ze: 100

Sanpl e nean: 364.7

Sanpl e standard dev. : 26. 8349

Di stribution: St udent T(99)

Conput ed statistic: 0. 260854

Conput ed pval ue: 0. 794747

Confi dence interval: 359. 375376413939 .. 370.024623586061

(popul ati on nean)



Resul t: [ Accept ed]
There is no statistical evidence against the null hypothesis

hypothesistrue, confidenceintervat 359.375376413939 ..370.024623586061,
distribution= StudentT99), pvalue=0.79474657916201 $tatistic
=0.260854470491681

Altalunk szamolt 95%-os konfidencia intervallef359.375376412825, (2.2.3.10)
370.024623587175

> OneSampleTTegst betd@64,confidence= 0.99);
Altalunk szamolt 99%-o0s konfidencia intervallarkonf2
Standard T-Test on One Sanpl e
Nul I Hypot hesi s:
Sanpl e drawn from popul ation with nmean 364
Alt. Hypothesis:
Sanpl e drawn from popul ation with nmean not equal to 364

Sanpl e si ze: 100

Sanpl e nean: 364.7

Sanpl e standard dev.: 26. 8349

Distribution: St udent T(99)

Conput ed statistic: 0. 260854

Conput ed pval ue: 0. 794747

Confi dence interval: 357. 652070874505 .. 371.747929125495

(popul ati on nean)

Resul t: [ Accept ed]
There is no statistical evidence against the null hypothesis
hypothesis-true, confidenceintervat 357.652070874505 ..371.747929125495,

distribution= StudentT99), pvalue=0.79474657916201 $tatistic
=0.260854470491681

Altalunk szamolt 99%-os konfidencia intervallaf357.652070875248, (1.2.3.11)
371.74792912475p

Lathato, hogy az altalunk szamolt konfidencia vaiumok megegyeznek@neSampleTTest
neuvi egy-mintas T-teszt altal kapott konfidencia insglwmmal.

V 15.3. A széras konfidencia intervalluma normal eladas esetén

A 15.2.3.2 példa esetén szamoljuszaras konfidencia intervallumatay=0 .95 megbizhatosagi
szinthez!
A szamitast az alabbi tételre alapozzuk!

15.3.1. Tétel. Statisztika a variancia becslésére
HaX,, X,,..., X flggetlen normal eloszlasi valossagi valtozo, melyek varhato értéke és fa

o szorasa azonos, akkor a




yo (N 21 ) &
o
valosziriségi valtozéhi - négyzet eloszlés(n 1) szabadsagi fokkal, ahol
Z xl Xatlag
n—1
akorrigalt tapasztalati szérasnégyzet

Az n szabadsagi foku chi-négyzet eloszlffiseg fliggvénye
0 hax <0

=1 X_ €  ggyébként

(3

Mivel a chi-négyzet eloszlas nem szimmetrikus, ezdétel alapjan pmegbizhatosagi szinthez
meg kell hatarozunk olyas) ésc, értékeket, melyekre

P(Y< c1)=F(c1)=%:% lletve P(Y < 02)=F(02)=¥:1—%
teljesal!
lgy
_ _i4y 1oy
P(cl<Y<c2)—F(c2)—F(cl)— 5 T o =y=1—o.

A ¢, <Y <c, egyenbtlenséget visszatranszformaljuksavarianciara vonatkozo
egyenbtlenségre és igy az

n_1-82<62< n_1-82
G G

konfidencia intervallumot kapjukszérasnégyzet!

15.3.2. PELDA Konfidencia intervallum szorasra adatok alapjan

A kovetked tablazat 100 darab azonos B88di betonrad huzé prébajanak szakitasi

eredményeit mutatja.

[320, 380, 340, 410, 380, 340, 360, 350, 320, 370, 350, 340,38 370, 350, 380, 370,
300, 420, 370, 390, 390, 440, 330, 390, 330, 360, 400, 370,380) 360, 340, 340, 350,
350, 390, 380, 340, 400, 360, 350, 390, 400, 350, 360, 34Q,421) 420, 400, 350, 370,
330, 320, 390, 380, 400, 370, 390, 330, 360, 380, 350, 330,388 360, 360, 360, 390,
350, 370, 370, 350, 390, 370, 370, 340, 370, 400, 360, 350,388 360, 340, 330, 370,
340, 360, 390, 400, 370, 410, 360, 400, 340,360

Az adatok alapjan sezorasraadjunk 95%-0s megbizhatésaggal konfidencia intienvent!

Megoldas
Kezdjuk a szamitasokat az adatok megadasaval!

restart:
> beton:= [320, 380, 340, 410, 380, 340, 360, 350, 320, 370, 350, 3,30, 370, 350,

380, 370, 300, 420, 370, 390, 390, 440, 330, 390, 330, 360,37 320, 350, 360,
340, 340, 350, 350, 390, 380, 340, 400, 360, 350, 390, 400,38#N 340, 370, 420,
420, 400, 350, 370, 330, 320, 390, 380, 400, 370, 390, 330,3#N 350, 330, 360,



300, 360, 360, 360, 390, 350, 370, 370, 350, 390, 370, 370,341 400, 360, 350,
380, 380, 360, 340, 330, 370, 340, 360, 390, 400, 370, 410,488 340, 360:
> n:=nopg beton
> with( Statistic$ : atlag:= Mean( betom; variancia:= Variancd betomn;
sz6ras=/ variancia
n:=100
atlag:= 364.700000000000
variancia:=720.111111111111

szOoras= 26.8348860834383 (1.3.1)

Legyen a megbizhatdsagi szy0.95.
megbizhatosag= 0.95
megbizhatosag= 0.95 (1.3.2)

A cl és c2 szamitasa
X:= RandomVariabl¢ChiSquarén —1)) :

> cl::fsolve{ CDR Xt) = +— meg;'ZhatosaQtﬂo..looj;
2= fsolve( CDR Xt) = =T meg;'Zhatosa‘?t =100 ..130]
c1:=73.36108019
c2:=128.4219886 (1.3.3)

Szemléltessiik a szamitast!
Chi-négyzet eloszlagisiseg fuggvénye , =PDF(X u)
> suruseg=plot(PDF( X u),u=60..140 :
> kl:=plot(PDF( X u), u=60.cl, color=yellow filled =true) :
k2:= plot(PDF( X u), u=c2..140,color =yellow, filled = true) :
sz:= plotg textploi([[70, 0.0015, "0.025}; [ 132, 0.0015, "0.02531, font=["times",
"roman”, 12]) :
abral:= plotg display( [surusegkl, k2, sz, title
= Khi-négyzet eloszlagigiség fliggvénye és a megbizhatdsagiszint
abral

Chi-négyzet eloszlagisiség fliggvényg = 1

55058427065671303090519459503048861278601946



Khi-négyzet eloszlds siiriiség fiiggvénye és a megbizhatdsdgi szint
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A széras négyzet konfidencia intervallumanak végpontjai!
(n — 1) variancia (n — 1) variancia

> kIl = s k2=
cl c2
k1 :=971.782310393486
k2 :=555.130790117667 (1.3.4)

A szérasnégyzet konfidencia intervalluma!
konf variancia == [k2, kI |
konf variancia := [555.130790117667, 971.782310393486 ] (1.3.5)

Rajzoljuk fel a hisztogramhoz a két normal eloszlast, amelyek csak a szérasban kiilonboznek!
A, B :=min(beton), max(beton) :
HP := Histogram(beton, binwidth =10, range = A ..B, color = yellow) : HP
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> Yl:= RandomVariabIé'Normar(étlag, v k1 ) ) ;

Y2:= RandomVariabIé’Normar(étlag, v k2 ) ) :
> suruseg=plot([ PDF(Y1x), PDF(Y2x)],x=A..B, color = [red blue], thickness= 3) :
suruseg
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> plotg display]([HP, suruseg, title = Az adatok és a szo6rés konfidendcieete



Az adatok és a szoras konfidencia tiirése
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Az abra azt mutatja, hogy kulonkitz00 eleni mintak vételezése soran a hisztogramok
A Statistics csomagOneSampleChiSquareTestneui eljarasa az egymintas khi-négyzet tesztet
futtatja a minta szérasara.
> infolevel Statisticy:=1:
teszt= OneSampleChiSquareTest betsrdrasconfidences 0.95)
Chi - Square Test on One Sanpl e

Nul I Hypot hesi s:

Sanpl e drawn from popul ation with standard devi ati on equal to 26.8349
Al't. Hypothesis:

Sanpl e drawn from popul ation with standard devi ati on not equal to 26.8349

Sanpl e si ze: 100

Sanpl e standard dev. : 26. 8349

Distribution: Chi Squar e(99)

Conput ed statistic: 99

Conput ed pval ue: 0.962194

Confi dence interval : 23.5612136805739 .. 31.1734231484769

(popul ati on standard devi ati on)



Resul t: [ Accept ed]
There is no statistical evidence against the null hypothesis

teszt= hypothesis true, confidenceintervat 23.5612136805739..31.1734231484769(1.3.6)
distribution=ChiSquar¢99), pvalue=0.962193824816528tatistic= 99.

A szorasra kapott konfidencia intervallum megedyezienti intervallummal, mert mi a
variancara szamoltuk az intervallumot. Igy, ha reeggyokot vonunk a fenti értékedbakkor
megkapjuk a OneSampleChiSquareTest altal visszaaatfidencia intervallumot.

> konfidencia_intervallum_szérasra/ k2 ../ k1
konfidencia_intervallum_szorasra23.5612136809135..31.1734231420530 (1.3.7)

V 15.4. EIméleti ellendrs kérdések

(SWiRI Mit értink egy paramétgrmegbizhatosagu becsléséen?
Wi Hogyan szamoljuk ki egy n elénmormal eloszlasu minta atlaganak konfidencia
intervallumat adott szinten?
Hogyan valtozik az atlag konfidencia intervallurafrszélessége, ha noveljik a minta
elemszamat?
Hogyan valtozik az atlag konfidencia intervallurairszélessége, ha noveljik a
megbizhatosagi szintet?

Hogyan valtozik az atlag konfidencia intervallurakrszélessége, ha névekszik a
populacié szérasa?
(/NS Milyen eloszlast hasznalunk az atlag becslés@aékmert a szoras?
(W Milyen eloszlast hasznalunk az atlag becslés@aéhem ismert a sz0r4s?
IWiRE Hogyan szamolhatjuk ki a minta méretét, ha adottkag konfidencia intervallumanak
hossza és a sz6ras?
Milyen eloszlast hasznalunk a szoras becsléséatrezah eloszlasu populacié esetén?

V 15.5. Gyakorl6 feladatok

Ha a normél eloszlas=2 sz6rdsa ismert és a minta méretel00, akkor milyen széles a varhat6
erték 99%-os konfidencia intervalluma? Mekkora Egg mintan mérete, hogy a 99%-0s
konfidencia intervallum szélessége kisebb vagy eigylegyen, mint. =0.25?

15.5.2. feladat
Legyenek aX,, X,,... azonos eloszlasu fliggetlen véletlen valtozateretlenm varhato ertékkel

és ismeretle® szérassal. Mérések alapjanaz 100 elenli minta atlaga
X +X+.+ X0

mlOO: 100

95%-0s konfidencia intervallumat!

15.5.3. feladat

Legyenek a\V;, W,,... azonos eloszlasu fliggetlen valtokil0, o) normal eloszlastak ismeretlen

c szbrassal es legyeh=m+ W, aholmismeretlen konstans. Mérések alapjan aZ0 elenti

minta atlagan, , = 14.832 és szora§y, = 1.904. Hatarozzuk meg az m érték 95%-os konfidenci

intervallumat!

15.5.4. feladat

Legyenenel,, X,,... azonos eloszlasu fiiggetlen véletlen valtdt6R, o) normél eloszlastak

ismeretlers szorassal. Hatarozzuk meg azéras 95%-0s konfidencia intervalluméat, ha
Var,;,=4.413.

=10.083 és szorash,,= 0.568. Hatarozzuk meg a varhato érték



15.5.5. feladat

Meg kell becslInink egy vegyipari Uzemben napotitgdsan készitett kémiai anyag
mennyiségét. Ezént= 100 alkalommal régzitjik a napi anyag mennyiségelynek atlagara

X =870 (tonna) és standard széras&a20 (tonna) adddott.

(i) Adjuk meg a napi mennyis@gatlagara 95%-o0s konfidencia intervallumot!

(il) Adjuk meg a napi mennyisggatlagara 99%-os konfidencia intervallumot!

(i) Rajzoljuk fel az (i) és (ii) pontokban szanmattervallumokat és hasonlitsuk
0ssze!l

(iv) Készitsiink Monte Carlo-szimulaciot az adatbknderpretaljuk a konfidencia
intervallumok jelentését!

(v) Szamitsuk ki a minta méretét ahhoz, hogy a konfidencia intervallumijz (
pontban kapott hossz fele legyen!

(vi) Szamitsuk ki a minta méretét ahhoz, hogy a konfidencia intervallumidz (
pontban kapott hossz fele legyen!

15.5.6. feladat

Egy szoftver cég tanulmanyt készitett a haszngdtifanéretéél. Véletlenszeien kivalasztott

n =23 fajl alapjan az atlagos fajl méret 4822 (kbyte) és a standard sz0rgs 127 (kbyte) .
Hatarozzuk meg a fajl méretek atlagara 95%-osi#éentia intervallumot a mérések alapjan!
Melyik igaz melyik hamis az alabbi allitasok kézél¥alaszt indokoljuk!

(i) Ha a populacio szérasa novekszik és mas jeldmaltozatlanok maradnak, akkor az atlag
konferencia intervallumanak szélessége is ndvekszik

(i) Ha a minta mérete novekszik, akkor az atlagfkeencia intervallumanak szélessége is
novekszik.

15.5.7. felada

Legyen egy plderes dobozba télténtimennyiség normal eloszlagy = 100 [gramm] varhato
értekkel, melynek standard szérégas 1 [gramm].
Az Ures doboz Y tomege ugyancsak normal eloszléilen valtozqu, = 5 [gramm] varhato

értekkel, melynek szérasg, = 0.5 [gramm].

A tele dobozok Z = X+Y tdmegének ell@mése érdekében 20 elémintat vettek és mérés
alapjan a tomegek étlagﬂg{lag =106.5 [gram] adddott.

(a) Adjuk meg a 95%-0s megbizhatésagi szinthez tattondidencia intervallumot Z atlagara, ha
a szoras a fentiek szerint ismert!
(b) Vajon az atlagra kapott 95%-0s megbizhatésagtiskonfidencia intervallumba beleesik-e a

1, =105 [gram]?
15.5.8. felada

Az alabbi adatok fénycsovekikodési élettartamat mutatja az elromlasig években.
Miikodési élettartamok
M=[1.39,1.07,3.22,3.67,0.55,0.81,1.22,1.26,0.@8,,0.97,1.01,0.44,1.97,1.9,0.89,3.25,0.85,
1.04,0.43,1.33,0.82,2.04,1.02,0.53,0.13,2.06,2.96,1.5,3.05,0.42,1.17,1.72,2.68,0.56,2.13,
1.56,2.09,1.26,3.21,0.74,3.04,2.74,0.83,0.79,1.56,0.96,1.23] (években)

(a) Szamolja ki a ikddési élettartamo#tlagat, szérasat és terjedelmét

(b) Rajzolja fel a nikddési élettartamok gyakorisgsztogramjat a terjedelem 15 egyénlirészre
osztasaval, és annakarmal eloszlasak a §riiség figgvényét, melynek varhato értéke és
szorasa megegyezik az adatok atlagaval és stagriaré@saval'



(c) Vizsgélja meg, hogy a fktdési élettartamokiormal eloszlasuak-e=95%-0s
megbizhatdsagi szinten a terjedelem n =15 résztésmsmellett!

(d) Vajon az m=1.5 éves élettartam benne van-éag 85%-okonfidencia
intervallumaban?

(e) Az atlag értékre szimmetrikusan dsszesen L= 0/&o&gzusagu konfidencia intervallumot
szeretnénk kapni 95%-0s szinten. Minimalisan meféryc$ minta élettartamat sziikséges
ehhez megmeérni ? Ellérizzik a szamitast véletlen adatok generalasaval!

15.5.9. felada

Egy Uzem napi kén-oxid kibocsatasat mérték tonnabanérések az alabbiak.

Napi kén-oxid kibocsatas tonna-ban:

Kén:= [15.8, 26.4, 17.3,11.2, 23.9, 24.8, 18.7,13.9, 9.0, 13.7,228, 6.2, 14.7, 17.5, 26.1,
12.8, 28.6, 17.6, 23.7, 26.8, 22.7, 18.0, 20.5, 11.0, 26.%,19.4, 16.7, 10.7, 19.1, 15.2,
22.9, 26.6, 20.4, 21.4,19.2, 21.6, 16.9, 19.0, 18.5, 23.8,20.1, 16.2, 18.0, 7.7, 13.5,
23.5,14.5,14.4,29.6,19.4,17.0, 20.8, 24.3, 22.5, 246,,18.1, 8.3, 21.9, 12.3, 22.3,
13.3,11.8, 19.3, 20.0, 25.7, 31.8, 25.9, 10.5, 15.9, 2B3,17.9, 9.4, 24.1, 20.1, 28.5

(tonnaegységben

(a) Szamolja ki a kén-oxid kibocsatasatkagat, szérasat és terjedelmét

(b) Rajzolja fel a kén-oxid kibocsatasok gyakorikiggtogramjat a terjedelem 20 egyénlrészre

osztasaval, és annakarmal eloszlasak a §riiség figgvényét, melynek varhato értéke és

szorasa megegyezik az adatok atlagaval és stagriaré@saval'

(c) Vizsgaljuk meg, hogy a mért kén-oxid kibocsatasakmal eloszlasuak-e=95%-0s

megbizhatdsagi szinten a terjedelem n =20 résztészmsmellett!

(d) Vajon a tervezett m=15 tonna napi kén-oxid kibt&si&rték benne van-e az atlag 95%-os
konfidencia intervalluméaban?

(e) Az atlag értékre szimmetrikusan dsszesen L= 2iddmsszu konfidencia intervallumot
szeretnénk kapni 95%-o0s szinten. Ehhez minimalsgeary napon keresztul kell mérni a kén-oxid
kibocsatast? Ellgirizzik a szamitast véletlen adag@neralasaval!

Kilénb6a fajta sajtok kaldria mennyiségét mérték 1 uncla (R8.3495 g) témegre
vonatkoztatva. A mérések az alabbiak.

Kaldria mennyiségek

E:=[110, 45, 100, 95, 110,110, 100, 110, 95, 120,100, 80, 105, 105, 90, 110, 70, 125, 108]
(cal egységben)

(a) Szamolja ki a kaléria mennyiségatlagat, szorasat és terjedelmét

(b) Rajzolja fel a kaloria mennyiségek gyakoriségytogramjat a terjedelem 10 egyénlrészre
osztasaval, és annakarmal eloszlasak a §riiség fuggvényét, melynek varhato értéke és
szOradsa megegyezik az adatok atlagaval és staszianasavall

(c) Mutassuk meg, hogy a mért energia tartalmakmal eloszlasuak-e=95%-0s
megbizhatdsagi szinten a terjedelem n =10 résztésmsmellett!

(d) Vajon az m=100 cal energia értek benne van-g¢lag 85%-okonfidencia
intervallumaban?

(e) Az atlag értékre szimmetrikusan dsszesen L= 1hasszu konfidencia intervallumot
szeretnénk kapni 95%-0s szinten. Minimélisan mesajimintat sziikséges ehhez megmeérni ?
Ellenérizziik a szadmitast adatok generaladsaval!

15.5.11. felada

Kilbénboa fajta Gdit italok szénhidrat mennyiségét grammokban mértélnt2a (1 uncia kb.
28.3495 g) tomegre vonatkoztatva. A mérések abakb

Szénhidrat mennyiségek

SH:=[48, 37, 52, 40, 43, 46, 41, 38, 41, 45, 45,38,52, 45, 41] (gramm egységben)

(a) Szamolja ki a szénhidrat mennyiségdlgat, szorasat és terjedelmét



(b) Rajzolja fel a szénhidrat mennyiségek gyakortsédgtogramjat a terjedelem 8 egyénlrészre
osztasaval, és annakarmal eloszlasak a §riiség fliggvényét, melynek varhato6 értéke és
szOrdsa megegyezik az adatok atlagaval és staszianasavall

(c) Mutassuk meg, hogy a mért szénhidrat tartalmakmal eloszlasuak-e=95%-0s
megbizhatdsagi szinten a terjedelem n =8 résztassmellett!

(d) Vajon az m=40 gramm energia érték benne vanalag 95%-o&onfidencia
intervallumaban?

(e) Az atlag értékre szimmetrikusan dsszesen L= grdosszu konfidencia intervallumot
szeretnénk kapni 95%-0s szinten. Minimalisan mefiditital mintat sziikséges ehhez
megmeérni ? Elledrizzik a szamitast adatgkneralaaval!

Egy gép fém rudakat készit személyautdk felfliggsszendszeréhez. Véletlenggsm
kivalasztottak 15 elkeszitett rudat €s megmértékta ket mm-ben. A mérések az alabbiak.
Atmeéré ertekek

R:=[8.24, 8.25, 8.20, 8.23, 8.24, 8.21, 8.26, 8880, 8.25, 8.23, 8.23, 8.19, 8.28, 8.24] (mm
egységben)

(a) Szamolja ki az atmék atlagat, szorasat és terjedelmét

(b) Rajzolja fel az atmék gyakorisachisztogramjat a terjedelem 8 egyenlrészre osztasaval, és
annak anormal eloszlasak a §riiség fliggvényét, melynek varhato6 értéke és szoragegyezik
az adatok atlagaval és standard szorasaval!

(c) Mutassuk meg, hogy a mért atdiémormal eloszlastak-e=95%-0s megbizhatosagi szinten
a terjedelem n =8 részre osztasa mellett!

(d) Vajon az r=8.23 mm atm&benne van-e az atlag 95%lamfidencia intervallumaban?

(e) Az atlag értékre szimmetrikusan dsszesen L= GrBR hosszu konfidencia intervallumot
szeretnénk kapni 95%-0s szinten. Miniméalisan meningat sziilkséges ehhez megmeérni ?
Ellendrizzik a szamitast adatok generalaséaval!

() Az adatok hany szazaléka felel megamm < R < 8.25mmminéségi kovetelméenynek?

Egy tantargy vizsgaja soran a tanuldk altal eléritpzamokat mutatja az alabbi adatsor:
pontszamok:= [23,60,79,32,57,74,52,70,82,36, 881795,41,65,92,85,55,76,
52,10,64,75,78,25,80, 988141,71,83,54,64,72,88,62,74,43,
60, 78,89,76,84, 48,84,90/9,34,67,17,82,69,74,63,80,85,61]
(a) Szamolja ki a pontszamok atlagat, szorasat, lebkisés legnagyobb értéket, a terjedelmet, az
elss és harmadik kvartilist!
(b) Rajzolja fel az adatsor valtakozasat az atlaggalzéel§ és harmadik kvartilissel egyiitt!
(c) Rajzolja fel a pontszamok gyakorisag hisztogramjtgrjedelem n =15 egyénkészre
osztasaval!
(d) A leggyakrabban elért pontszam nagyobb vagy kisedtil, az atlagos pontszam?
(e) Rajzolja be a gyakorisag hisztogramba annak a @logloszlasnak aisiség fliggvényét,
melynek varhato értéke és szérasa egyezik az adtegjaval és szorasaval!
(f) Vajon a pontszamok normal eloszlast kévetnek @8%megbizhatésaggal, ha n =15 vagy n =
16 részre osztjuk a terjedelmet?
(g) Hatarozzunk meg a pontszamok atlag értékére 95pbegbizhatésaggal konfidencia
intervallumot! A tanar altal feltételezett 70 pani&ozepes) teljesitmény benne van- e ebben a
megbizhatdsagi intervallumban?
(h) Az atlag értékre szimmetrikusan L=4 sugaru inthumaot szeretnénk megkapni 95%-0s
konfidencia intervallumnak. Hany tanulé pontszamikséges ehhez? Ellnizzik a szamitast
adatok generalasaval!

A Quality Engineering folyoirat (Vol. 4. 1992. 48B5 pp.) szamaban adatokat k6zdltek egy
kémiai folyamatban keletkézanyag viszkozitasi ertékéir A minta a kovetke&
viszkozitas:=[13.30,14.3,14.9,15.2,15.8,14.2,46,1



14.50,16.1,13.7,15.2,13.7,16.9,14.9,14 .4,

15.30,13.1,15.2,15.9,15.1,14.9,13.6,13.7,

15.30,15.5,14.5,16.5,13.4,15.2,15.3,13.8,

14.30,12.6,15.3,14.8,14.1,14.4,14.3,15.6,

14.80,14.6,15.6,15.1,14.8,15.2,15.6,14.5,

15.20,14.3,15.8,17,14.3,14.6,16.1,12.8,

14.50,15.4,13.3,14.9,14.3,16.4,13.9,16.1,

14.60,15.2,14.1,14.8,16.4,14.2,15.2,16.6,

14.10,16.8,15.4,14,16.9,15.7,14.4,15.6]

(a) Szamolja ki a viszkozitasi értékek atlagat, szit;degkisebb- és legnagyobb értéket, a
terjedelmet, az efsés harmadik kvartilist!

(b) Rajzolja fel az adatsor valtakozasat az atlaggalzéel§ és harmadik kvartilissel egydtt!

(c) Rajzolja fel a viszkozitasi értékek gyakorisdgztogramjéat a terjedelem n =15 egyeniszre
osztasaval!

(d) A leggyakrabban mért viszkozitas érték nagyoblyuagebb, mint az atlagos viszkozits?
(e) Rajzolja be a gyakorisag hisztogramba annak a @logloszlasnak aisiség fuggvényet,
melynek varhato értéke és szérasa egyezik az adtsgjaval és szorasaval!

() Vajon a viszkozitasok normal eloszlast kévetngk9s megbizhatdsaggal, ha n =15 részre
osztjuk a terjedelmet?

(g)Hatarozzunk meg a viszkozitasok atlag értékére 85%egbizhatésaggal konfidencia
intervallumot! A feltételezett 15 viszkozitasi éctidenne van -e ebben a megbizhatésagi
intervallumban?

(h) Az atlag értékre szimmetrikusan L = 0. 2 sugatérvallumot szeretnénk kapni 95%-0s
konfidencia intervallumnak. Hany mérési adat szgkséehhez? Ellénizzik a szamitast adatok
generalasaval!

Az autégyartasban a felflggesztéshez hasznalttniéid@et automata gépsor gyartja.
Véletlenszelten n=15 elerth mintat vettek a gyartasbol és megmérték az dikeészazad
milliméter pontosan.

Az alabbi adatok a mérési eredmények milliméterben:

atmeérok:=[8.24 , 8.25, 8.20, 8.23, 8.24, 8.22688.26, 8.20, 8.25, 8.23, 8.23, 8.19, 8.28,18.24
(a) Szamoljuk ki az atmék atlagat és szorasat!

(b) Rajzoljuk fel az adatsor valtakozasat az aghegyutt!

(c) Rajzoljuk fel az atmék gyakorisag hisztogramjat!

(d) Rajzoljuk be a gyakorisag hisztogramba annaérenal eloszlasnak didiség fliggvényét,
melynek varhato értéke és szérasa egyezik az adtegjaval és szorasaval!

(e) Vajon a gyartas normal eloszlast kovet-e 95%negbizhatésadggal? Teszteljik a hipotézist !
(f) Adjunk meg az atlag 95%-0s konfidencia intehwadat!

(9) Megfelel-e az atmére au =8.21 [mm] ebirds a mért atlagra?

15.5.16. felada

30 darad 300-gramos kukoricapehelyben mérték aunatartalmat . Az adatok milligramban a
kovetkesk:

natrium:=[131.15, 130.69, 130.91, 129.54, 129.@8.17, 130.72,

128.33, 128.24, 129.65, 130.14, 129.29, 128.71,002929.39,

130.42, 129.53, 130.12, 129.78, 130.92, 131.15,683030.91,

129.54, 129.64, 128.77, 130.72, 128.33, 128.24,6629

(a) Szamoljuk ki a gabonapehely natrium tartalméaatédgat €s szérasat!

(b) Rajzoljuk fel az adatsor valtakozasat az athggyutt!

(c) Rajzoljuk fel a gabonapehely natrium tartalalagyakorisag hisztogramjat!

(d) Rajzoljuk be a gyakorisag hisztogramba annaérenal eloszlasnak didiség fliggvényét,
melynek varhato értéke és szérasa egyezik az adtsgjaval és szorasaval

(e) Vajon a natrium tartalom normal eloszlast kée®5%-0s megbizhatésaggal? Teszteljik a



hipotézist !
() Adjunk meg az atlag 95%-os konfidencia intelwailat!
(g) Megfelel-e a natrium tartalomrawa 130 [mgram] &liras a meért atlagra?

15.5.17. felada

A "Nuclear Engineering" folyoirat 1988. februariasa 33.oldalan szergptudomanyos cikkben
kozzétettek egy Norvégiabanmikdds atom reaktor néhanyith radjanak jellemégjét. Az alabbi
meérési értékek 12 rud dusulasanak szazalékos enekatjak

dus:92.94, 3.00, 2.90, 2.75, 3.00, 2.95, 2.90, 2.78522.82, 2.81, 3.05]

(a) Rajzoljuk fel a dusulasi szazalékok hisztogeahteltételezhetjik-e, hogy a dusulasi értékek
normal eloszlasuak 95%-o0s konfidencia szinten?

(b) Hatarozzunk meg a dusulas atlag értékére 95tmegbizhatésaggal konfidencia
intervallumot! A feltételezett 2.95%-0s dusulagé&rbenne van e ebben a megbizhatésagi
intervallumban?

(c) Az atlag érték L=0.05[%] sugaru kornyezetétrstreenk megkapni konfidencia
intervallumnak. Hany eletnlegyen a minta? Ellémizzik a szamitast adatok generalasaval!

15.5.18. felada

Egy bizonyos tipusu étkezési margarint vizsgakdiketlen zsirsavak szazalékos szintjének
megallapitasa érdekében. A 6 eteminta mérési adatai a kovetkéz

zsirsav=16.8, 17.2,17.4, 16.9, 16.5, 17.1
(a) Rajzoljuk fel a telitetlen zsirsavak szazalé&kihisztogramjat! Feltételezhetjuk-e, hogy a
kivett margarin minta telitetlen zsirsav értékaimal eloszlasuak 95%-os konfidencia szinten?
(b) Hatarozzunk meg a telitetlen zsirsav értékilgata 95%-o0s megbizhatésaggal konfidencia
intervallumot! Rairhatjak-e 95%-0s megbizhatoshggaargarinra, hogy telitetlen zsirsav értéke
16.8%-0s?
(c) Az atlag érték L=0.2[%] sugaru kornyezetét smmEnk megkapni konfidencia intervallumnak.
Hany elenti legyen a minta? Ellémizzik a szamitast adatok generalasaval!



