V 16. Hipotézis vizsgélat. Elé és masodfaju hibak. Egy mintas Z-teszt, két mintas
T-teszt.

Valosziriségszamitas és statisztika ) Keészilt a PTE PMMIK-n a
szamitdgép algebrai tamogatassal | TAMOP -4.1.2.A/1-11/1-2011-0098 tamogatasa

Klincsik Mihaly

V 16.1. Bevezetés

al

A hipotézis a statisztikdban egy oly@ftételezésamelynek igazsagat vagy hamissagat az adatok
birtokaban dontjik el. Az eldontéshez hasznalt $i&wineljarasteszhek hivjuk. A hipotézis soha
nem egyedul fordul 6] hanem parban. Azért, mert egy hamis hipotézi®egadnunk kell, hogy

mi a tagadasa az eredeti feltevésnek. A tagadastznékalternativ hipotézisek. A valosagban

a

hipotézisek és az alternativajuk nem feltétlenyheds tagadasai. Hasonléan ahhoz, mint amikor

azt allitjuk egy falrdl, hogy fehér sinés kiderdl réla, hogy nem az, akkor a tagadascsak a

fekete lehet. Hanem szurke, piros,... stb. Az dréjeotézis neve mindibl, és az alternativ vagy

tagadas hipotézis news.
Az el6z6 fejezetben konfidencia intervallumokat becsultadktok alapjan=1-a

megbizhatdsaggal. Példaul, ha a termelés soradkaintesziink ki, akkor a keresett paraméterek

atlagaval becslést tudunk adni a paraméterre. s#nt van egy 8irt kbvetelmény a

paraméterre, akkor azt egy minta alapjan teszteljagy az dlirt érték benne van-e a minta altal

kapott paraméter %+ o) megbizhatésagu becslési intervallumaban. Ha hik)esdkor
elfogadjuk &+, hipotézisto szignifikancia szinten, egyébkent elvetjuk. Ezébecslés és a

hipotézis vizsgalat szorosan 0sszefliggenek. Tetfedztelést el lehet végezni a megfelel

konfidencia intervallum kiszamitasaval. Vagy ledeti.n. p-érték alapjan, amely a szignikancia

szint olyan kritikus értéke, amely meg tamogatraub-hipotézist. Ugyanis B, hipotézist

elfogadjuka szignifikancia szinten, ha az< p — értékés visszautasitjuk, lna> p — érték
teljesdl.

Egy teszt eldontésével kapcsolatban kétféle hibaethetlink. Vagy visszautasitunk valéjaban

igaz hipotézist, és ekkor él§&ju hibat kévetlink el. Vagy elfogadunk valdjaltemis hipotézist

és ekkor masodfaju hibat kévetiink el. Az egyeskibartékéw-val illetve -val jeldljuk.
Tehat a teszteknél megadetszignifikancia szint az elfaju hiba. A masodfaju hiba becslése
bonyolultabb és azt vagy az OC-gorbdikadési jelleg gorbe) vagy azégiiggvény
felrajzolasaval lehet szemléltetni.

Példat mutatunk az illesztés jésaganak tesztjémelyden az adatok eloszlasat tudjuk tesztelni
adott paraméterrel. Megmutatjuk a teszt szamitasetgeés a végeredmenyt 6sszehasonlitjuk a

beépitett eljaras eredmeényével

Célunk az alabbi fogalmak, 6sszefiiggések és eljarasok megismerése,

megértése

Hipotézis és alternativ hipotézis fogalma,Egy mintas Z-teszt a varhaté értékre

megadasa
A hipotézis tesztelése Dkodési jelleg gorbe (OC-gorbe) 6efiiggvény
Egyszeti és Osszetett hipotézisek Teszt és a bcslés kagsola

A teszt kritikus vagy visszautasitasi Két mintate$zt a varhato értékek



tartomanya egyetitégére

Els6 és masodfaju hibak és a lllesztés josaganak tesztje az eloszlas tesztelg¢ser
szignifikancia szint.

A Statistics csomag eljarasainak hasznalata:
p-erték vagy kritikus szignifikancia szint OneSampleZTestwoSampleTTest
ChiSquareGoodnessOfFitTest

V 16.2. A statisztikai hipotézisekél, tesztelésekél és a hibakrdl altalaban

16.2.1. DEFINICIO. STATISZTIKAI HIPOTEZIS
Egy populacio paraméterére vagy paramétereire konaéllitast, statisztikai hipotézisnek
nevezink.

16.2.2. PELDA
Tekintsuink egy normal eloszlasu populaciot, melywadkato ertéke ismeretl@rerték.
Hipotézisekre példat adnak az alabbi allitasok:

* ukisebb, mint 1.

vagy
° ““: 1

16.2.3. DEFINICIO. Hipotézis tesztelése

() mintavételezés alapjan teszteljik a hipotézist

(i) ki kell dolgozni egy eljarast, amellyel a maviétel értékei alapjan a hipotézis eldonihet
igy vagy elfogadjuk a hipotézist vagy visszautakitj

Tekintslink példaul egy olyan populaciot, melynadksgas fliggvenyg,(x) és ez tartalmazza az

‘a’ ismeretlen paramétert!
JeldljeH, az a' paraméterre vonatkozo hipotéezist, amelyet "nigibtézisnek" nevezink.

Célunk aH, hipotézis tesztelése.

16.2.4. DEFINICIO. Egyszefi / Osszetett hipotézis

A hipotézistegyszefinek nevezzik, ha teljestlése esetén a populacgalésat teljesen
meghatérozza.

Ha a hipotézis nem hatarozza meg egyéfiehma populacié eloszlasat, akksszetett
hipotézisnek nevezzik.

16.2.5. PELDA.

Hy w=1 hipotézis egyszér mert au parametert egyértelien megadja

Hy u < 1 hipotézis 0sszetett, meni@aramétert nem adja meg egyértigdm csak egy fels
korlatot ad ra.

16.2.6. DEFINICIO (ALTERNATIV HIPOTEZIS)
A H, hipotézissel szembeallitott allitabtalternativ hipotézisnek nevezzik.




16.2.7. PELDA
Legyen Fu(x) normal eloszlas eloszlasfiuggvenysmeretlen varhato értekkel és ismert

szorassal.
*Hyu=1 <—>H;u=2

Hypu=1 <—>H1l<pu
Hypu=1 <-———>H;;u<1

Hyp=1 <—>Hu=#1

Legyen adott &, hipotézis, és legyex,, X,, ... X, egy n elemi minta az adott populaciobol.
El kell dontenunk az adott n elémminta alapjan, hogy Id, hipotézist elfogadjuk-e vagy
visszautasitjuk!

16.2.8. DEFINICIO. KRITIKUS TARTOMANY
Az n-dimenzids tér egy C tartomankditikus vagyvisszautasitasi tartomanpak nevezzik,
ha

* a Hy hipotézist elfogadjuk, amennyibex,(X,..., X)) nem eleme C-nek;

* a H, hipotézist visszautasitjuk, amennyib¥p K,,..., X)) eleme C-nek.

Milyen kritérium alapjan hatarozzuk meg a C krigkiartomanyt? A valasz azon mulik, hogy
(1) a populacio milyeeloszlas;

(2) az eloszlas melyaraméterét becsuljuk;

(3) a Hy hipotézidben mit allitunk a paramététy

(4) milyenH, alternativ hipotezig allitottunk aH, hipotézissel szemben;

(5) milyenszignifikancia szinen kell a hipotézist eldénteni.

16.2.9. PELDA.
n
1.96 iz'lxi "
A C={(X, X, X) \/_ < . 1| } kritikus tartomany megfelel a normal
n

eloszlasu sokasady ;=1 atlagra vonatkozo hipotéezis eldontéséhez, rael; -y + 1 az
alternativ hipotézis és a szignifikancia szin0.05 . Mindez leolvashato a teszt statisztikabd

A hipotézis eldontése soran mintat vesziink a papmbal. A minta minden alkalommal mas és

mas egyedeld all.

Ezért ebfordulhat, hogy a populacié egészénd dipotézis igaz, de a véletlen folytan olyan
egyedeket valasztottunk ki, amelyek alapjan a Biist vissza kell utasitani.

Masrészt effordulhat, hogy &, allitas a teljes populaciora nem igaz. Mégis difegadnunk a
minta alapjan a hipotézist, mert a kivett mintared& olyanok. Mindezek a hibak elkerulblet
lennének, ha az egész populaciét atvizsgalnamemdgsak egy kis része alapjan dontenénk.
hipotézis vizsgalat felvallalja a hianyos inform@cbirtokaban tortéhvaldsziriségi dontést.

16.2.10. DEFINICIO. A HIPOTEZIS ELDONTESEVEL KAPCSO LATOS HIBAK

A



A H, hipoteézis tesztelése soran ketféle hibat kovettketil
elssfaju hiba: amikor a minta alapjan visszautasitjuk ahipotézist, pedig valojabad
igaz.
masodfaju hiba amikor a minta alapjan elfogadjukig hipotezist, pedig valojabaiy
hamis.

16.2.11. DEFINICIO.
A hiba szintekaz alabbi feltételes valos#gegekkel hatarozhatok meg

P( el$faju hiba) = P ( visszautasitjitkt | Hyigaz ) =o
P( masodfaju hiba) = P ( elfogadjtk-t | Hy hamis ) 3
A P( el$ifaju hiba) =o -ra gy is hivatkozunk, mirszignifikancia szintre!

V 16.3. Teszt normal eloszlas varhato értékére, hasadras ismert. Egy mintas Z-
teszt.
Legyen egy normal eloszlasu populaeigarhato értéke ismeretlen @szorasa ismert.
JeloljonX,, X,,..., X egy n elerh mintat!
Viszgaljuk a
Hy - u=40 null hipotézist es legyen az ellentetd,ap + 10 alternativ hipotézis.

n

2%

i=1

A n pontbecslése A statisztika.

Adott o szignifikancia szint mellett keressiik a C vissaaiiési tartomanyt agy, hogy
P((xétlag S C) | Ho igaz) =

16.3.1. Tetel.
HaH, igaz, akkoiXsy,q~N [“o' % ] eloszlasu.

, Xétlag_uo e, , , ,
Ezért az2r= —— valoszirtiségi valtozo eloszlasa N(0,1) standard normal.

o

Jn

Keressik meg azta értéket, merrP(z <Y ) = o teljestl. EKkkor a C visszautasitasi
2

N R

tartomany

,a—u
C={0X %) 2, < % }
2 ﬁ

Tehato szignifikancia szinten i, hipotézist



Z O
o

2

» visszautasitjuk, hg Xy, — 10| > teljesul;

Z O

N

- elfogadjuk, ha| Xy, — 10| < teljesul;

16.3.2. PELDA

Egy adatatviteli ponton egyértéket tovabbitanak, mikdzben a §@ldalon véletlen zaj W ~ ||
(0,2) eloszlassal adodik az Gizenethez.

Ugyanazt aw értéket 5-szor egymas utdn megismétlik és & aéal vett értekek atlagara 9.5
értek adodott, Teszteljik azt a hipotézist, hidgy u =8 értéket kildték-ey = 0.05 ésx = 0.1
szignifikancia szintek mellett!

“—

Megoldas
Vegytuk fel az adatokat valtozékba!
restart: with( Statistics :
> (0, n, atlag szoras=8, 5, 9.5, 2
1O, n, atlag szoras=8, 5, 9.5, 2 (1.3.1)

Legyen a szignifikancia szint, vagyis azéefiaju hibao =0.05.
o :=0.05
o :=0.05 (1.3.2)

Hatarozzuk meg  értékét az N(0,1) eloszlast hasznalva!
2

> z:='7:e:=CDF(Normal0,1),z) =1—
> fsolve e {z}); assign % :

o
2

N |_95::eva|f(msj
n
ST 1 B
= 42 erf(z zﬁj = 0.9750000000

{z=1.959963985p
L95:= 1.753045081 (1.3.3)

Vajon a méresi atlag benne van -e a feltételea@tt 8 varhato érték L95 sugaru kdrnyezeteben?
|atlag — 10| < L95
1.5000000000< 1.7530450810 (1.3.4)

Mivel az egyeritlenség igaz, ezértHy, : L= 8 hipotézist 10q 1 o) % = 95%-0s
megbizhatosagi szintatfogadjuk!

Ugyanezt kapjuk a Statistics csonfaigeSampleZTeskljarasaval is, de az eljarasnak a minta
elemeket meg kell adni! Ezért generaltunk adatokatyek atlaga 9.5! A sz6rds most nem
érdekes, mert nem a minta adataibél becslili amasljanem meg kell adni input adatként!
minta:=[10.2, 9.8, 8.7, 9.3, 95



> Az adatok atlaga ¥ean( mintg;
> OneSampleZTgst mintd, 2,confidence= 0.95)
minta:=[10.2,9.8,8.7,9.3,956

Az adatok atlaga 9.50000000000000
hypothesistrue, confidenceintervat 7.74695491845523 ..11.2530450815448, (1.3.5)
distribution=Normal(0, 1), pvalue=0.093532512762447%tatistic
=1.67705098274968

A kapott konfidencia intervallum ugyanaz, mint amitszamoltunk a normal eloszlas alapjan!
> konfidencia_intervallunx atlag- L95..4tlag + L95
konfidencia_intervallumx 7.7469549190..11.2530450800 (1.3.6)

Vizsgaljuk most az. = 0.1 szignifikancia szinthez tartozo tesztet!
> o= 0.1;
o:=0.1 (2.3.7)

> z:='7Z:e:=CDF(Normal0, 1),z =1 — %;

> fsolve e {z}); assign %
e:= % + % erf(% zﬁ) = 0.9500000000
{z=1.6448536279 (1.3.8)
> L90:= evalf( zszoéragsqrt(n));
L90:=1.471201809 (1.3.9)
> abgatlag-mu0 < L90

1.5000000000< 1.4712018090 (2.3.10)

> OneSampleZTegst mint&, 2,confidence= .9);
hypothesis-false confidenceintervat 8.02879819051007..10.9712018094899, (1.3.11)
distribution=Normal(0, 1), pvalue=0.093532512762447%tatistic

=1.67705098274968

> konfidencia_intervallunx atlag- L90..atlag+ L90
konfidencia_intervallurs 8.0287981910..10.9712018100 (1.3.12)

Tehatelvetjik aH, hipotézist azx = 0.1 szignifikancia szinten.

V 16.4. A teszt és a becslés kapcsolata
A paraméterek becslése fejezetben igazoltuk a kégetllitast.
16.4.1. ALLITAS

Egy normdl eloszlagl varhato értékére az alatainfidencia intervallum adhat6
100 ( 1— o) % szinten, ha & szo6ras ismert




Xé\tlag \/—

ahol Xstiag = & megfigyelt minta atlaga.

A fenti kijelentéssel ekvivalens az alabbi.

16.4.2. ALLITAS

o et o o
AZ Xstiag~N [u, _nJ valésziriiségi valtozora teljesul az

Z O Z O
& &
2 2 5
P Xéltlag - \/F S H S Xétlag + \/F =1-— o

n

2%

egyenbség, aho)(étlag: az atlag valGszirségi valtozo.

A mostani hipotézis tesztelési terminologiaval agtéeHképpen hangzik.

16.4.3. ALLITAS
Vizsgalva aH; =40 hipotézist és ennét;: u # 0 alternativ hipotézisét szignifikancia
szinten, ekkor

Zoc c zZ o

Xatlag \/2—

* H, -t elfogadjuka szignifikancia szinten, h Xstlag ~

\/_

* H, -t visszautasitjuk szignifikancia szinten, ha0 nem esik az (

Z,0 z, o
2 2 .

Xatlag — + Xatiag T —— ) intervallumba
v n VN

A fenti H, hipotézis tesztelésa kovetke4 szamitasokat tartalmazza:
1. Szamitsuk ki a

_ ‘/F ‘xétlag o M)‘

(¢

teszt statisztika értékét!

2. Hatérozzuk meg a kovetkep valoszitiséget

P(v<|4) = p-érték
az ugy nevezefr-erteket.
Ezek alapjan B, hipotézis tesztelése a kovetékeppen megy

 visszautasitjuk,—t, ha p —eértek< o teljesul;

« elfogadjukH, —t, ha p — érték> o teljesul;




16.4.4. DEFINICIO
Az igy kapott p-értéket leritikus szignifikancia szintnek nevezzik.

Ezek alapjan a 2. pontban targyalt példa teszteldgwetke#képpen nikodik.
> restart: with( Statistic$ :
> 10, n, atlag sz6ras=38, 5, 9.5, 2
L0, n, atlag szoras=8, 5, 9.5, 2 (1.4.1)
(a) Kiszamoljuk & statisztikat!

A/ n [atlag— 0], _ /n |atlag— 0]

; v_statisztika= evalf( rhg %)

szOras szOras
Vn |atlag— 0] _ 0.750000000Q'5
szoras
v_statisztika= 1.677050983 (1.4.2)

(b) Az N(0,1) eloszlasfuggvénybkiszamoljuk gp-kritikus szignifikancia szintet!
Z:= RandomVariable Norma0, 1))
> p_érték=1— (CDF(Z v_statisztika — CDF(Z -v_statisztika)
Z= R
p_értek=0.0935325127135034 (1.4.3)

(b1) A H,:u=38 hipotézist elfogadjuk, ha azszignifikancia szintre teljesul az< 0.0935

egyenbtlenség
(b2) A H,:u=8 hipoteézist visszautasitjuk, ha@szzignifikancia szintre teljesul az> 0.0935

egyenbtlenség.
igy azo. =0.05 szignifikancia szinten a hipotézist elfggagdmerto= 0.05 < 0.0935.
De azo =0.1 szignifikancia szinten nem fogadjuk el a idzast, mertx=0.1 > 0.0935.

Ezeket kapjuk meg @tatisticscsomagOneSampleZTeskljarasa segitségével, annyi
kulénbséggel, hogy a mintanak rendelkezésre Keil &l
minta:=[10.2,9.8,8.7,9.3,95

> OneSampleZTgst mintd, 2,confidences 0.95)

minta:=[10.2, 9.8, 8.7,9.3,95
hypothesis-true, confidenceintervat 7.74695491845523 ..11.2530450815448, (1.4.4)
distribution=Normal(0, 1), pvalue=0.093532512762447%tatistic
=1.67705098274968

V 16.5. A teszt masodfaju hibaja, a rikodési jelleg gorbe (OC-gorbe) és az &r
fliggveny.
A masodfaju hiba annak valosigege, hogy a minta alapjan elfogadjukighipotézist, pedig a
populacio egészére nem igaz. jra, aHg hipotézis és ez nem igaz, akkqr warhatd erték nem
egyend apl, értékkel.

16.5.1. DEFINICIO. A masodfaju hiba, mint feltételes valosziiség.
B(w) = P( méasodfaja hiba) =



= P( aH;t elfogadjuk | valéjabaH, hamis ) =
= P( aHyt elfogadjuk | az igazi varhato értéki=~ 10 )

HaH, hamis, akkoK;,,~N (u, % ] , aholu az igazi varhato erték, amely nem egyjeaH,

hipotézisben szereggl, varhaté értekkel.

16.5.2. DEFINICIO. OC- gorbe
A teszt masodfaju hibajanak

X,
p(w) =p[ Ften=l <, ) ~ocy
wo

valtozaséat a valddi varhaté érték valtozasanak fliggvényében a tegktdesi jelleg
gorbéjénekvagyOC (Operating Characteristicgérbéjénekis nevezzik.

16.5.3. DEFINICIO. ERO- fiiggvény
Az (1-OC(u)) fuggvenyt, azaz az

Eré(n) = 1—B(n) = P( aHyt visszautasitjuk H, hamis )
flggvényt a tesaré fuggvényének nevezzik.

Az er6 fuggvény szemlélteti a teszt erejét a visszadtsisérén. Ugyanis azéefliggvény a teszt
egy j6 dontését méri. Ahol kicsi az értéke, ottynadkockazat, ahol nagy azdiiggveny értéke
ott j6l dontlnk!

Szemléltetjuk az OC-gorbét és a# &iggvényt egy példan keresztuil.

16.5.4. PELDA.
Legyen a normal eloszlasu populacio feltételezathato érteke, =20 észorasa- 2 .

Vegyunk egyn = 16 elenti mintéat!

Teszteljuk a

Ho =1,

hipotézisin=0.05 szignifikancia szinten és szamoljuk ki a noajol hibatu = 21 igazi varhato
erték mellett és hasonlitsuk 6ssze a# &gl hibaval!

Megoldas
> restart: with( Statistics :
szorasn, muQ g := 2, 16, 20, 0.95;
alpha:= 1-g;
szorasn, 10, g := 2, 16, 20, 0.95

o:=0.05 (1.5.1)

Eddig az el§ faju hibat tartottuk a megadett= 0.05 szinten szamitasainkkal.
A becsléshez a standard N(0,1) normal eloszlagnatsk! Meghataroztuk , -érteket!

N

> Z:= RandomVariable Normé&0, 1) );



> e:=CDF(Z,z)=1—%;

> fsolve(e, {z}); assign(%) :
Z= R

oL
2

+ % erf(% 7 ) ~0.9750000000

{z=1.9599639850} (1.5.2)

Abréazoljuk a normal eloszlas stirtiség fiiggvényét és az elsé faju hiba szinthez tartozo6
tartomanyokat szimmetrikusan 0-ra!
> surusegZ = plot(PDF(Z,u),u=-4.4) :

festl = plot(PDF(Z, u), u=-4..-z color =yellow, filled = true) :

fest2 = plot(PDF(Z, u), u=z..4, color =yellow, filled = true) :

rajzl = plots[display]( [ surusegZ, festl, fest2]) : rajzl,

0.3
0.2

0.1

Az eddigi vizsgalatok alapjan az X, konfidencia intervalluméanak sugaray=0.95 szinten a

tlag
kovetkez6!

Z SZ0rds

> L=
n

L :=0.9799819925 (1.5.3)

fgy kapjuk a konfidencia intervallum ¢, also ¢s ¢, felsd hatdrait szimmetrikusan a i, érték koriil,

melyek a kdvetkezok!
> ¢l '=mu0-L;c2 == mul+ L;
¢l :=19.02001801

¢2:=20.97998199 (1.54)

A most definidlandd Y| valosziniiségi valtozé az X, valdszinliségi valtozot hivatott

dtlag
reprezentalni, olyan X|, X,...., X, minta esetén, melyek kozos varhato értéke



H, = 20.

> Y1 := Random Variable[Normal[“O’ Sszoras J ]
n
YI:= RO (1.5.5)

Ha a mintabdl kapott érték a sarga tartoméanyba esik, akkor a H, hipotézist elvetjiik 95%-os

megbizhatdsaggal!

> surusegYl = plot(PDF (Y1, u), u=18.22) :
fest3 = plot(PDF (Y1, u), u=18..cl, color =yellow, filled = true) :
fest4 == plot(PDF (Y1, u), u=c2.22, color =yellow, filled = true) :
rajz2 = plots|display]( [ surusegYl, fest3, fest4]) : rajz2;

0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
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21. Ezért egy masik X normal eloszlast kell definidlnunk. melynek varhato értéke nem 20. hanem

21. Szoéréasa azonban megegyezik az el6zéekben adott szérassal!

> n:=21
> Y2 := Random Variable[NormaZ[p, szoras j ]
n
n=21
Y2:= RI (1.5.6)

A B(21) masodfaju hibat az X, véltozo eloszlas fiiggvényébol a

B(u) =



X —
P —| 2 MO| <z,

= P(X, beleesik az elfogadasi intervallumba | a H, hipotézis nem
c

— 2
Jn
igaz )
képlet alapjan tudjuk kiszadmolni!
> beta?l := CDF(Y2,c2)-CDF (Y2, cl);
P21 :=0.483994724213343 (1.5.7)

A masodfaju hiba 0.48, ami megddbbent6en nagy!! Ez az X2 normal eloszlas stiriiség fiiggvénye
alatti teriilet a [c,, ¢,] konfidencia intervallumon! Abrazoljuk a masodfaju hibat is gorbe alatti

tertlettel!

> surusegY?2 = plot(PDF(Y2, u), u=18.24) :
fest5 == plot(PDF (Y2, u), u=cl ..c2, color = blue, filled = true) :
rajz3 = plots|display]( [ surusegY?2, fest3]) : rajz3,
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Tegyiik egybe a két féle hibat mutato abrat! Mig a sarga kicsi, addig a kék teriilet nagy!
> plots[display]([rajz2, rajz3]);
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Kezeljiik a feladatot paraméteresen, ekkor kapjuk az OC -gorbét a i paraméter valtoztatasaval!

> w:="u": Y2 := RandomVariable| Normal| p, Szords. :
Jn

> B:=CDF(Y2,¢2) —CDF(Y2,¢l)
Y2:= R2

:= -0.5000000000 erf( -29.67017506 + 1.414213562 ) + 0.5000000000 erf( (1.5.8)
-26.89836742 + 1.414213562 p)

> OC := plot(beta, mu=17..23, title
= "Kétoldalu teszt jelleggorbéje vagyis az Operating Characteristic (OC)-gorbe") : OC;



Kétoldalu teszt jelleggdrbéje vagyis az Operatitgu@cteristic (OC)-
gorbe
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Az OC-gbrbe maximumatig= 20 helyen veszi fel, ahol értéfe=1 — o= 0.95.
> 'betalmu0 =evalf( evalbeta, mu=mu0) ); % + alpha;
B(20) =0.9499999992
-0.5000000000 eff-29.67017506+ 1.4142135621) (20) + 0.5000000000 e(f (1.5.9)

-26.89836742+ 1.4142135621) (20) + 0.05 =0.9999999992

Rajzoljuk be (kékkel) az ébbiekben szdmolt masodfaju hibata21 feltételezés mellett az
abréba és az €lfaju hibat (feketével) szaggatottan!
> vonal:= plot([[[21, 0], [21,beta2]], [[20, 1-alphd, [20, 1]]], linestyle= 3, color

= [blue black], thickness= 3) : plotg[ display([OC, vonal]);



Kétoldalu teszt jelleggdrbéje vagyis az Operatitgu@cteristic (OC)-

gorbe
l,
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Az er6 figgvény abraja eldbegyszetien ugy addodik, hogy kivonjuk 188 Ennek minimuma
van au =20 helyen. Vagyis itt a leggyengébb a mddszer dfagohiba tekintetében!
> plot(1 — beta, mu =17 ..23jtle ="A kétoldall teszt érfliggvénye’;

A kétoldall teszt er6 fliggvénye
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Amennyiben az alternativ hipotézisia i) < u egy oldall becslés, akkor ennek OC-gorbéje a

kovetke®d alaku.
> OC:= CDF(Y2c2);



plot(OC mu =18 ..23fitle
="Egyoldalu teszt itkddési jelleggdrbéje vagy Operating Charactergbidéje”;

OC:= 0.5000000006- 0.5000000000 eff-29.67017506+ 1.4142135621)

Egyoldalu teszt miikddési jelleggorbéje vagy Operating Characteristic gorbéje
1,
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> plot(1 — OC mu = 18..23title ="Egyoldalu teszt érfliggvénye?;

Egyoldalu teszt er6 flggvénye
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V 16.5. Fitk és lanyok sziiletési aranyanak tesztje.ig2krét eset kozelitése normal
eloszlassal.



A kovetked hipotézis és tesztje latszolag a diszkrét eloslldzol, mégsem tudunk elszakadni a
normal eloszlastol.

16.5.1. PELDA. Egy oldalu teszt
Vizsgaljuk a lanyok és fitk szlletési aranyanaktiésaz egy gyermekes szilletések esetébgn.
Jeldlje p a fidk sziletési aranyat és legyen

1
Hy:p= o
a hipotézisink, vagyis a fiuk és lanyok egyesnlanyban sziletnek.
Grazban (Ausztria) egy adott periddus alatt megfigk, hogy n=3000 egy gyermekes szll§sek
esetén a fiuk szanfig 1578 volt.
lgaz -e a hipotézis az adatokses 0.01 szignifikancia szinten?

Mivel a fidk szama nagyobb, milﬁ%) =1500, ezért az alternativ hipotézisnek célszer

1
Hl.E <p

kijelentest valasztani. Ugyanis, ha elvetjid ghipotézist, akkor azt kell helyette elfogadni,

hogy a fiuk sztletési aranya nagyobb, mﬁﬂt

MEGOLDAS
Jeldlje X a filk szamat a 3000 szlletdsialojaban X ~ Binomial(n,p) eloszlasu, ahol n=G00

ésp = % Megmutatjuk, hogy ez a binomidlis eloszlas vdldfanem kilénbozik az

N ( n-p,vnp-(1L—p) ) normal eloszlastdl, mivel értéke nagy.
> restart: with( Statistic$ :
> n,f, p, o := 3000, 1578,;, 0.01
n, f, p, oo := 3000, 1578,%, 0.01 (1.6.1)
Rajzoljuk fel a binomialis eloszlast!
> X:= RandomVariable Binomial,mp)) :
> fX:=unapply ProbabilityFunction X), k) : 'fX'(x) =fX(k)
> surusegX= plot( fX(floor(k)), k=1410..1590color =red title = "Binomialis eloszlas)':
surusegXx

0 k<O

X (x) = 1 ]k[ 1 ] otherwise

binomial 3000K) [



Binomiélis eloszlés
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Adjuk meg azt a normal eloszlast, melynek varhatéké és szorasa megegyezik a binomialis
eloszlaséval!

> atlag:= n-p; széras= evalf(sqrt(n-p-(1-p)));
atlag:= 1500
szbras= 27.38612788 (1.6.2)

> Y:=RandomVariable Normal atlagzoras)
> fY:=unapply PDK Yu), u)
> surusegY.= plot( fY( u), u=1420..1580¢olor =blug thickness 3, title
=Normal eloszlasigiség fliggvénye
surusegY
Y:= RO

-0.0006666666666u — 15002
R 0.0182574185§ 2 e

Jr

fY:=u




Normal eloszlés siiriiség fuggvénye
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Tegyuk egybe a két abrat!
> plotg display([surusegXsuruseg, title
="A binomialis eloszlas és a normal eloszlas elsfriggvenyey;



A binomiélis €eloszlas és a normél eloszlés el oszlasfliggvénye

0.014

0.012]

0.0104

0.008;

0.006

0.004

0.002]

1420 1440 1460 1480 1500 1520 1540 1560 1580
k

Mivel az ellen hipotézisiink egy oldalu, ezért amél eloszlas eloszlasfiiggvényéhez olyan u
kritikus értéket kell keresniink, melyre a

P(X> u| Ho) =0=0.01
feltétel teljesil! Ez az edsfaju hibal
> plot([ CDF(Y, u), 1-alphd, u=1420..1600¢olor = [red green));
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Felirjuk az egyenletet és megkeressik a kdzelégoldasat az abran lathato intervallumon!
> u:='u"e:= CDF(Y,u) =1—alpha
> u := fsolved €u'=1560..1570;

1

= + % erf(0.01825741858u — 1500) /2 ) =0.99

U := 1563.709660 (1.6.3)

Osszehasonlitjuk a kapett1563.7értéket a megfigyelt f =1578 fil sziletési szammal
> u<f
1563.7096600006< 1578 (1.6.4)

Mivel akritikus u=1563.7 értéknel nagyobb a fiuk f =15mM@rt szlletési szama, ezentg
p= % hipotézistn =0.01 szignifikancia szinten elvetjik és igy aemiativ hipotézis

H,: % <p
lép életbe!
> fest:= plot( fX(floor(k)), k=u..1590,color =yellow, filled =true) :
vonal:= plot([[ f,-0.001], [ f, 0.004]], linestyle=3) :
plotg display( [ surusegXfest vonall, title
="A mért érték a visszautasitasi intervallumba'8sik



A mért érték a visszautasitasi intervallumba esik
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Tehat 95%-0s megbizhatosaggal a filk sziiletési ardnya nagyobb, mint 5
V 16.6. Két normal eloszlas varhato értékének osszehasonlité tesztje. Kétmintas
T-teszt.
Két adatsor esetén felmertil a kérdés, hogy vajon ugyanabbdl a populaciobol valok -e az adatok!
Nem sziikséges ismerni a populacio varhato értékének mértékét, még magat az eloszlast sem!
Feltessziik viszont, hogy a szorasok azonosak.

A Maple Statistics csomagban levé TwoSampleTTest eljarasat hasznaljuk, amely eldonti a
Hy E(X)=E(Y)

null hipotézist, a
H: E(X) +E(Y)

alternativ hipotézissel szemben.

16.6.1. PELDA. Két mintss T-teszt
Vizsgéljuk az

X=1[105,108, 86, 103, 103, 107, 124, 105] és Y= 89, 92, 84, 97, 103, 107, 111, 97]
adatsorokra, hogy azonos-e a varhato értékiik y=95%-o0s megbizhatdsagi szinten?

Megoldas

> restart :

> X:=[105,108, 86,103, 103, 107, 124, 105] :

> Y:=1[89,92,84,97,103, 107, 111,977 :

Az adatszamok egyeznek, de nem feltétleniil kell egyenldknek lenni!
> with(Statistics) :



> nl:=Counf X); n2:=Count V)
nl:=8
n2:=8
Az atlagok "jelenisen” kilonbdznek!
> atlagl:= Mean( X);
atlag2:= Mean( VY);
kilonbség atlag2- atlagy;

atlag1:=105.125000000000
atlag2:=97.5000000000000
kilonbseg -7.62500000000000

A szorasok eltérése ugy szintén jedesht
> V1 := StandardDeviation X
V2 := StandardDeviatiof Y
V1:=10.3016988890183

V2:=9.16515138991168

Bedllitjuk a szignifikancia szintet!
> alpha:= 0.05;

o :=0.05

A két mintas T tesztet hasznaljuk, mert a szérasmkainta alapjan szamoljuk!
> infolevel Statistic§ :=1:

> TwoSampleTTest, X, 0, confidence= 0.95,equalvariances: true)

Standard T-Test on Two Sanpl es (Equal Variances)

Nul I Hypot hesi s:

Sanpl e drawn from popul ations with difference of nmeans equal to O
Al't. Hypothesis:

Sanpl e drawn from popul ation with difference of neans not equal to O

Sanpl e sizes: 8, 8

Sanpl e neans: 105. 125, 97.5

Sanpl e standard devs.: 10. 3017, 9.16515

Di fference in neans: 7.625

Di stribution: St udent T(14)

Conput ed statistic: 1.5641

Conput ed pval ue: 0. 140111

Confi dence interval: -2.83083490398164 .. 18.0808349039816

(difference of popul ati on nmeans)

Resul t: [ Accept ed]
There is no statistical evidence against the null hypothesis

hypothesistrue, confidenceintervat -2.83083490398164 ..18.0808349039816,
distribution= StudentT14), pvalue=0.140110702953864tatistic

(1.7.1)

(1.7.2)

(1.7.3)

(1.7.4)

(1.7.5)



=1.56410256410256

Tehat aHy : E(X) =E(Y) hipotézis igaz, vagyis 95%-0s megbizhatésagi eziatkét minta

azonos varhato érték
Az eloszlas, amit hasznalt az eljaras a StudenyEb4$zlas, melynek szabadsagi foka =
n—=1)+(m—-1)=7+7=14.

V 16.7. Elettartam eloszlas becslése, ismert paramétsetén. Az illesztés
josaganak tesztje, ha a gyakorisagok adottak.

16.7.1. PELDA
Haromszaz izzélampa T élettartamat mérték orakbaaz é@labbi gyakorisag tablazatot kaptgk
Elettartam (6rdban) 1zzék szama

T <100 121
100 < T< 200 78
300<T 58
300
Vizsgaljuk a

H, : lampa izzok T élettartama exponencialis eloszlamlynek varhato élettartama 200 orp
hipotézis teljesulését.
(a) Teszteljuk a HO hipotézist= 0.05 szignifikancia szinten az exponencialiszlas
értéekeinek 6sszehasonlitasaval'
(b) Teszteljik &, hipotézist &hiSquareGoodnessOfFitTest eljaras segitsegével= 0.05

szignifikancia szinten az (a) részben kiszamolekidzst hasznalva!
(c) Hasonlitsuk 6ssze az (a) és (b) tesztnél kapaitsstikai ertekeket!

Megoldas

(a) Teszteljuk a HO hipotézist= 0.05 szignifikancia szinten az exponencialiszks értékeinek
dsszehasonlitasaval!
Az osztdskozok szdma n= 4.

> restart: n := 4;
n:=4 (1.8.1)

Megadjuk a mért gyakorisagok listajat és a megfatélkozok listajat!
> gyak:=1[121, 78, 43, 58
> idok:=[0..100, 100..200, 200..300, 30@.]

gyak:=[121, 78, 43, 53

idok:=[0..100, 100 ..200, 200..300, 30@-] (1.8.2)

Az 6sszes N=300 mérési adatszamot a gyakorisagalegaesevel kapjuk!
> N := add(gyak K k=1..4);
N := 300 (1.8.3)

A Statisticscsomagban az exponencialis eloszlgsramétere a varhatd értéke (és nem ennek
reciproka!). Ez 200 6ra, a feltételezések alapjan!

> with( Statistic$ :
> A:=200
(1.8.4)



A = 200 (1.8.4)

Vegyuk fel az X exponencidlis eloszlasu véletleliozibt és rajzoljuk fesiiriség fliggvéngt
T=0..500 6ra id intervallumon!
Rajzoljuk az abrdhoz a médiativ gyakorisagolat!

> X:=RandomVariable Exponenti@l) ) :
> F:=unapply CDR Xu),u):
f:=unapply PDK Xu), u) :'F'(u) =F(u), f'(u) =f (u);
> suruseg=plot( f(u),u=0..600 :
kozok=plot([seq[[ kO], [k f(k)]], k=0..300, 100 ], color=Dblue thickness 3) :

teglak:= sec{ plot$ polygonplq(l[k'loo, 0, [(k+1)-100,0] | (k+1)-100,
gyak . ; gyak , 4 _ ) _ j .
100N | k-100, 100N , color=yellow|, k=0..2|:
gyak, gyak,
utolso:= plotg polygonploi| | [300, 0], [ 600, 0], | 600, 300N | 3 ' 300N , color
:yellow] ;
plots] display]( [ surusegkozok teglak utolso])
0 u<o 0 u<o0
F(u) = 1, Jf(u)= 1 1y
- 200 -
1—e *  otherwise 200 € otherwise
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A (a) pont szamitasainak bemutatasahoz vegyurégieb oszlopbdl all® matrixot, melynek
oszlopmit folyamatosan toltjuk fel a szamitas lépésemelgfeleben!

Az els) oszlop az élettartamra vonatoz6 intervallumokatdaodik a megfigyelt gyakorisagokat
tartalmazza! Az utolsé sorban mindigszegest szamolunk!



\%

k:='k': M := Matrix(6, 5) : M, ;:= Intervallumok 7) : M, ,:=Gyakorisagok j) :
M, 3:= Valc')szirzﬁ'sége(( R : M; 4= Np:

2
> M, 5= I\Tkpk ‘Mg, 1= Osszegek
> for i from 2tonopg gyak+1 do M, ;:=idok _; M, ,:=gyak_, end do: Mg ,:=N:
> M;
' N o 1
Intervallumok ) Gyakorisagok f) Valészidségek p) 300p, 300 Fk
0..100 121
100..200 78 0 0 0 (-89
200..300 43
300..0 58 0 0 0
Osszegek 300 0 0 0

A harmadik oszlopba az elméleti eloszlas - melgrjesetbeh=200 varhatd értékexponencialis
eloszlas - &riiség fuggvénye alatti tertilet értékét irjuk a megbehtervallumokon!
A szamitas a

b
[

P(T) :J f(x) dx= F(b) —F(a)=p
a
|
Newton-Leibniz-képlet alapjan megy, ahol az i-iteivallum B, b].

> for i from 2to5do
M[i, 3] == evalf( F(op2, M[i, 11)) -F(op(1, M[i, 11)), 4)
od;

M, 5:=0.3935
M, 5:=0.2386
M, 5:=0.1448
Mg 5:=0.2231 (1.8.6)

A teljes goérbe alatti tertlet 1!
> M6, 3= evalf( ad({ I\(I 3 i=2 5) 4)
> M
Mg, 53:=1.000

(1.8.7)



Intervallumol( ];) Gyakoriségol(< kf) Valc’)szirifiségelf R) 300p, ﬁ F
0..100 121 0.3935 0
100..200 78 0.2386 0
200..300 43 0.1448 0
300..« 58 0.2231 0
Osszegek 300 1.000 0

,
fi

k
0
0
0

0

0

A negyedik oszlopba aa\' p, ) szorzatokat, tehat a harmadik oszlop éertékane
megszorozzuk N=300-zal! igy nagysagrendileg a m&susrloppal azonos szamokat kapunk!

> for ifrom 2to5do
M[i, 4] := evalf( NM[i, 3], 5)

,
fi

od;
M[6, 4] := add( M[ i 4],i=2..5);
M;
M, ,:=118.05
M; ,:=71.580
M, 4i=43.440
Ms ,:=66.930
Mg 4:=300.000
Intervallumol( [) Gyakoriségol(< kf) Valc’)szirifiségelf R) 300p, % Fk
0..100 121 0.3935 118.05 0
100..200 78 0.2386 71.580 0
200..300 43 0.1448 43.440 0
300..« 58 0.2231 66.930
Osszegek 300 1.000 300.000

(1.8.7)

(1.8.8)

Az utolso oszlopot ugy kapjuk, hogy a masodik gslzém lew n, értékeket rendre elosztjuk a

negyedik oszlopbel@ N- Py) megfeleb ertekekkel!

> for i from 2to5do
2
i, 2

Mi, 4

Mi’ 5 = evalf

od;
M[6, 5] := add( M[ |, 5],i =2..5);
M;

, 5




M, g:=124.02

M, 5:=84.996
M, 5i=42.564
Ms 5:=50.261
Mg 5:=301.841
1 fe
Intervallumol( [) Gyakoriségol(< kf) Valészirifiségelf R) 300p, 300 Fkk
0..100 121 0.3935 118.05 124.07
100..200 78 0.2386 71580 84.99¢ (1.8.9)
200..300 43 0.1448 43.440 42.564
300..c0 58 0.2231 66.930 50.261
Osszegek 300 1.000 300.000 301.841

Az 6todik (utolsod) oszlop 6sszeddlonjuk ki a negyedik oszlop 6sszegét (mely az 0B-Rell,
hogy legyen kis kerekitési hibaval)!
> statisztika:= Me, s—N;

statisztika= 1.841 (1.8.10)
A kapott értéket dssze kell hasonlitani(az— 1) szabadsagfoku khi-négyzet eloszlasbdél szamolt

azon értékkel, melyre az eloszlasfiiggvény értéke &10.95 = 1- o megbizhatdsagi szintet.
> Y := RandomVariable ChiSquafe-i)) : e:= CDF(Y, u) =0.95;

0 u<o
1,
e:= 2| 5V2ZVue? +3 ﬁerfc(% ﬁﬁ)) =0.95 (1.8.11)
1-— otherwise
Jr
> (ch?),_,=fsolve eu); kritikus := rhs( %) :
(x°),=7.814727903 (1.8.12)

Tehat a 7.8147 kritikus helyen éri el a 3 szabads&g khi-négyzet eloszlas eloszlasfliiggvénye
a 0.95 szintet! A szamitast az alabbi 4bra szestilélt
> rajzl:= plot([Ihs( e, rhs(e) ],u=0..10,color=[red blue]) :

rajz2 := plot([ [ kritikus 0], [kritikus rhs( e) 1], color =black linestyle=3) :

plotg display([rajzl, rajz2], title = Khi-négyzet(3) eloszlasfliggvénye



Khi-négyzet(3) eloszlasfliggvénye
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Mivel az adatokbdl szamolt 1.84atisztikai értek kisebb, mint a 7.814 kritikus khi-négyzet értek,
ezert &, hipotézist, mely szerint az izz6 élettartama expoialis eloszlasu atlagosan 200 6ra

élettartammal, elfogadjuk 0.95 megbizhatdsagi emint

(b) Teszteljuk a hipotézist@hiSquareGoodnessOfFitTest eljaras segitségéveldas= 0.05
szignifikancia szinten!

> infolevel Statistic§ :=1:

> statisztika= ChiSquareGoodnessOfFitT(est gy{akec( M 4 k=2 -9) ], level= 0.05)
Chi - Square Test for Goodness-of-Fit

Nul I Hypot hesi s:

observed sanpl e does not differ from expected sanple
Al't. Hypothesis:

onserved sanmple differs fromexpected sanple

Cat egori es: 4

Di stribution: Chi Squar e( 3)
Conput ed statistic: 1. 84545

Conput ed pval ue: 0. 605095
Critical value: 7.81472828803626

Resul t: [ Accept ed]
There is no statistical evidence against the null hypothesis

statisztika:= hypothesis true, criticalvalue=7.8147282880362@listribution (1.8.13)
=ChiSquaré¢3), pvalue=0.605094639471105tatistic= 1.845451575

A kétféleképpen kapott statisztikai értékek megeggk, amely azt igazolja , hogy az (a) részben
leirt algoritmus megegyezikGhi SquareGoodnessOfFitTest Maple eljarasba beépitett szamitasi
modszerrel!




ILLESZTES JOSAGANAK TESZTJE

Legyenn, a megfigyelések szamaiazk kategariaban, ahok 1, 2,...késn=n, +n, +...+ n,
Ho Py =P1g P2 = Pop-+s P = Po
H, : p; # pyp legalabb egyesetén.
k 2
n—nnp
Teszt statisztikay' = (M~ "Po) -
i=1 N-Bio

A null hipotézis melletjg2 eloszlasa kozeliteg khi-négyzetk — 1) szabadsagfokkal és a
kozelités megfelél han-p,, > 5 teljesul minden=1, 2,... k esetén.

. 2_ 2
Feltétel:y > A

aholP( X > y° =0, X eloszlasa khi-négyzék — 1) szabadsagfokkal.
ka—l

V 16.8. EIméleti ellendrs kérdések

Mit neveziink statisztikai hipotézisnek? Mondjomdgé

Hogyan teszteliink egy hipotézist?

Mikor nevezzilk egyszének és mikor 6sszetettnek a hipotézist? Mondjod4tgl
Milyen allitas az alternativ hipotézis? Mondjorida!

Mit értiink a hipotézis kritikus tartomanya alatt?

Hogyan értelmezziik egy hipotéziséigi hibajat szavakkal és hogyan feltételes
valbsziriiséggel?

Hogyan értelmezziik egy hipotézis masodfaju hikggavakkal és hogyan feltételes
valdsziriséggel?

Mit tesztel az egy mintas Z-teszt?

Hogyan lehet egy teszt elfogadasat és visszagsasinegfogalmazni- értékkel?
Mit értiink egy teszt fikddési jelleggodrbéje (OC-gorbe) alatt?

Mit értiink egy teszt érfiiggvénye alatt?

Hogyan szdl a két mintas T-tes#}hipotézise?

IR Milyen hipotézist tesztelhetlink az illesztés j@s@ak tesztjével?

V 16.9. Gyakorlo feladatok

16.9.1. felada

A replbbgép személyzetének menekilési rendszerét szilg@hhgaggal szerelik fel. Ennek a
hajtdanyagnak egyik fontos jelletije az égés sebessége, melynek értéke normal elezaént
valtozik. A kdvetelmény koteléen ebirja, hogy az égés atlagesebessége 50 centiméter
legyen masodpercenként. Ismert, hogy az égés ssjdrrk szorasa= 2 centiméter

masodpercenkeént. A kisérletet terdlerlhataroztak, hogy az I. tipusu hiba valéézéyét. =
0.05 szignifikancia szinten tartjak és n=25 dlaeréletlen mintat vesznek. A vizsgalt mintak
atlagos égési sebessége 51.3 centiméter volt pasmohként.

(a) Milyen kovetkeztetés vonhato le az adatok alkapj

(b) Mekkora legyen a minta n mérete, ha a varhdékeé L=1 [cm/sec] 6sszhosszUsagu
konfidencia intervallumot szeretnénk kapei 0.05 szignifikancia szinten!

(c) Rajzoljuk fel $(n) masodfaju hiba fuggvényt és az{3(u)) e fuggvényt, ai tényleges




varhato érték figgvenyében!

A "Transactions of the American Fisheries Sociétyoirat 1993-as kotetenek egyik jelentése a
tengeri stlbben talalhato higany szennyelgs mérését kozolt adatokat. Megmeérték 53 hal
izom szOvetének higany koncentraciojat! Az alalaitakat kozolték a higany koncentraciokra:

1.230,1.330,0.040,0.044,1.200,0.270,0.490,0.1980008310,0.710,0.500,0.490,1.160,0.050,
0.150,0.190,0.770,1.080,0.980,0.630,0.560,0.41800.0.590,0.340,0.340,0.840,0.500,0.340,
0.280,0.340,0.750,0.870,0.560,0.170,0.180,0.1960000490,1.100,0.160,0.100,0.210,0.860,
0.520,0.650,0.270, 0.940,0.400,0.430,0.250,0.270

(a) Rajzoljuk fel a higany koncentracio hisztograngs a normal eloszlasréség fliggvényét
egyutt!

(b) Allithatjuk-e 95%-0s megbizhatésaggal, hogygahy szennyeidés eloszlasa normal
eloszlast kovet?

(c) Ellersrizziik 5%-0s konfidencia szinten annak a hipoté&#saz igazsagat, hogy a higany
szennyeé&dés koncentracioja 0.5! (HasznaljubaeSampleTTesteljarast is és szamoljunk
részletesen is!)

(d) Adjunk meg a higany szennyei&sre olyan intervallumot, melybe 95%-0s megbizd@ggal
az 53 mérés atlaganak bele kell esni!

(e) Mennyi mintat kell venni, hogy 95%-0s megbifsaggal L=0.14 hosszusagu konfidencia
intervallumot kapjunk koncentraciok atlagara?

16.9.3. felada

Eqgy félvezebket gyartd cég altal készitett termékeket felhagzmészemélyi szamitogepek
kdzponti egységeihez. Az eszkfzok sebessége (megrdiem mérve) fontos jellerizmert ez
hatarozza meg az eszkdzok ertékét. Az alabbi tabl®0 CPU sebességi adatat tartalmazza
megahertz-ben.

CPU:=[680, 669, 719, 699, 670, 710, 722, 663, 638, 720, 690,

677, 669, 700, 718, 690, 681, 702, 696, 692, 690, 660,

649, 675, 701, 721, 683, 735, 688, 763, 672, 658, 804,

681, 679, 691, 683, 705, 746, 706, 649, 668, 69Q, 824,

652, 720, 660, 695, 701, 724, 668, 698, 668, 680, B39,

717,727, 653, 637, 660, 693, 679, 682, 724, 6@2, 95,

704, 652, 664, 702, 661, 720, 695, 670, 656, 768, 648,

683, 723, 710, 680, 684, 705, 681, 748, 697, 763, 822,

662, 644, 683, 695, 678, 674, 656, 667, 683, 630, 685,

681, 715, 665, 676, 665, 675, 655, 659, 720, 698, 663]

(a) Rajzoljuk fel a gyakorisag hisztogramot és kiézigk normal eloszlassal!

(b) Teszteljik 95%-0s megbizhatdsagi szinten, lomérési adatok normalis eloszlasuak!
(c) Ellensrizzuk 5%-o0s konfidencia szinten annaKghipotézisnek az igazsagat, hogy a CPU

sebességek atlag@ = 690 (MHz)! (Hasznaljuk ®@neSampleTTestljarast is és szamoljunk
részletesen is!)

(d) Mennyi mintat kell venni, hogy 95%-0s megbidsaggal L = 8 hosszusagu konfidencia
intervallumot kapjunk CPU sebességek atlagara?

(e) Rajzoljuk fel a (c) kérdéshez tartozé masadfaipa és az érfliggvenyek grafikonjait a

u # 10 véltoztatasaval!

16.9.4. felada

tavalyi eladasok cégek szerinti aranya az alabdsakint alakultak

.....

‘ ‘ Tavalyi mobil
eladasok



Cégek Al B |[C D

Szazalékp55%| 25% 15% 5%
k

Ebben az évben az eladott 200 (ezer) darab mdbibteeladasainak megoszlasa az aldbbiak
szerint alakult

Idei mobil eladasok

Cégek A B |C D
Darabok | 120| 47 | 21| 12

Az adatok alatdmasztjak-e azt a vélemeényt, hogladasi aranyok atrendiitek? Hasznaljuk a
khi-négyzet illesztés josaganak teszif0.05 szignifikancia szinten!

16.9.5. felada

Az alabbi adatok egy bizonyos akkumulator fajtdtéleamara vonatkoz6é mérések ipari
alkalmazasi kérnyezetben. A feljegyzett élettarte@eekben adottak és egy tizedes jegyre
kerekitettek.
akkumulator:=[4.1, 5.2, 2.8, 4.9, 5.6, 4.0, 4.8, 4.4,

45,6.1,3.7,2.3,45,49, 4.3, 3.9,

3.2,5.0,4.8,3.7,4.6,4.8, 5.1, 4.2,

6.3,3.3,5.8,4.4,48,3@3, 4.7, 5.1]
(a) Rajzoljuk fel az akkumulatorok élettartamangklgrisag hisztogramjat!
(b) Rajzoljuk be a gyakorisag hisztogramba annaérenal eloszlasnak d@iség fliggvényeét,
melynek varhato értékét és szorasat az adatokéniigak!
(c) Vajon az akkumulatorok élettartama normal désstzovet-e 95%-0s megbizhatésaggal?

(d) Adjunk meg konfidencia intervallumot az atlagisttartamhozx=0.05 szignifikancia
szinten!

(e) Teszteljuk &, : az élettartam atlaga = 4.5 (év) hipoteaisd.05 szignifikancia szinten,
melynek alternativ hipotézise legyeria: az élettartaratlaga+ 4.5 (év) hipotezis!

(f) Mennyi mérést kell végezni ahhoz, hogy az éhktdim varhato értékére 95%-o0s
megbizhatdsagi szinten L =0.6 6sszhosszU konfidémiervallum adédjon?
(9) Rajzoljuk fel az (e) pontban felirt hipotéfigi) masodfaju hiba fuggvényét vagy OC-
gorbéjét és az érfliggvényt!
Az alabbi adatokat 60 egymast kdvetpon mérték egy zoldségféléket tarolo raktatirela
paratartalmara. A feljegyzett napi paratartalom@id&-ban értentk!
paratartalom:=[60, 63, 64, 71, 67, 73, 79, 80,833,

86, 90, 96, 98, 98, 99, 89, 77, 78,

71,79, 74, 84, 85, 82,88, 79, 79,

78, 80, 82, 83, 86, 81, BB, 66, 74,

81, 86, 84, 72,79, 72,84, 76, 79,

74, 66, 84, 78, 91, 84, B6, 78, 82]
(a) Rajzoljuk fel a paratartalom gyakorisag hisramgjat!
(b) Rajzoljuk be a gyakorisag hisztogramba annaérenal eloszlasnak disiség fliggvényét,
melynek varhatd értékét és szordsat az adatokéniigmk!
(c) Vajon a paratartalom adatsor normal eloszlaseke 95%-0s megbizhatésaggal?
(d) Szamoljunk konfidencia intervallumot az atlagasatartalomhozx=0.05 szignifikancia
szinten!
(e) Teszteljik a



H, : a paratartalom atlaga = 80 (%) hipoteaisd.05 szignifikancia szinten,
melynek alternativ hipotézise legyehia: a paratartalonatlaga + 80 (%) hipotézis!
(f) Mennyi mérést kell végezni ahhoz, hogy a patatam varhato6 értékére 95%-0s
megbizhatdsagi szinten L =0.6 6sszhosszU konfidémiervallum adédjon?
(9) Rajzoljuk fel az (e) pontban felirt hipotéfigi) masodfaju hiba fuiggvényét vagy OC-
gorbéjét és az érfliggvényt!
A fonal szakito ereje - melyet a fliggdny anyaghagzhalnak - éiras szerint legalabb 100 [psi].
A vizsgalatok szerint a szakitééemormal eloszlasa = 3 szérassal. Véletlenstien n=9 elerth
mintat vettek €s az atlagos szakitorexy,, ;=98 [psi] erteket kaptak.
(a) Hatarozzuk meg a szakit@ éitlaganak 95%-o0s kétoldall konfidencia intervahtim
(b) Teszteljuk 95%-0s szinten a hipotészist, haggtiagos szakito &p=100 [psi].
(c) Hany eleni mintat kell kivenni, hogy a 95%-0s kétoldalu katgfncia intervallum hossza * 2
[psi] legyen?
A televizio képcsovenek fényerejét az araimség mértekével lehet szabalyozni. Egy bizonyos
fényességi szint eléréséhez 10 dlenintdban mérték az drandeséget microamperben. A minta
atlagara x,~317.2 lA] ertéket kaptak és a szorasra15.7 IA] adodott.

(a) Hatarozzuk meg a az araegég atlaganak 95%-os kétoldalu konfidencia intienveat! (2

p.)

(b) Teszteljiuk 95%-0s szinten a hipotézist, hoggttegos aramésseg e u=310 PA]. (2 p.)

(c) Hany eleni mintat kell megmeérni, hogy a 95%-o0s kétoldalu kaerficia intervallum hossza +

9 [uA] legyen?



