V¥ 17. Linearis regresszids egyenes illesztése adatokra és statisztikai
tesztelése.

Valbsziniségszamitas és statisztika ) Készilt a PTE PMMIK-n a
szamitogép algebrai tAmogatassal | TAMOP -4.1.2.A/1-11/1-2011-0098 tamogatésayal

Klincsik Mihaly

V 17.1 Bevezetés
Tegyuk fel, hogy ax = (Xl, X2,...,Xn) esy= (Yl, Y2,...,Yn) adatsorok pontjait felajzolva az (X,

Y) sikon egy olyan pontfeti latunk, amely egy
Y=a+b-X
alaku linearis egyenes korul helyezkedik el. A isgkb négyzetes elv alapjan a
n

kZl(Yk— (a+Db X))
eltérések négyzetdsszegét minimalizaljukaz’s 'b" paraméterek meghatarozasa érdekében. A
gyakorlati feladatok soran altaldban teljesul &ltgtel, hogy egyérteltren meghatarozott
(a, b) paraméterpart kapunk az adatokbdl. Az illesétédvart, hogy a

K=Y—a—Db-X
eltérés normal eloszlasu valtozo legyen 0 varhaékiéelK~N (0, S). Eztx2 — modszer
segitségével tudjuk ellérizni.
Az illesztés afsségét azkorrelaciés egyutthatoval mérhetjik és a modeljfimelbsségét a Q-Q
plot segitségével ellénizhetjik. Igazoljuk, hogy a korrelacios egyutthatindig[ -1, 1]
intervallumba esik. Becslést adunk Student-T-efizsgkgitségével a paraméterekre. Valamint
felrajzoljuk az egyenes 95%-0s konfidencia intdnraht!

Célunk az alabbi fogalmak, 6sszefiiggések és eljarasok megismerése,

megértése

Lineéris regressziés modell

Cooees . A Statistics csomad.inearFit eljarasanak hivasa
alkalmazhatoséagi kritériumai

A Statistics csomagCorrelationeljarasanak

Legkisebb négyzetes elv hasznalata

Regresszios egyenes egyutthatdinak A Statistics csomadscatterPloeljarasanak
szamitasa hasznalata

—F

Korrelacios egyutthatd szamitasi képletd Statistics csomagChiSquareSuitableModelTes
és értelmezése eljadrasdnak hasznalata

A korrelacios egyutthaté mindigl és 1
kozé esik.

V 17.2.Egyvéltozoés lineéris regresszios modell

| Linearis Regresszios Modell



Tegyiik fel, hogy az Y véletlen valtozé lineéris girgnye az x valtozénak. A linearis kapcsolat
alatt azt értjuk, hogy az Y véltozo E(Y) varhatté&e az x fuggetlen valtozé linearis fuggvénye

E(Y)=a + B X
A két konstans értékét, vagyis@rengelymetszetet illetvefameredekség értékét az Y véaltogo
egy nelemY,,Y,, ..,Y mintaja alapjan hatarozzuk meg, amelyek megfekedae,, X, ..., X,
értekeknek. Minden kisérlet soran x felvesz valgemk értéket, melyhez tarto2q
valosziriségi valtozo varhato értékére

E(W) =a+B X, (k=1,2,.,n)

N

teljesdl.

Természetesen az Y véletlen valtozé maga is (néaacsarhaté értéke) fliggvenye x-nek!
Definialjuk a Kkulénbségvaloszirtiségi valtozot a

K=Y—(a+Bx)
egyenbséggel. Rendezés utan kapjuk az
* Y=o+ Bx+K
relaciot. Ebben feltesszik, hogy K varhato értékaz@z£(K) =0 ésvar(K) =c variancigja
megegyezik Y varianciajaval. & értékét nem ismerjik ugyan, de feltesszik, hogsrol

konstans, amely nem fligg &HtA K véletlen valtozo éertékét ugy is tekinthetjikint az x és 'Y
lineéaris kapcsolatahoz adodaj, vagymérési pontatlansag
A most megadott kapcsolatotearis regresszios modetiek nevezziik, ahal, ésf aregresszios

egyutthatok.
A mintavétel ebben a modellben az

AN AN

rendezett parokbol all, ahol azertékek megfelelnek x kilonb®2rtekeinek es a¥, -k pedig
figgetlen megfigyelések soran kapott minta eleragielyek az Y populaciobdl valok. Az (Y,)
k=1,2,...,n parok tekinth&# Ggy, mint egyminta az Y véletlen valtozora, adodt, X, ,,...,X,

értekek mellett.
llyen modon az, , X, ,,...,x, ertékeknek nem kell feltétlendil kiloniémek lenni. Azonban

ahhoz, hogy aa ésp egyutthatdk egyértetien meghatarozhatdk legyenek, ahhoz kozo6ttik
legalabb két kilonbdizx értéknek & kell fordulni.

V 17.3. Becslés legkisebb négyzetes elv alapjan

A LEGKISEBB NEGYZETES ELV
Az o ésp regresszios paraméteraicslésre degkisebb négyzetes ellyan optiméllisocOpt €s

Bopt paramétereket javasol, melyeknéimalis lesz a megfigyely, értékek és a megfe{ia(loco ot

+ Boptxk) = E(Yk) varhato értékek eltéréseinsdgyzetdsszege
Jeldlje tetsélegesn ésp azeltéréselet vagymaradékokat
&=Y— (@ +B %) (k=1,2,...n)

melyeketezidualisoknak is nevezlnk.
Igy a rezidualisok négyzetdsszege a

Qo B) =kzle§= Zl(yk— (o +Bx) )2————> minimalis

k=




legkisebb értékét felveszi az= ot ésp = Bopt értéknél.
Tehat keressik@( o, B) kétvaltozds fliggvény minimumat az2sp valtozokra!

V 17.4. A regresszios egyenes egyiitthatoinak szam#as

Nevezzik at az €sp paramétereket 'a'-ra illetve 'b'-re!
Felirjuk aQ(a, b) eltérések négyzetdsszegét, mint kétvaltozés fimgudaple-ben!
n

2. (%—a—bx)? a,b] -'Q(a,b) =Q(ab)

> restart Q:= unappl{
k=1

n

Q(a b) =Z —a— ka (1.4.1)

A Q(a, b) kétvaltozos figgvény minimumat olyan 'a’ és 't8lée veszi fel, ahol a parcialis
derlvaltak elﬁnnek Derlvaljuk a' és'b' szerlnt parmahsa(@ (@, b) fuggvényt!

>da-—Q an,b db‘an,b an,b

da:=,§l [Z(yk—a—bxk)z) =Z(—2yk+2a+2bxk)

=~
I}
[EnY

db:= - (Z(yk—a—bxk)zj:Z(—Z(yk—a—bxk) X) (1.4.2)

k=1

. 0 0
Irjuk fel aszélgérték létezégnek a Q(a b) =0 eSE Q(a, b) =0 sziikséges feltételét!

> rendszer= [simplify[ rhs( d2a j ) =0, simplify( rhs( dzb ) ) = 0};
n

n
rendszer= Z Y ta+bx)=0 z “Yta+bx)x=0 (1.4.3)
k=1 k=

Vezessiik itt be aa(:ZXk: N X41ag ésgj =Zyk= N Yatiag jelbléseket, ahol értelems#en Xstlag
k=1 k=1

az x ertékek atlaga é)’%ﬂag az y ertékek atlaga! Az egyenletrendszert feljulkedz alabbi
egyszeiib alakban a rendezések utan.
> E = na-l—b%(:%,'

> By=§a+bs,=s,
E1:=na+bSK:§/

E,=Sa+bS,=S, (1.4.4)

n n
aholS, = kzlxi ésS,, = klekyk .
Oldjuk megsolveeljarassal aE, ésk, egyenletrendszert az "a" s "b" ismeretlenekre!
> egyutthatok= solve({ E, EZ}, {a, b});



SS<SS<y_%/S<x b= n%y_ S(%/

(1.4.5)
NS, — i NSy~ i

egyutthatok= [a: -

Bévebben kifejtve ez a kovetké&z
> solvd rendszera, b});

2 , (1.4.6)

Alakitsuk at a 'b' meredekség képletét az atlagolebetésével
n

> b= simpli!y{ eva[ evdl begyutthatok, [@z NXsttag = N Yatlag Sx™ kzlxi Sy~ kZl
o)

n
klekyk_ N Xstiag Yatlag
b= (2.4.7)

é:lxi —n xez'ltlag

Zl(xk ~ Xatlag) (Yk ~ Yatlag)

Tanulsagos levezetni, hogy a fenti képbet k= . alakban is irhato.
2
I(Z:l( X~ Xétlag)
Elosz6r a szamlalot alakitsuk at(@z4.7)képlet szamlalojara
n n n n

n
z ()ﬁ< - Xétlag) (yk - yétlag) :kZ;L XY — kz‘ixk'yétlag - kz‘ll Xétlag'yk + |(Z;L)(c'éttlag'yéltlag =

k=t n n n
= z XY~ Vatlag Z X Xatlag' z Y+ N-Xstlag Yatlag ™
k=1 k=1 k=1

n n
= kz‘ll)ﬁ(.yk ~ Yatlag'N Xatlag ™ *atlag " Yatlag + N-Xstlag Yatlag™ kz‘ll)ﬁ(.yk — N"Xatlag Yatlag

Ezzel megkaptuk afl.4.7)képlet szamlalojat.
Most ab paraméter nevégt alakitsuk at a¢l.4.7)képlet nevedjére



=}
=}

n n

n
(Xk - Xétlag) = ()é - 2')(k'xétlag + XLz'itlag) = )‘13 -2 X Xatlag + XLz'itlag =
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

n

]

n

n
=) % - 2%stlag” 2 % T n')“Z’atlag =) %~ 2%4tlag N Xatlag + n')étlag = )é_n')ét'ag'
k=1 k=1 k=1 k=1

Tehat
= 1(Xk o Xétlag) (yk o yétlag)

> B:=Db= - :

2

= 1( X ™ Xétlag)
= 1(Xk o Xétlag) (yk - yétlag)
B:=b= - (1.4.8)
2
= 1(Xk o Xétlag)

17.4.1. DEFINICIO. Két statisztikai adatsor kovarianciaja
AZX= (X Xopee %) ésY= (Yo Yorrs Y adatokkovarianciaja alatt a

(Xk - Xétlag) (yk - yétlag)

n

Cov( X Y) = <=4

kifejezést értjuk.

Ezzel a jel6léssel g4.4.8)képlet szamlalojan Cov( X Y) és nevedje (n — 1) Var(X), ahol
n

_ 1 2
Var(X) = n—1 .k: 1(Xk_ Xétlag)
az X adatsor varianciaja. igy a meredekség tonaikbain

b= n CovuXY)
n—1 Var(X)

17.4.2. MEGJEGYZESEK
(i) A kovariancia képletében a nevezzértnem (n — 1), hanemm, mert megmutathaté, hogy
igy lesz a
Cov X Y) =E((X—=E(X))-(Y=E(Y)))
valosziriségi valtozdorzitatlan becslése.
(i) Statisztikai szamitasokra nem teljestil a valds#gi valtozékra megszokott
CoVv( X X) =Var(X) képlet, hanem helyette

var(X) = ——-Cov( X X).

7 n z  Z re P 4 & 11} "
Természetesen aﬁ_l szorzo érteke kozel van hez, ha értéke "nagy".

(iii) Kdnnyen igazolhato, hogy ha
Y=mX (m=+*0),
vagyis az¥ adatsor aX adatsom-szerese, akkor a meredekség b =m. Ugyanis




n n

= 1( X~ Xétlag) ( m-X — m'xétlag) = 1( X~ Xétlag) ?
b=— =m ; =m

(Xk_ Xé\tlag)2 (Xk_ Xéﬂag)z

k=1 k=1
(iv) A b meredekség nincs értelmezve, ha a névela, azaz

Ez viszont csak akkor nulla, ka=x, =...=x, = Xslag » amely azt jelenti, hogy minden mérési
adat egy x értékre vonatkozik. A gyakorlati probf#mal ez az eset szinte nem fordul el

Az 'a’ paramétert mar 'b' paraméter segitsegehaltipt meg
a=Yatlag — b- Xatlag
forméaban.

S

Igazoljuk ezt Maple egyszisités segitségével. Irjuk beyagag= Y Xstlag ™ 'Y képleteket és

b' értékét azl.4.5)képletlbl.

. Sy_[ 'S5 §
4 n SS(X_ i

Ezzel megkaptuk az 'a’ paraméter értekeét. (lagtl.4b)képletet)

Ez azt is jelenti, hogy a regressziés egyenes e’;tmle@%ﬂag ;yétlag) ponton!

] ? a=simplify( %

A Q(a, b) fUggvény masodik parcidlis derivaltjainakjel tesztje azt mutatja, hogy a kapott
helyen Q fliggvénynek valéban minimuma van!
> Hesse= simplify( VectorCalculusHessiaiQ(a, b), [a, b]));
determinans= LinearAlgebra-Determinant Hesse
A masodrent parcialis derivaltakbdl képezett Hesse-matrix aeieansa nem-negativ, mert
% )% < (1X]) 2P

n

aholX = (xl, xzxn) ésl1l=(1,1,.., Ln-dimenziés vektorok skalaris szorza¥g 1) = Z 1xk és
n n

normaik négyzetd X || 2= xﬁ illetve || 1]| 2= 1=n

k=1 k=1
Igazoljuk ezt az

2 2

[ X +A-1]| “=|XP + 24 (X, 1) +An >0
nem-negativ érték\ valés masodfoku polinomja vizsgalatavaliAdan masodfoku kifejezésnek
akkor nincs valos két kilonbézérushelye, ha a diszkriminansa nem-pozitiv

diszkriminans: 2 (X, 1)2 — 4-n- || X[| 2 < 0.

Ahonnan kapjuk a bizonyitand6 egyéignséget

(xn%[n&anMXV:w[né]

k=1 k=1
és az egyenibég itt csak akkor all fenn, Me=-A-1 = (- A,-A,...,-A) konstans x-mérési adatok
szerepelnek.
Ennélfogva a Hesse-matrix determinansa pozitivit €4é, b) figgvénynek szétertéke van és



mivel a matrix bal fel§ sarkdban szergpR-n > 0, ezért a szét&@rték minimum.
Rogzitsuk a kapott eredményt tétel formaban!

14.7.3. TETEL. Regressziés egyenes paramétereingdmitasa
Az X = (X Xo0e-1 %)) esy= (Y Yoo ) adatokra illeszthétlineéaris

y=a+b-x
alaku fuggvény paraméterei a legkisebb négyzeteslapjan
n

= 1(Xk - Xétlag) (yk - yétlag)
a=Yatlag ™ b- Xstlag b= n
2
= 1( X~ Xétlag)
szamitjuk, aho*éuag ésyétlag az X és 'Y adatok atlaga. Atrendezve a linearieelgyet
n

(Xk - Xétlag) (yk - yétlag)

k=1
Y = Yatlag™ 7 : (X - Xétlag)

= 1( X~ Xétlag) ‘

alakban irhatjuk és ez értelmezhef=x, =...=x_ eset kivéetelével.

V¥ 17.5. Anyag koncentracio fliggése asmérséklettsl. Példa.

17.5.1. PELDA

Egy kémiai folyamatban a keletkieanyagkoncentraciga (amelyek az Y értekek) %-ban
meérve kozel linearis mértékben ndvekszhoaerseklet(melyek az X értékek °C-ban mérve)
novekedésével!

Homérsékletek (°C) = [45,50,55,60,65,70,0%88,90],
Anyag mennyiségek (%) =[43,45,48,51,55,57,5968%)
(a) A fenti 10 mérési adatsorbdl hatdrozzuk meg B@rgza + b x lineéris regresszios egyerles
a és b egytthatoit!

(b) Abrazoljuk a mérési pontokat, az egyenest ésidualis eltéréseket azonos
koordinatarendszerben!

(c) Rajzoljuk fel az, eltérések gyakorisag hisztogramjat

(d) Mutassuk meg, hogy az eltérések 95%-0s megbizZggas0 varhaté értéinormal
eloszlas adnak!
(e)Az u.n. Q-Q rajz segitségével vizsgaljuk a lineanodell megbizhatbésagat!

Megoldas

Felvesszik a két adatsort)aesy vektorokban!

> restart: with( Statistic$ :

> X, Y:= [45, 50, 55, 60, 65, 70, 75, 80, 85,9043, 45, 48, 51, 55, 57, 59, 63, 66,68
Rajzoljuk fel a pontokat a Statistics csonsagtterPloteljarasat hasznalva!

> rajz1:= ScatterPlot XY, symbolsize 14, title

sz

= [Homerseéklet (°G)Koncentracio (%) ) : rajzl;



A hémérsékiet és a kel etkezett anyag koncentrécidjanak kapcsol ata
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(a) Szamoljuk ki &tatisticscsomag Count fliggvényével az adatsza@ovarianceeljarasaval a
kovarianciatVar( X) eljarasaval X varianciajat és ez alapjan %t—i— B -xképletben a
B = n-cov XY)
ot  (n—1)-Var(X)

opt

meredekséget!
A B, ot meredekség paraméter értékének szamitasa
> n:=Counf X);
> cov:= Covariancé XY);
> VarX:=Variancd X;
ncov
>pBi=—FC
(n—1) VarX
n:=10
cov:=118.250000000000
VarX:=229.166666666667

B:=0.573333333333333 (1.5.1)

Az o ot tengely metszet paraméter értékének szamitasabikgéges X és Y atlaga, mert az



y= ocopt+ Bopt~x regresszios egyenes étmegw@ga&, yétlag) ponton. Ebbl a feltételldl
kifejezhet aza ot paraméter!
> atlagX atlagY:= Mean X), Mean Y);
> o:=atlagY—p -atlagX
atlagX atlagY:=67.5000000000000, 55.5000000000000
o := 16.8000000000000 (1.5.2)
igy a regresszios egyenes
> linearis := x—alpha+ betax; Regresszios egyenetnearis( x);
linearis:= x—o + B x
Regresszios egyene46.8000000000008 0.573333333333338 (1.5.3)

A Statisticscsomagban Ié/LinearFit egy Iépésben kiszamolja a linearis illesztés ebuwiidit,
melyek ugyanazok lesznek, mint amit mi is meghatak!
> LinearFit([1,x], X, Y, X);

16.8000000000008- 0.573333333333338 (1.5.4)

(b) Rajzoljuk be az egyenest a pontokhoz!

> rajz2 = plot(linearis( X, x=X[1]..X[ n], color =blue thickness 3) :
plots] display([rajzl, rajz2], labels= [hdmérseéklet (°Canyag koncentracio (%)
title = Linearis kapcsolat a hdmérséklet és az anyag kdarasaja kozoty;



Lineéris kapcsolat a hGmérséklet és az anyag koncentracidja kozott
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A rajzolashoz képezziik a mérési pontok é€s az eggeriev pontok koordinatainak listajat!

> elteresek _szakasz [sed[[ X K, Y[ K], [X[K], linearis( X[ K]) 1], k=1.n)];
elteresek _szakasz [[[45, 43|, [45, 42.60000000000Q0, [ [50, 45, [50,

45.466666666666]1, [ [55, 48], [ 55, 48.3333333333333
51.2000000000001, [[65, 55], [65, 54.066666666664T,
56.9333333333333, [[ 75, 59|, [ 75, 59.80000000000Q0,
62.6666666666606[], [ [85, 66], [85, 65.5333333333333
68.400000000000Q ]

[60, 51], [ 60,
[70,57], [ 70,
[80, 63], [80,
[

[
[
[
[[90, 68], [90,

[
[
[
[

Tegyuk az abrahoz az eltérések szakaszait!
> rajz3:= plot( elteresek_szakgsmlor =black thickness 3) :

(1.5.5)

plotg display([rajzl, rajz2 rajz3], title = A pontok eltérése a regresszids egyengstol



A pontok eltérése a regresszios egyenestdl
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(c) Szamoljuk ki a linearis modelibaz Y értékeket és vegylk ennek eltérését a mért Y
értékekdl!

> modellY:= [seqd evalf linearis X K,9),k=1.n)]
modellY:= [42.6000000, 45.4666667, 48.3333333, 51.2000000, 6661, (1.5.6)

56.9333333, 59.8000000, 62.6666667, 65.5333333, 6800000

> eltérések= Y — modellY
eltérések= [0.4000000,-0.4666667,-0.3333333,-0.2000000, 0.9333333, 0.0666667(1.5.7)

-0.8000000, 0.3333333, 0.466666:0.400000Q

Az eltérések hisztogramja normal eloszlasra emtékiez
> H := Histogram eltérésekbinwidth=0.3,title
="Az egyenesil vett eltérések gyakorisag hisztogramjaH;
Hi st ogram Type: default
Dat a Range: -.83333335 .. .96666665
Bin Wdt h: .3
Nunber of Bins: 6
Frequency Scale: relative



Az egyenestdl vett eltérések gyakoriség hisztogramja
1 _

-08 -06 -04 -0.2 0 0.2 04 06 038

Az eltérések varhat6 értéke gyakorlatilag nulled@aljuk ki az eltérések szérasat!
> Az eltérések varhato értékévlean eltérések S := StandardDeviation eltérésgk

Az eltérések varhat6 értéke-5.55111512312578 1§
S:=0.530548279647609 (1.5.8)

Rajzoljuk az eltérések hisztogramjahoNdg®, S) normal eloszlasisiiség fliggvényeét!
> suruseg= plot(PDF(Normal0, S), u), u=-1.2..1.2 thickness 3) :
plotg display([H, suruseg);



Az egyenestdl vett eltérések gyakoriség hisztogramja
1 -

(d) Teszteljuk azt &, hipotézist, hogy az eltéresek normal eloszlastmgynek 0 a varhato

értéke és szorasa megegyezik az eltérésskiimolt szorassal!

> infolevel Statisticy:= 1 : ChiSquareSuitableModelTést eltérédearmal 0, S), bins
=10);

Chi - Square Test for Suitable Probability Model

Nul I Hypot hesi s:

Sanpl e was drawn from specified probability distribution

Al't. Hypothesis:

Sanpl e was not drawn from specified probability distribution

Bi ns: 10

Di stribution: Chi Squar e(9)
Conput ed statistic: 4,70827

Conput ed pval ue: 0. 858961
Critical value: 16. 9189774487099

Resul t: [ Accept ed]
There is no statistical evidence against the null hypothesis

hypothesistrue, criticalvalue=16.918977448709%istribution=ChiSquar¢9), pvalue (1.5.9)



=0.858961484967998tatistic=4.70827385401723

Tehat a rezidualisok normal eloszlast kdvetnekrtzzénearis modell alkalmazhato.

Hogy mennyire j6 a linearis illesztés, arrdl a Q&z ad szemléletes képet.

(e) A Q beti a Quantile =Kvantilis sz6 ke#betije és a ndvekileg rendezett adatsor
gyakorisagainak egyehlészekre osztasat jelenti. A Q-Q plofvameérési adatok abrazolasa a
linearis modellBl szamolt adatok ellenében. A modell akkor megéeled a pontok a berajzolt
szogfeled egyenes kdzelében helyezkednek el.

> QuantilePlot YmodellY scaling=constrained;

Mivel a pontok a szdgfeledzegyenes kdzelében helyezkednek el, ezért a példalbaearis
modell megfelal.

V 17.6. Korrelacié az X és Y értékek kozott. AR egyutthato kétféle szamitasa.

Szamoljuk ki a lineéris kapcsolat szorossagat mgagmot &orreldcids egylitthatdét Milyen
kovetkeztetést vonhatunk le még a korrelacios diggitd értekedl?

17.6.1. DEFINICIO. KORRELACIOS EGYUTTHATO

Az X és Y adatsorok kovarianciajat osztva a szanasaszorzataval és szoroz%a— —el

“ sz



o= n CovXY)

*on-1 Ox Oy
A korrelacié méri az X és Y kdzo6tt megtélmearis kapcsolat 8sségét és iranyat. Hatrtéke
kozel van 0-hoz, akkor a kapcsolat gyenge, migagy\(- 1) -hez kdzelr érték szoros
(szignifikans) linearis kapcsolatot jelez. Hg > 0, akkor X ndvekedése esetén Y érteke is

névekszik, mig ha,, < 0, akkor X ndvekedésevel Y érteke csokken.

17.6.2. PELDA. A 17.5.1. példa folytatasa
Szamoljuk ki a 17.5.1. példaban szeédmimeérséklet és anyag koncentracié adatsorok
kapcsolatanak szorossagat a MatatisticscsomagCorrelationeljarasaval!

Megoldas
> r := Correlation( X Y);
r:=0.998136887967885 (1.6.1)

A korrelacios egyutthatd értéke alapjan kétféledtkgztetést vonhatunk le.
(i) Mivel r > 0 pozitiv, ezert az Xdmérséklet novekedésével az Y koncentracio is nieks
(i) Mivel r = 0.998 nagyon kozel van-hez, ezért a lineéaris kapcsadatgnifikansvagyis
SZOoros.
Az egyutthaté szamitaséat az alabbi képlet alagjdmagkaphatjuk.

n_ Covarianceé XY)
n—1 StandardDeviation X-StandardDeviatiof Y

0.998136887967885 (1.6.2)

Ellenérizzik, hogy a korrelacios egy[]tthaté szamitasaidarokbol kozvetlentl az

>

Z xk Xatlag ( yétlag)
képlet adja meg!

r=
/ I;L( X ™ Xétlag / kZl yatlag

z X — atlagX) - ('Y, — atlagy)

/Z X — atIagX /Z atIagY

0.9981368882 (1.6.3)

Az X és Y adatok szorossagat ménasik szam al’ érték.

17.6.3. DEFINICIO. R? értéke
Az




_,_RsS

R=1— TSS

n
2
I;l(yk — ymodell k)
n

Z (yk - yétlag) ‘

k=1
egyUtthaté méri aX¥ mérési adatok és a modell alapjan szaMgl},., adatok jésagat.
n
A szamlaloban szerepr, (Y~ Ymodel k)2 = RSSérték azltérések négyzetosszegagy
k=1
n
Residual Sum of Square. A negeen szere(dl Z (Y= y(,;u,‘,ig)2 =TSSerteke deljes
k=1
négyzetdsszegagy Total Sum of Squares.

17.6.4. TETEL
Linearis modell esetéR’ értéke megegyezik akorrelacids egyutthaté négyzetével.

Bizonyitas a példa kapcsan
Szamoljuk a Residual Sum of Square (RSS) és a Saotal of Square (TSS) értékét

n
> RSS= (Y[ K — modellY K)2
k=1

TSS= > (Y[K] —Mean Y))?
k=1

RSS=2.533333294

TSS=680.5000000 (1.6.4)
. RSS 2 . . .
A kerekitési hibakon beldl %+ TSs egyend azr® korrelacios egyutthato négyzetevel!
RSS »
S T

0.9962772472 =0.996277247122214 (1.6.5)

V 17.7. A korrelacios egyiitthato értéke mindig—1 és 1 kézott van

17.7.1. TETEL
Tetsdleges X és Y valdszitségi valtozd korrelacios egyutthatdja a [-1, 1] zéart
intervallumba esik, azaz

E(X=Eq) (Y=B&) |_ |5 = 55
Oy Oy c O

R= o<1,

BIZONYITAS
Tekintsiik a



egyvaltozés nem-negativ figgvény minimalizalagatatozéra, ahol, = E(X) ésu, =E(Y)
jeloli az X illetve Y valosziriségi valtozok varhatd értéekeét!
Végezzik el a négyzetre emelést a varhato ertédéih miutan bevezettukkg =X —pu, €s
Ky=Y—u, jeloleseket a kulonbségekre
D(1) =E( (t-Ky—Ky)?) =E(f- KZ =2 t- Ky Ky +Ky7)
Hasznaljuk az E varhato érték lineéris tulajdonsaga
®(t) =t E(K,7) =2 -t E(Ky -Ky) +E(K/?) =

=CE((X=1) ") —20E((X= 1) (V=) ) +E((Y- 1))

Irjuk be a varianciakat és a kovarianciat a meg¢fgetéejezes helyére

D(t) =t ‘Vary —2-t- Cov( X Y) + Var,
Teha&td (t) a t valtozé masodfoku polinomja és grafikonja egy alparabola, melynek
minimuma van, metf egyutthatéjavar, > 0. TovabbdPb(t) > 0 minden valog esetén, hiszen
egy teljesnégyzet varhato értéke. Ezért a madogiokniom diszkriminansa nem lehet pozitiv

diszkriminans=4 Cov( X Y) 2_4 VaryVar, <0
Rendezve az egysditlenséget kapjuk a kivant becslést a korrelacigsittgatora
Cov( XY) 2 < Var, Var,
2= CovXY)*®

<1
Varx VarY

Tehat a korrelaciés egyutthaté abszolut értékel hard nagyobb
2
R= | COMXY)" 4
Var, Var,

V 17.8. Az egyenes egyiitthatéinak konfidencia interlama T-eloszlassh

17.8.1. PELDA. 17.5.1. példa 'a' és 'b' paraméteneek 95%-0s konfidencia becslése
Adjunk azy =a x + b egyenes ésb paraméterére 95%-0s megbizhatdsagi szinten kaciae
intervallumot!

Megoldas
Az intervallumot megadjalanearFit eljaras, ha azoutput=solutionmodule' opcidval
kérdedskodiunk.
> restart:
with( Statistics :
X, Y := Vector [45, 50, 55, 60, 65, 70, 75, 80, 85, BQVector [43, 45, 48, 51, 55, 57, 59,
63, 66, 69) :
f := LinearFit([x 1], X, Y, X);

f:=0.573333333333334+ 16.8000000000000 (1.8.1)

> h := LinearFit([x 1], X, Y, X, output= solutionmodulg
(h:-Setting$( ); eredmenyek= (h:-Result$( );
[ ["svdtolerance® 1.01012 "confidencelevel= 0.95] |



eredmenyek= | "residualmeansquare'0.316666666666666residualsumofsquares” (1.8.2)

= 2.53333333333337residualstandarddeviatior"0.562731433871137,

"degreesoffreedon¥ 8, "parametervalues "parametervector”

16.8000000000000|

0.573333333333331



, "leastsquaresfunctios'0.573333333333334
16.8000000000000

0.573333333333331

+ 16.8000000000000standarderrors® | 0.0123909383637944 0.855109420607448

"confidenceintervals

0.544759792876018..0.601906873790649
"residuals”
14.8281151509429..18.771884849057|1



= [ 0.399999999999988 0.466666666666665 0.3333333333333280.199999999999998

0.93333333333333D.06666666666666750.79999999999999%9.333333333333341

0.4666666666666610.400000000000009"leverages's [ 0.345454545454545



0.248484848484848.17575757575757®.127272727272721.103030303030303

0.103030303030308.127272727272720.17575757575757®.248484848484849

0.345454545454546"variancecovariancematrix"



0.000153535353535353-0.0103636363636363 _ _
= "internallystandardizedresiduals”
-0.0103636363636363  0.731212121212119%

"CookDstatistic'=

0.878595370213933]
-0.956614006031951
-0.65245428531601¢
-0.380442955126338
1.75124422340639

0.125088873100458
-1.52177182050536
0.652454285316042
0.956614006031944

-0.87859537021398(

0.203703703703692 |
0.151288405717727
0.0453867692587858
0.0105537280701753
0.176137018953522
0.00089865825996696
0.168859649122806
0.0453867692587895
0.151288405717725

, "externallystandardizedresiduats

L

0.203703703703714

-0.864622932574664

0.864622932574618|
-0.950865762628044
-0.627231353045424
-0.359135384577474
2.08609390343129
0.117124524693578|
-1.68874268373006
0.627231353045450
0.950865762628039

, "AtkinsonT statistic"



1.25626799578685 ||
-1.09352896682826
-0.579278352705598
-0.274294180760558

1.41402618727293
0.0793910306799715
-1.28979852958265
0.579278352705623

1.09352896682825

-1.25656799578692

Olyan hosszu adatsort kaptunk, hogy végig olvasnehéz! Benniinket most csak a 9-ik adat
érdekel, amely az ésb egyutthatélkonfidencia intervallumait tartalmazza, az automatikusan
bedllitott 95%-0s szignifikancia szintre vonatkazda

> h:-Result$ )

(1.8.3)

_ ) 0.544759792876018 ..0.601906873790649
"confidenceintervals"

14.8281151509429..18.7718848490571

Az els konfidencia intervallum az ésalapfiggvény egyutthatdjanak konfidencia intervaid.
Ez azt jelenti, hogy 95%-0s megbizhatdsaggal azayx + b képletben az x egyultthatdja
a; = 0.54475 < a < 0.601906x;

intervallumba kell, hogy essen.
Hasonldéan 95%-0s megbizhatésagdakgytthatora a
b,=14.828 <b < 18.7718b;
intervallum adddik. Ez utébbi észrevebent elég nagy variabilitdst enged meg b-re!

Megmutatjuk, hogyan j6ttek ki ezek a konfidencitemallumok azadatok és aStudent T -
eloszlassegitségével.
Az intervallum szimmetrikus lesz a kiszamoltligtve 'b* értékre nézve, amelyet 'A' illetve B
neui valtozékban tarolunk.
> A:=coeff( {x 1); B:=coeff( {x, 0)

A:=0.573333333333334

B :=16.8000000000000 (1.8.4)

Kezdjik az 'a' egyitthato intervallumanak kiszasdival!

A szamitas egyik fontos alappilléreStudentT - eloszlabdl és &onfidencia szint6l szamitott
T érték. A Student T-eloszldshoz sziikséges paradtétszabadsagi fokotmegtaléljuk az
eredmények 4-ik elemeként.

> szabadsagfok= eredmenyed ];
szint:= (h:-Setting$( )[2]; N := LinearAlgebrd DimensiojtY);
szabadsagfok "degreesoffreedom” =8

szint;= "confidencelevel"=0.95
N:=10 (1.8.5)

Lathatjuk, hogy a T-eloszlas szabadsagfdka-(2)=8, ahol N jel6li az adatok szamat, jelen
pillanatban N=10.



Nézzlk csak az (N-2) szabadsagi f&uadentT eloszlas ériiség flggvényét!
> T3:= RandomVariable StudentT -12)) :
surusegT:= unapply PDK T3u), u);
rajz3 := plot(surusegT ¥, u=-5..5 title
="A 8 szabadsagi foku T -eloszlas sOrlség fuggvényejz3,

35 J8
surusegT=u—
9 256 (1o o2
—Uu
(45
A 8 szabadsagi foku T -eloszlas shrlség fliggvénye
2 4

Az eloszlas fliggvényt gy kapjuk, ha integraljustigiség fuggvényt{ «)-tél t-ig!
> alpha:= 0.05;
eloszlasT:= unapply evalf int surusedT )uu = -infinity .. t) ), t);
plot([ eloszlasT ), 1-alpha/2,t=-5 .. 5,title = "StudentT eloszlas eloszlas fliggvénye"
o :=0.05

1 9/2

eloszlasT=t— 573 (0.3535533004 1.4142135€2 162.¢)
(16.+2.t%)

+2.86720 10t 4+ 1.07520 1613 + 161284 + 1152.t" + 32.1%) )



StudentT eloszlas eloszlas fliggvénye

S
0.9
0.8
0.71
0.6
4 2 4

~ O

A T-eloszlas eloszlasfiiggvénye és a 0,95 megbighgi&zint segitségével meg kell hatarozni azt
aT helyet az x- tengelyen, amelyre teljesil az
0,05 _

1-0,95 _
> =1 > = 0, 975
egyenbseg. A szamitas kivitelezésérefsalve eljaras kivaléan alkalmas, amely az egyenlet
kozelit megoldasat adja meg!
> T:= fsolvd eloszlasT )t=0.975});

T:=2.306004145 (1.8.6)
A szamitasnasik alappillére az a legkisebb négyzetes eltérés, amelyet aglkaélaiaz egyenes

kozotti értekek adnak. Ezt a Mapkzidualis standard eltérések nevezi €s ez az eredmények 3-
ik eleme.

> eredmeny€elB]; S:= rhs(%);
"residualstandarddeviation" =0.562731433871137

S:=0.562731433871137 (1.8.7)

Megmutatjuk, hogy ez valéban a legkisebb négyzsitéses (N-2)-vel osztott értéek
négyzetgyoke!

eloszlasT T=1—

k;(Yk_Axk_B)z | / add( (Y.~ AX,—B)2 k=1.N)

> ! =
N—2 N—2

N
Z(Yk_Axk_B)z
k=1

N—2

A szamitashoz szikséges még az X adatok m vartéiee

=0.562731433871138 (1.8.8)



> m:= Mean X);

m:=67.5000000000000 (1.8.9)
Ezekkel az adatokkal az y=xat+b egyenes 'a' paraméterére a konfidencia rvaltam hossza
T S
Y
N—21-+

2

a konfidencia-intervallum hossza a=a

2% m)?

képlettel szamolhato.
Nézzik az adatok alapjan szamolt konfidencia irténnot és hasonlitsuk 6sszeinearFit
eljaras altal visszaadott értékkel.

> “konfidencia intervallum a-rec A — TS VA

Jadd( (% —m)% k=1.N)

TS

+
Jadd( (% —m)% k=1.N)
konfidencia intervallum a-ra 0.544759778105984 ..0.601906888560683 (1.8.10)

A 'b' egyitthatd konfidencia - intervallumanak szanditee mar minden adott, mert ennek hossza

a
o 1 nf
a konfidencia intervallum hossza b=§ . S N + ~
N—21—+
2 Z (xk_ m)2
k=1
képlet alapjan szamolhato.
L . . 1 nf
> “konfidencia intervallum b-reB—TS | — + 5 .B
N add((X—m)%i=1.N)

+TS =3 + mzz
N add((X—m)%i=1.N)
konfidencia intervallum b-re 14.8281141316500..18.7718858683500 (1.8.11)
Ez megegyezik a LinearFit altal b-re adott meghizbegi intervallummal.
Ezek a becslések nem jelentik azt, hogy az y =djegyenes ag, =a, X +b; als6 egyenes és
azy,=a,x+hb, felss egyenes kozoétt helyezkedik el 95%-0s biztonsaggsdk aza ésb

szamitasanak pontossagat jelzik a fenti eredményeggyan lehet akkor a regresszios egyenes
konfidencia intervalluméat megadni?

V 17.9.A regresszids egyenes konfidencia intervalluma

17.9.1. PELDA. A17.5.1. példa regresszios egyenesié85%-0s megbizhatésagi becslésg
Rajzoljuk fel a lineéris kodzelités korul a 95%-osghizhatésagu also és felsecslést!

Megoldas
Az f(x) =ax+ blineéris figgveny also és félpecslése szimmetrikus az egyenesre nézve, de
nem egyenes, hanem egy-egy négyzetgyokds fuggzeakabbi képlettel



Az egyenes becslésének hibag e
N-21-1 N N
T2 2
2. (%—m)
k=1
Ezt az eltérést felvesszik egy valtozoban és ledatigtve hozzaadjuk a kiszamolt 'f' egyenes
képletéhez.

PRV
> elteres=T 1 + (x rr21)
N add((%—m) k=1.N)
> also:=evalf( f— elteres; felso:= evalf( f+ elteres
elteres=

1.2976610190286 %0 +0.00048484848484848% — 67.5000000000006

also:=0.573333333333334¢+ 16.8000000000000
—1.29766101902863

\/ 0.1000000006+ 0.00048484848484848% — 67.50000000000@6
felso:= 0.57333333333333¢+ 16.8000000000000 (1.9.1)
+1.29766101902863

\/ 0.1000000000+ 0.00048484848484848% — 67.5000000000000

Nincs mas hétra, mint felrajzolni a két gérbét ggemes korul.
> X0:= min(op( convert Xlist))); x1:= max op( convert Xlist)))
> pontok=zip((xy) =[x Y], X Y):
rajz1:= plot( pontok style= point symbolsize 14,symbok cross : rajz2:= plot(f, x =x0
.X1, color =Dblue thickness 3) : rajz3:= plots[ display]( [rajz], rajz2], labels
= [hdmérséklet (°Glanyag koncentracio (%)title
= Linearis kapcsolat admeérseéklet és az anyag koncentracioja kgzott
> gorbek:= plot( [ alsq felso], x =x0..x1, color = [red blue green]) :
plotg display]( [rajz3 gorbekK, title = Az egyenes 95% -os konfidencia intervalluma’
x0:=45

x1:=90



Az egyenes 95% -os konfidencia intervalluma
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Jol e$ érzéssel nyugtazzuk, hogy "majdnem” minden adaggenes korili 95%-0s
megbizhatdsagi tartomanyban van! Alaposabban megrazzalsé és falshatart azt mondhatjuk,
hogy az adatok kdzepe felé a sav 6ssteédzmig a szélek felé kinyilik olloszeéEn. Ez persze a
négyzetgyokos keplet kovetkezménye!

V 17.10. EIméleti ellendrsd kérdések
Milyen 8sszefiiggések teljesiilése esetén leszéw Kvaldszifiségi valtozok kapcsolata
linearis?
Milyen minimalizalasi szamitast kovetel meg a isgkb négyzetes elv?
Hogyan szamoljuk a ki a lineéris regresszios egyamyyitthatoit az adatokb6l?
Milyen adatokra nem illeszthietinearis gorbe?
Mit lehet leolvasni a korrelaciés egyiitthatok ketd|?

IWAOKE Milyen eloszlast hasznalunk az 'a’ és 'b' paramiéteonfidencia intervallumanak
becsléséhez?

V 17.11. Gyakorlé feladatok
v

Az ivOvizkészletek tisztan tartdsa érdekében argasi anyagok mennyiségét rendszeresen
ellendrzik méréssel. A mérési modszer indirekt, melytathdsznaljak, hogy a kémiai



szennyedanyagok elnyelik a fényt. Ezért fényt eresztenekizan keresztil és mérik a fény
elnyelés mértékét. A mérés kalibracidja érdekéblabaratorium standard oldatokon méri a
alapjan egy ismeretlen szennydzeiz mérése automatikussa valik. A kovetk&ablazat
nitrattal szennyezett viz (X, milligram/literbe@niyelnyelési (Y) kalibracios adatait
tartalmazza

Nitrat tartalom (milligram/liter) X:=[50,50,100,200,400,800,1200,1600,2000,2000]
(milligram/liter)

FényelnyelésY:=[ 7.0,7.5,12.8,24.0,47.0,93.0,138.0,183.0,8.326.0 ] (dimenzid nélkdli
mennyiség)

(a) Abrazolja az 6sszetartozo nitrat tartalom (Xjéselnyelés (Y) értékeket a sikon a
StatisticscsomadScatterPlot eljarasaval!

(b) Szadmolja ki X és Y kozott a korrelacids egyutthiakdilyen kapcsolatot mutat a
korrelacios egyutthatd a nitrat tartalom és a fémyadési értékek kHzott?

(c) lllesszen linearis gorbét a legkisebb négyzetellsnérével a pontokra, majd rajzolja be az
egyenest a pontokhoz!

(d) Varhatéan 50 egység fényelnyeléshez mennyi naliigliterrel kell névelni a
szennyezest?

(e) Szamolja ki a fényelnyelési értékek és az illetsdinearis modell alapjan szamolt
eltéréseket, majd rajzolja fel ezek hisztogrammjat!

(f) Szamolja ki az eltérések atlagat és szorasatoRajze az eltérések hisztogramjanak
abrajadba a 0 varhato érté&s az eltérésekkel azonos szérasu normal elasiziéseg
fuggvenyét!

(g) Tesztelje, hogy vajon normal eloszlast kévetnelz-eltérések nulla varhat6 értéklost
0.05 szignifikancia szinten?

AAl17.11.2. feladd

A leve nitrogén-oxid tartalma (Y) hatassal van az atm&rszbzon tartalméra is és a
belélegzett tiszta nitrogén mennyiségére is. Ahkdlgablazat az egyes években (X) mért
leved) nitrogén-oxid érték (Y) mennyiségét mutatjak.

A mérés éveiX:=[1978 ,1979,1980 ,1981 ,1982 ,1983 ,1984,19886 ,1987 ,1988 ,1989 ,
1990,1991 ,1992 ,1993,1994 ,1995,1996 ,1997 ,1P98D ]

A leveg nitrogén-oxid tartalma Y:=[0.73,2.55, 2.90, 3.83, 2.53, 2.77, 3.98324.39,
3.04, 3.41, 5.07, 3.95, 3.14, 3.44, 3.63, 4.50,324, 3.30, 4.36, 3.33]

(a) Abrazolja az évek és a leviegitrogén-oxid tartalmanak 6sszetartozo értékeikan a
StatisticscsomagscatterPlot eljarasaval!

(b) Szamolja ki X és Y kozott a korrelacios egyutthiakdilyen kapcsolatot mutat a
korrelacios egyutthatd az évek mulasa és a enegogén-oxid tartalma kozott?

(c) lllesszen linearis gorbét a legkisebb négyzetellsnérével a pontokra, majd rajzolja be az
egyenest a pontokhoz!

(d) Atlagosan mennyiix évnek kell eltelni ahhoz, hogy levegitrogén-oxid tartalmaly = 1
egységgel névekedjen?

(e) Szamolja ki az eltéréseket a legautrogén-oxid tartalma és az illesztett linearisdell
alapjan szamolt értékek kdzott, majd rajzolja fElehisztogrammijat!

() Szamolja ki az eltérések atlagat és szérasatbRajae az eltérések hisztogramjanak
abrajadba a 0 varhato érté&s az eltérésekkel azonos szérasu normal elasiziéseg



flggvényét!
(g) Tesztelje, hogy vajon normal eloszlast kévetnakz-eltérések nulla varhato értéklast
0.05 eléfaju hiba szinten?

(h) Rajzolja fel az illeszett és a mért adatsorokQuantilePlot segitségével! SzémoljaFR?
ertékét! Mennyire illeszkedik j6l a linearis modell

v
A kovetked tablazat USA-ban élcsaladok éves jovedelmét (X, $-ban) és kiada¥eaitipan)
tartalmazza.
Jovedelem($-ban) X:=[ 41200,50100,52000,66000,44500,37700,7350@B,5700,35600,
37500,36900,48200,34400,29900,44750,60550,520000620600 ] ($-ban)
Kiadasok ($-ban)Y:=[2400,2650,2350,4950,3100,2500,5106,3100,29E0 1450,2020,
3750,1675,2400,2550,3880,3330,4050,1150] ($-ban)
(a) Abréazolja az 6sszetartozo jovedelem (X) és kigdifisértékeket a sikonStatistics
csomagScatterPlot eljardsaval!

(b) Szamolja ki X és Y kozott a korrelacios egyutthiakdilyen kapcsolatot mutat a
korrelacios egyutthato a jovedelem és a kiadagekti€ozott?

(c) lllesszen linearis gorbét a legkisebb négyzetedlsnérével a pontokra, majd rajzolja be az
egyenest a pontokhoz!

(d) Mennyi jdvedelem novekedés esetén variagtd100 $ kiadas ndvekedés?

(e) Szamolja ki a kiadasi értékek és az illesztattdris modell alapjan szamolt értekek
eltéréseit, majd rajzolja fel ezek hisztogrammijat!

() Szamolja ki az eltérések atlagat és szérasatbRajae az eltérések hisztogramjanak
abrgjaba a 0 varhato értéés az eltérésekkel azonos szérasu normal elcszla®g
fuggvenyét!

(g) Tesztelje, hogy vajon normal eloszlast kévetnalz-eltérések nulla varhato értéklast
0.05 szignifikancia szinten?

(h) Rajzolja fel az illeszett és a mért adatsorokQuantilePlot segitségével! SzémoljaFR?
értékét! Mennyire j0 a lineéris modell?

AA17.11.4. feladd

Egy rud lehajlasi értékeit (Y) mérték novékierhelési (X) értékek mellett. A mérési adatok a
kovetkedk voltak

terhelési értékek X:=[0.11019,0.21956,0.32949, 0.43899, 0.548@5694,0.76562,
0.87487,0.98292, 1.09146, 1.20001, 1.30822, 1.41592399, 1.63194, 1.73947, 1.84646,
1.95392,2.06128, 2.16844 ]

lehajlasi értékek Y:=[18, 30, 44, 60, 75,90, 104, 120,136,150,168,1B5, 210,227, 240,
253,275,285,300]

(a) Abrazolja az egyes terhelésekhez tartozo lehajtdmiok 6sszetartozé értékeit a sikon a
StatisticscsomadScatterPlot eljarasaval!

(b) Szadmolja ki X és Y kdzott a korrelacids egyutthiakdilyen kapcsolatot mutat a
korrelacios egyutthaté a terhelés és a lehajlaétkdz

(c) lllesszen linearis gorbét a legkisebb négyzetedlsnérével a pontokra, majd rajzolja be az
egyenest a pontokhoz!

(d) Varhatéan mennyivel kell ndvelni a terhelést, hagghajlas 10 egységgel ndvekedjen?



(e) Szamolja ki a lehajlasi értékek és az illesztaddris modell alapjan szamolt eltéréseket,
majd rajzolja fel ezek hisztogrammijat!

() Szamolja ki az eltérések atlagat és szérasatbRajae az eltérések hisztogramjanak
abrajaba a 0 varhato értéés az eltérésekkel azonos szérasu normal elcszla®g
fluggvényét!

(g) Tesztelje, hogy vajon normal eloszlast kévetnalz-eltérések nulla varhato értéklast
0.05 szignifikancia szinten?

(h) Rajzolja fel az illeszett és a mért adatsorokQuantilePlot segitségével! SzémoljaFR?
értékét! Mennyire j0 a lineéris modell?

V RETEREERE

Kutatok mérték ggcsapok novekedésdl) cm-ben az id (X) mulasaval azonos
koérilmények kozott. Egy 3 orassidirtam alatt 10 percenkénti méréssel az alabbokdat
kaptak.

Id 6 tartam X:=[10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100, 110, 120, 130, 150, 160, 170, 180]
(percekben)

Jégcsap hossza:=[ 0.6, 1.8, 2.9, 4.0, 5.0, 6.1, 7.9, 10.1, 101?.7, 14.4, 16.6, 18.1, 19.9,
21.0, 24.7, 27.8 ] (cm -ben)

(a) Abrazolja az egyes dppontokhoz (X) tartozé jégcsap hosszisagok (Y&kéit a sikon a
StatisticscsomadScatterPlot eljarasaval!

(b) Szadmolja ki X és Y kozott a korrelacids egyatthiakdilyen kapcsolatot mutat a
korrelacios egyutthaté azdds a jégcsap hossza kHzott?

(c) lllesszen linearis gorbét a legkisebb négyzetedlsnérével a pontokra, majd rajzolja be az
egyenest a pontokhoz!

(d) Varhatéan mennyi ttlalatt névekszik a jégcsap 1 cm-et?

(e) Szamolja ki a jégcsap hosszak és az illesztethtin modell alapjan szamolt eltéréseket,
majd rajzolja fel ezek hisztogrammijat!

() Szamolja ki az eltérések atlagat és szérasatbRajae az eltérések hisztogramjanak
abrajaba a 0 varhato érté&s az eltérésekkel azonos szérasu normal eloszla®g
fluggvényét!

(g) Tesztelje, hogy vajon normal eloszlast kévetnalz-eltérések nulla varhato értéklast
0.05 szignifikancia szinten?

(h) Rajzolja fel az illeszett és a mért adatsorokQuantilePlot segitségével! SzémoljaFR?
értékét! Mennyire j0 a lineéris modell?

AA17.11.6. feladd

Vajon a bor j6 hatassal van a szivre? Néhanyarvélily, hogy a mérsékelt bor fogyasztas
megovja az embert a szivrohamtol. Az alabbi talblA2anemzet éves X bor fogyasztasi
atlagot tartalmazza (literben mérve személyenk&ngz éves Y halalozasi gyakorisagot
szivroham miatt (100 000 emberre vonatkoztatva).

Nemzetek= [ Ausztralia, Hollandia, Ausztria, Uj Zéland, IBeim, Norvégia, Kanada,
Spanyolorszag, Dania, Svédorszag, Finnorszag, Swanciaorszag, Egyesiult Kiralysag,
Izland, Egyesiilt Allamok, irorszag, Németorszagasbrszag]

bor fogyasztasi adatok X:=[2.5, 1.8,3.9,1.9,2.9,0.8,2.4,6.5,2.9,1.69.89.1,1.3,0.8,1.2,0.7,
2.7,7.9]

halalozasi adatok szivroham miatty:=[211,167,167,266,131,227,191,86,220,207,297,115
71,285,211,199,300,172,107 ]

(a) Abrazolja az egyes nemzetekhez tartozé borfoggaseés a szivroham miatti halalozasi
adatok dsszetartoz6 értékeit a sik@tatisticscsomagscatterPlot eljarasaval!

(b) Szadmolja ki X és Y kozott a korrelacids egyutthiakdilyen kapcsolatot mutat a



korrelacios egyutthaté a borfogyasztas és a szawvnahiatti halalok szama kozott?

(c) lllesszen linearis gorbét a legkisebb négyzetedlsnérével a pontokra, majd rajzolja be az
egyenest a pontokhoz!

(d) Varhatéan mennyivel kell ndvelni a borfogyaszthsfjy a halél esetek szama 50-nel
csokkenjen?

(e) Szamolja ki a halal esetek szaméanak és az ilkedinaris gorbe alapjan szamolt halalok
szadméanak eltéréseit, majd rajzolja fel ezek higztognjat!

() Szamolja ki az eltérések atlagat és szérasatbRajae az eltérések hisztogramjanak
abrajaba a 0 varhato érté&s az eltérésekkel azonos szérasu normal elcszla®g
fluggvényét!

(g) Tesztelje, hogy vajon normal eloszlast kévetnalz-eltérések nulla varhato értéklast
0.05 szignifikancia szinten?

AA17.11.7. feladd

Vajon egy gyermek esetében a beszédkészség kiatdiak X idpontja (honapokban)
hatassal van-e a gyermek &Bbi szellemi fejpdésére. Feljegyezték 21 gyermek esetében azt a
honapot, amikor az disszot kimondta és kébkb Uun. Gesell-teszt Y pontszama segitségével
mérték a gyermek értelmi képességét. Az adatokalddbi tablazat mutatja.

a honap, amikor beszélni kezdett: X:=[15, 26, 10, 9, 15, 20, 18, 11, 8, 20, 7109, 11, 11,

10, 12,42, 17,11, 10]

a Gesell-teszt pontszama : Y:=[95, 71, 83, 91,102,87,93,100,104,94, 113,88, 94, 102,
100, 105, 57, 121, 86,100]

(a) Abrazolja az egyes gyermekekhez tartozo beszémbit és Gesell-pontszam 6sszetartozo
ertékeit a sikon &tatisticscsomadscatterPlot eljarasaval!

(b) Szadmolja ki X és Y kdzott a korrelacids egyutthiakdilyen kapcsolatot mutat a
korrelacios egyutthaté a beszédpdnt és a kapott pontszam kozo6tt?

(c) lllesszen linearis gorbét a legkisebb négyzetedlsnérével a pontokra, majd rajzolja be az
egyenest a pontokhoz!

(d) Az egyik gyermek pontszama 10-zel kevesebb, mmésiké. Vajon hany honappal
késsbb szolalt meg ez a gyermek?

(e) Szamolja ki a kapott pontszamok és az illesziedtikris gorbe alapjan szamolt pontok
ertékének eltéréseit, majd rajzolja fel ezek higmmijét!

() Szamolja ki az eltérések atlagat és szérasatbRajae az eltérések hisztogramjanak
abrajadba a 0 varhato érté&s az eltérésekkel azonos szérasu normal elasiziéseg
flggvényét!

(g) Tesztelje, hogy vajon normal eloszlast kévetnelz-eltérések nulla varhat6 értéklost

0.05 szignifikancia szinten?

AA17.11.8. feladd

A Colorad6 Allami Egyetemen oktatd William Gray em§pusi meteorolégai project
vezebje, akinek éves hurrikandkjelzéseit kilbndsen nagy érdédkés kiséeri. Megadjuk Dr.
Gray altal josolt atlanti tropusi viharok szaméatéiekek) és a ténylegesen bekdvetkezett
viharok (Y értékek) szamat 1984 és 2008 kozott:

Jésolt viharok szama:

X=[10, 11, 8, 8, 11, 7,11,8,8,11,9,12,10,11,1,24,2,11,14,14,15,17,17,15]
Megvalosult viharok szama:

Y=[12,11,6,7,12,11, 14,8, 6, 8,7, 19, 1314, 12, 14, 15, 12, 16, 14, 27, 9, 14, 16]
(a) Abrazolja az 6sszetartoz6 josolt és megvalosds évhar szamait a sikorSatistics
csomagScatterPlot eljardsaval!

(b) Szadmolja ki X és Y kdzott a korrelacids egyutthiakdilyen kapcsolatot mutat a



korrelacios egyutthaté a josolt és megvalésult nakh&6zott?

(c) lllesszen linearis gorbét a legkisebb négyzetedlsnérével a pontokra, majd rajzoljuk be
az egyenest a pontokhoz!

(d) Varhatéan mennyi vihart josol William Gray abkmezezonban, amelyben a trépusi
viharok szama 10?

(e) Szamolja ki a megvalosult viharszamok és az ilegsiinearis gorbe alapjan szamolt
viharok eltéréseit, majd rajzolja fel ezek hiszeogmjat!

(f) Szamolja ki az eltérések atlagat és szérasatoRajae az eltérések hisztogramjanak
abrajadba a 0 varhato érté&s az eltérésekkel azonos szérasu normal elasiziéseg
fuggvenyét!

(g) Tesztelje, hogy vajon normal eloszlast kdvetnelz-eltérések nulla varhat6 értéklost
0.05 szignifikancia szinten?

V ETEREERE

Vizsgaltak a gépjartivek X sulyanak es autopalyan dbenzin fogyasztas hatéekonysaganak
(1 gallon benzinnel megtett mérféldek értéke) ktiz@pcsolatot.

Az alabbi tablazat kilénbdzipusu gépjariivekhez tartozé adatokat tartalmazza, az X suly
értékei 1000 font-ban és az Y hatéasfok értékei dhdidallon-ban adottak.

Sulyok: X=[3.545, 2.6, 3.245, 3.93, 3.995, 3.11238, 3.225, 2.44, 3.24, 2.29, 2.5, 4.02]
Hatasfok: Y=[30,32,30,24,26,30,33,27,37,32,37,34,26]

(a) Abrazolja az dsszetartozo suly és hatasfok éradlkaekikon Statisticscsomag

ScatterPlot eljarasaval!

(b) Szamolja ki X és Y kozott a korrelacios egyutthiaidilyen kapcsolatot mutat a
korrelacios egyutthatd a suly és hatasfok k6zott?

(c) lllesszen linearis gorbét a legkisebb négyzetellsnérével a pontokra, majd rajzolja be az
egyenest a pontokhoz!

(d) Varhatéan hany ezer font a sulya annak az autdnely, 38 mérfoldet képes megtenni 1
gallon benzinnel?

(e) Szamolja ki a hatékonysagi adatok és az illestmetris gbrbe alapjan szamolt eltéréseket,
majd rajzolja fel ezek hisztogrammjat!

(f) Szamolja ki az eltérések atlagat és szoradsatoRajze az eltérések hisztogramjanak
abrajadba a 0 varhato érté&s az eltérésekkel azonos szérasu normal elasizléseg
flggvényét! Vajon a varhatd érték nullanak tekitihes?

(g) Teszteljuk, hogy vajon normal eloszlast kovetnekzeltérések nulla varhaté értéklost
0.05 szignifikancia szinten?

v

Egy vallalat mérte a havi befektetési koltségeitéXer $-ban) és a termelést (Y, ezer

darabban). A adatok az alabbiak:

Havi befektetési koltségeKezer $ mértékegységben)

X:= [46.75, 42.18, 41.86, 43.29, 42.12, 41.78, 41.421421.03, 39.84, 39.15, 39.20,
39.52, 38.05, 39.16, 38.59, 36.54, 37.03, 36.8(& 36.48, 38.25, 37.26, 38.59, 40.89,
37.66, 38.79, 38.78, 36.70, 35.10, 33.75, 34.226 30.97, 28.20, 24.58, 20.25, 17.09,
14.35, 13.11, 9.50, 9.74, 9.34, 7.51, 8.35, 66245, 3.79

Havi termelés(ezer darabban)

Y:=[92.64,88.81,86.44,88.80,86.38,89.87,88.53,981.22,83.72,84.54,85.66,85.87,85.23,

87.75,92.62,91.56,84.12,81.22,83.35,82.29,80.922783.35,74.57,71.60,65.64,62.09,61.66,

77.14,75.47,70.37,66.71,64.37,56.09,50.25,43.6831381.40,29.45,29.02,19.05,20.36,17.68,
19.23,14.92,11.44,12.69]

(a) Abrazoljuk a koltség és a termelés dsszetartagheit a sikon Statisticscsomag

ScatterPlot eljaraséaval'

(b) Szamolja ki X és Y kozott a korrelacios egyutthiaidilyen kapcsolatot mutat a



korrelacios egyutthatd a két adatsor kozott?

(c) lllesszen linearis gorbét a legkisebb négyzetellsnérével a pontokra, majd rajzolja be az
egyenest a pontokhoz!

(d) A linearis regresszi6 alapjan atlagosan mennyahietés szikséges, hogy a termelés 10
ezer darab termékkel névekedjen egy honapban?

(e) Szamolja ki a mért és az illesztett linearis géalagjan a termelések kozotti eltéréseket,
majd rajzolja fel ezek hisztogrammijat!

(f) Szamolja ki az eltérések atlagat és szorasatoRajze az eltérések hisztogramjanak
abrajadba a 0 varhato érté&s az eltérésekkel azonos szérasu normal elasiziéseg
fuggvenyét!

(9) Vajon normal eloszlast kbvetnek-e az eltéréselarndirhatd értékketr=0.05
szignifikancia szinten?

(h) Rajzolja fel az illeszett és a mért adatsorokQuantilePlot segitségével! Szamolja ki az

R értékeét! Mennyire j6 a lineéris modell?

AA17.11.11. felad

A faipari termékek fontos jellendje a fa §riisége €s kemeénysége. Tovabba a
dokumentaciokon fel kell tiintetni ezek kapcsole&aEgy niihelyben megmeérték 30 fa minta
X siiriségét eés Y keménységét. A adatok az alabbiak:

Siiriség adatok(font/inch3 meértékegységben)

X:=[9.50, 9.80, 8.30, 8.60, 7.00, 17.40, 15.2070615.00, 14.80, 25.60, 24.40, 19.50, 22.80,
19.80, 8.40,11.00,9.90,6.40,8.20,15.00,16.40,154960,13.60,23.40,23.30,21.20,21.70,
21.30]

Keménységi adatok(font/inch2 mértékegységben)

Y:=[14814.00, 14007.00,7573.00, 9714.00,5304.0Q4830, 28028.00, 49499.00, 26222.00,
26751.00, 96305.00, 72594.00,32207.00, 70453.ar8&80, 17502.00, 19443.00,14191.00,
8076.00,10728.00,25319.00,41792.00,25312.00,22048036.00,104170.00,49512.00,
48218.00,47661.00, 53045.00]

(a) Abrazoljuk a griség és a keménység dsszetartozo értékeit a sfatisticscsomag
ScatterPlot eljaraséaval!

(b) Szamolja ki X és Y kozott a korrelacios egyutthiakdilyen kapcsolatot mutat a
korrelacios egyutthato a ket adatsor kozott?

(c) lllesszen linearis gorbét a legkisebb négyzetedlsnérével a pontokra, majd rajzolja be az
egyenest a pontokhoz!

(d) A lineéris regresszi6 alapjan atlagosan meniiyisegi valtozas sziikséges 10000 font/
inct’ keménység ndvekedésehez?

(e) Szamolja ki a mért keménységi értékek és az thdstimearis gorbe kozotti eltéréseket,
majd rajzolja fel ezek hisztogrammjat!

(f) Szamolja ki az eltérések atlagat és szorasatoRajze az eltérések hisztogramjanak
abrajaba a 0 varhato értéés az eltérésekkel azonos szérasu normal elcszla®g
fuggvenyét!

(9) Vajon normal eloszlast kbvetnek-e az eltéréselarndirhatd értékketr=0.05

szignifikancia szinten?

(h) Rajzolja fel az illeszett és a mért adatsorokQuantilePlot segitségével! Szamolja ki az

ertékét! Mennyire j6 a linearis modell?

AA17.11.12. felads

Vizsgaltak a lucerna termés mértékét (X valtozédzéntdzes (Y valtozo) kapcsolatat! Az
alabbi adatsorok 7 farmon meért meérési adatok
X=[12,18,24,30,36,42,48] az 6ntdzéshez hasznalingigassaga inch-ben
Y=[5.27,5.68,6.25,7.21,8.02,8.71,8.42] a lneetermés mennyisége tonnaban 1 acre



(~4047m2 ) tertileten

(a) Abrazolja a viz magasséag és a lucerna terméstassz® értékeit a sikonStatistics
csomagScatterPlot eljardsaval!

(b) Szadmolja ki X és Y kozott a korrelacids egyutthiakdilyen kapcsolatot mutat a
korrelacios egyutthatd a ket adatsor kozott?

(c) lllesszen linearis gorbét a legkisebb négyzetedlsnérével a pontokra, majd rajzolja be az
egyenest a pontokhoz!

(d) A lineéris regresszi6 alapjan atlagosan mennyszikséges 1 tonna lucerna termés
novekedéséhez?

(e) Szamolja ki az lucerna termés és az illesztedtiliis gorbe alapjan szamolt termés kozotti
eltéréseket, majd rajzolja fel ezek hisztogrammjat!

() Szamolja ki az eltérések atlagat és szérasatbRajae az eltérések hisztogramjanak
abrajaba a 0 varhato értéés az eltérésekkel azonos szérasu normal elcszlz®g
fluggvényét!

(g) Vajon normal eloszlast kdvetnek-e az eltéréselarvdirhatd értékketr=0.05

szignifikancia szinten?

AAl17.11.13. felads

Roberts és Griffiths (1937) az angol gyermekekisitképességét pontoztdk az un. BINET
illetve OTIS teszt alapjan. Az alabbi tablazatdbmiazza a két teszt alapjan ugyanazon
szemelyek elért eredményeit!
X=[36,28,72,74,75,76,77,78,81,82,83,83,83,84,88®66,37,89] a BINET-teszt eredményei
Y=1[36,28,34,28,48,50,62,22,82,84,64,77,82,92,9Y%36,68,80] az OTIS -teszt eredményei
(a) Abrazolja a két teszt 6sszetartozé eredménysikaen aStatisticscsomagdscatterPlot
eljarasaval!

(b) Szamolja ki X és Y kozott a korrelacios egyutthiaidilyen kapcsolatot mutat a
korrelacios egyutthato a ket teszt kozott?

(c) lllesszen linearis gorbét a legkisebb négyzetellsnérével a pontokra, majd rajzolja be az
egyenest a pontokhoz!

(d) A lineéris regresszi6 alapjan mennyi BINET pontekedés sziikséges 5 OTIS pont
novekedéshez atlagosan?

(e) Szamolja ki az Otis pontszamok és az illesztettdris goérbe alapjan szamolt pontok
kozotti eltéréseket, majd rajzolja fel ezek hisesamgmijat!

(f) Szamolja ki az eltérések atlagat és szorasatoRajze az eltérések hisztogramjanak
abrajadba a 0 varhato érté&s az eltérésekkel azonos szérasu normal elasiziéseg
fluggvényét!

(g) Vajon normal eloszlast kdvetnek-e az eltéréselarvdirhatd értékketr=0.05

szignifikancia szinten?

AA17.11.14. feladz

Az Egyesiilt Allamok Statisztikai folyorata a "Tedmetrics” 1989. évi novemberi szaméaban
kozzétett 2kodnyv oldalszamanak és aranak (USA $-ban) adatait.
Az alabbi tablazat tartalmazza az oldal szamokéf¥gkeit és a megfelekonyv (Y) arat.
Oldal szdmok(X) : 264, 427, 273, 546, 328, 296, 63, 405, 33,1243, 188, 595, 96, 307,
88, 163, 265, 370, 475, 393.
Ar $-ban (Y) . 45, 45, 36, 51, 59.95, 4%.8.75, 45, 7.95, 39.95, 39.95, 39.95,
48.64, 9.95, 37.5, 25, 45,59,84.25, 55, 51.95
(a) Abrazolja a konyvek dsszetartozo oldalszamokals pontjait a sikon &tatisticscsomag
ScatterPlot eljarasaval!
(b) Szadmolja ki X és Y kdzott a korrelacids egyutthiakdilyen kapcsolatot mutat a
korrelacios egyutthatd a konyv mérete és ara kazott
(c) lllesszen linearis gorbét a legkisebb négyzetedlsnérével a pontokra, majd rajzoljuk be



az egyenest a pontokhoz!

(d) A linearis regresszio alapjan 100 oldalankénigatdan mennyivel névekszik egy kényv
ara? (1 pont)

(e) Van 35% pénzink. Hany oldalas kdonyvet kapunk érte?

() Szamolja ki a megadott arak és az illesztett fisegbrbe alapjan szamolt arak kozotti
eltéréseket, majd rajzoljuk fel ezek hisztogrammjat

(g) Szadmolja ki az eltérések atlagat és szorasatoRajze az eltérések hisztogramjanak
abrajadba a 0 varhato érté&s az eltérésekkel azonos szérasu normal elasiziéseg
fluggvényét!

(h) Vajon normal eloszlast kdvetnek-e az eltéréselanvdlirhatd értékketr=0.05
szignifikancia szinten?

AA17.11.15. feladz

Az Egyesiilt Allamokban a mult szazad elgjéblyamatosan végeztek felméréseket a
farmokon éb lakossag létszamarol. A kovetkeAblazat azt mutatja, hogyan csdkkent a
farmokon ébk szama 1935 és 1980 kozott 5 éves ugrasokkabrfiltien szamolva.
Evek (X) : 1935 , 1940, 1945, 1950, 193860, 1965, 1970, 1975, 1980
NépességY) 32.1 , 30.5, 244, 23.0, 19.1,.65124, 9.7, 89, 7.2
(a) Abrazoljuk a pontokatStatisticscsomagscatterPlot eljarasavall
(b) Szamoljuk ki X és Y kozott a korrelacios eghatot! Milyen kapcsolatot mutat a
korrelacios egytthaté a farmokoréélépesség szama és ai milasa kozott?
(c) lllessziink linearis gorbét a legkisebb négykzetédszerével a pontokra, majd rajzoljuk be
az egyenest a pontokhoz!
(d) A linearis regresszio alapjan évente atlagesannyivel csokken a farmonsé&l szama?
(e) Vajon mennyi ember élt 1990-ben a farmokorg kendencia nem valtozott meg? Realis-e
ez az adat?
() Szamoljuk ki a mérési adatok és az illesziatdris gorbe kozotti eltéréseket, majd
rajzoljuk fel ezek hisztogrammijét!
(g) Szamoljuk ki az eltérések atlagat és szor&&djttoljuk be az eltérések hisztogramjanak
abrajaba a 0 varhato értéés az eltérésekkel azonos szérasu normal elaszla®g
fuggvenyét!
(h) Vajon normél eloszlast kdvetnek-e az eltérésdla varhato értékked=0.05
szignifikancia szinten?

AA17.11.16. felad

Véletlenszeien kivalasztott 26 férfi sulyat (X) és szisztol&nyomasat (Y) mérték meg. A
méréseket az alabbi két lista tartalmazza

X:=[165, 167,180, 155, 212, 175, 190, 2240, 149, 158, 169, 170, 172, 159, 168, 174,
183, 215, 195, 180, 143, 240, 235, 192, 187 ]

Y:=[130, 133, 150, 128, 151, 146, 150, 140, 145, 133, 135, 150, 153, 128, 132, 149,
158, 150, 163, 156, 124, 170, 165, 160, 159 ]

(a) Szamitsuk ki az X és Y adatsor linearis kataolbk szorossagat mutatd korrelacios
egyutthato értékét!

(b) Rajzoljuk fel az Y adatsor valtakozasat az ¥Ydgienyében!

(c) Hatarozzuk meg a linearis regresszios egyaygesdjzoljuk fel a mérési pontokkal azonos
abraba!

(d) Rajzoljuk fel az eltérések hisztogramjat!

(e) Mutassuk meg, hogy az eltérések normal elaszéaroznak meg nulla varhaté értékkel
és a kiszamolt szorassat=0.05 szignifikancia szinten!!

AAl17.11.17. felads

Mérték a vas darabokidiségét (X) és vas tartalmat (Y). Az eredményeketialabi tdblazat



mutatja

Siiriség(X) : 2.8,2.9,3.0,31,32,3.2,3.8,34

Vas tartalom (Y) 27, 23,30, 28, 30,32, 34, 33, 30
(a) Abrazoljuk a pontokatStatisticscsomagscatterPlot eljarasavall
(b) Szamoljuk ki X és Y kdzott a korrelacids eghatbt! Milyen kapcsolatot mutat a
korrelacios egyutthaté a vas tartalom éfiréseg kozott?
(c) lllessziink linearis gorbét a legkisebb négykzetédszerével a pontokra, majd rajzoljuk be
az egyenest a pontokhoz!
(d) Vajon mennyi a vas tartalma annak a darabnakymek siriisége 4, ha a tendencia
valtozatlan?
(e) Szamoljuk ki a mérési adatok és az illesziteddris gorbe kozotti eltéréseket, majd
rajzoljuk fel ezek hisztogrammijét!
() Szamoljuk ki az eltérések atlagat és szordRajroljuk be az eltérések hisztogramjanak
abrajaba a 0 varhato értéés az eltérésekkel azonos szérasu normal elosizlz®g
fuggvenyét!
(9) Vajon normél eloszlast kdvetnek-e az eltérésdla varhato értékked=0.05
szignifikancia szinten?

AA17.11.18. felads

A "Tappi Journal" folyéirat 1986. év marciusi szdraa adatokat k6zoltek a papir készitéshez
hasznalt pépes z6ld folyadBla,S koncentracidjardl (X , gramm/literben) és a nagon

elkészilt papir Y mennyisédgi(Y, tonna/nap). A feljegyzett adatokat az alatatmlazat
mutatja
Na,S koncentracio(X gramm/liter): [825, 830, 890, 895, 890, 91059960, 990, 1010,

1012, 1030, 1050]

Az elkészUlt papir mennyisédY tonna/nap) : [ 40, 42, 49, 46, 44, 48, 43, 53, 52, 54,
57, 58]

(a) Abrazoljuk az (X;Y) pontokat StatisticscsomagScatterPlot eljarasavall

(b) Szamoljuk ki X és Y kozott a korrelacids egyutthiadilyen kapcsolatot mutat a
korrelacios egyutthatoMa,S koncentracio és az elkeszilt papir mennyiségétktz

(c) lllessziink linearis gorbét a legkisebb négyzeteksmérével a pontokra, majd rajzoljuk be
az egyenest a pontokhoz!

(d) Vajon hany tonna papirt gyartanak azon anapon,@mailpépes folyadéka,S
koncentraciéja 950 gram/liter, ha a tendencia zatlan?

(e) Szamoljuk ki a mérési adatok és az illesztet@direegorbe kozotti eltéréseket, majd
rajzoljuk fel ezek hisztogrammjat!

(H Szamoljuk ki az eltérések atlagat és szorasardiak be az eltérések hisztogramjanak
abrajaba a 0 varhato értéés az eltérésekkel azonos szérasu normal elcszla®g
fluggvényét!

(g) Vajon normal eloszlast kévetnek-e az eltéréselantdrhato ertekketr=0.05
szignifikancia szinten?

AAl17.11.19. feladz

Egy utazo6 Ugynok az év 10 honapjat a termékeiraddsiaval toltotte.

Feljegyezte minden hénapban, hogy mennyi kilomé€¥xtaltozo) tett meg és mennyi volt az
UzletkotésBl szarmazdé bevétele (Y valtozod) ezer Ft.-ban.

Az adatok a kovetkeik

X:=[1370, 1050, 980, 1770, 1340, 1560, 2110, 134@0,1670]

Y:=[ 2240,1800, 1900, 2200, 2300, 2300, 2500, 22000, 2200]

(@) Vizsgaljuk meg a lineéris korrelacié szorossagaitazott km-ek mennyisége
és a bevétel mértéke kdzott!



(b) Szamitsuk ki ax =a + b-Xlinearis trend 'a’ és 'b' egyutthatait!
(c) Rajzoljuk fel a pontokat és az egyenest azonostko@tarendszerben!
(d) Vizsgaljuk meg, hogy a mért adatok és a linearis illesztéslszamolt Y adatok eltérése

normal eloszlast kdvet-e nulla varhaté értekkel Si4negbizhatdésagi szinten! Rajzoljuk fel
az eltérések hisztogramjat!

AA17.11.20. feladz

Egy kisérlet soran feltételezték, hogy az anyagbatitas segitségével tavozé anyag
mennyisége (Y) gramokban dsszefligg a szaritégeldX, éraban). Mértek 10 szaritassal
kapcsolatos anyag csokkenési tomeget gramokbaidélna szaritasi éd 6rakban. Az
adatok a kovetkeéik

X:=[2.5, 3.0, 3.5, 4.0, 4.5, 5.0, 5.5, 6.0, 6.8)]7.
Y:=[4.3,15,1.8,4.9,4.2,4.8,5.8,6.2, 7.0]7

(a) Vizsgaljuk meg a linearis korrelacio szorossagsdaitasi id €s az eltavozott anyag
mennyisége kozott!

(b) Szamitsuk ki ax =a + b-Xlinearis trend 'a’ és 'b' egyutthatait!

(c) Rajzoljuk fel a pontokat és az egyenest azonosdha@tarendszerben!

(d) Vizsgaljuk meg, hogy a mért adatok és a linearis illesztéslszamolt Y adatok eltérese

normal eloszlast kdvet-e nulla varhatd értekkel S94negbizhatdésagi szinten! Rajzoljuk fel
az eltérések hisztogramjat!

V ETIET

Az alabbi tablazat 26 mérési adatpart tartalmszeaonalis atlagos talajviz szintre (X)
[méterben] és a hozzatartozo atlagos terméshozaffeonna/hektarban] vonatkozoan.

X =1[0.15,0.20,0.20,0.25,0.25,0.32,0.40,0.40,0.43,1.45,0.47,0.50,0.50,0.60,0.65,0.65,
0.70,0.70,0.75,0.90,0.90,0.91,1.00,1.05,1.08]

Y =[4.0,45,3.0,4.0,3.7,3.5,5.0,4.5,45,4.8355.2,4.0,4.5,6.0,4.5,5.7,5.0,5.3,5.5,4.7,5.0,
4.5,5.7,5.5]

(a) Abrazolja az 6sszetartozo talajviz szint és amyat terméshozam értékeket a sikon a
Statistics csomag ScatterPlot eljarasaval!

(b) Szadmolja ki X és Y kozott a korrelacids egyutthiakdilyen kapcsolatot mutat a
korrelacios egyutthaté a talajviz és a terméshdaaiitt?

(c) lllesszen linearis gorbét a legkisebb négyzetedlsnérével a pontokra, majd rajzoljuk be
az egyenest a pontokhoz!

(d) Mekkora talajviz névekedés eseténanterméshozam 1 tonna/ha-ral?

(e) Szamolja ki a megadott terméshozamok és az dtditearis gorbe alapjan szamolt
eltéréseket, majd rajzoljuk fel ezek hisztogrammjat

(f) Szamolja ki az eltérések atlagat és szorasatoRajze az eltérések hisztogramjanak
abrajadba a 0 varhato érté&s az eltérésekkel azonos szérasu normal elasiziéseg
fuggvenyét!

(g) Vajon normal eloszlast kdvetnek-e az eltéréselarvdlrhato értékkat=0.05
szignifikancia szinten?

(h) Szamitsuk ki a terméshozamok (Y) legkisebb, legoblyértékét, terjedelmét, atlagat,
korrigdlt szérasat, méduszéat és medianjat!

() Rajzolja fel a terméshozamok valtakozaséat az gallaés a kvartilisekkel egyditt! (4 pont)
() Rajzoljuk fel kozos koordinatarendszerben a term&simok gyakorisag hisztogramjat és
annak a normal eloszlasnakiaiség figgvényeét, melynek varhato érteke és szorasa
megegyezik a megadott Y étekek atlagaval és stdrszd@rasaval! (3 pont)

(k) Vizsgéljuk meg, hogy a terméshozamok normal ekssHovetnek-e=0.05 szignifikancia
szinten, ha 10 egyehtészre osztjuk a terjedelmet!

() Adjuk meg a terméshozam atlagara 95%-0s megbihgiickétoldali konfidencia
intervallumot!

Teszteljik a



H,: az atlagos terméshozam hektaronkent 5 tonnaéziisb 95% megbizhatésaggal teljesl-
e?

(m) Hany mérést kellene végezni, ha az atlag korisgplés minusz iranyban) L=0.25
tonna/ha (tehat 6sszesen 0.5 t/ha) hosszusagw&aonia intervallumot szeretnénk kapnt
0.05 hibaszinten.

AA17.11.22. felads

Megmerték 19 iskolas koru (11 éiiL5 éves korl) gyermekek X magassagat (inchbeay és
Y testsulyat (poundban)! Az aldbbi adatokat kaptak.

X =1[69.0,56.5,65.3,62.8,63.5,57.3,59.8,62.5,689,51.3,64.3,56.3,66.5,72.0,64.8,67.0,
57.5,66.5]

Y =[112.5,84.0,98.0,102.5,102.5,83.0,84.5,112.9,89.5,50.5,90.0,77.0,112.0,150.0,128.0,
133.0,85.0,112.0]

(a) Abrazolja az 6sszetartoz6 magassag €és testsake&st a sikon a Statistics csomag
ScatterPlot eljarasaval!

(b) Szadmolja ki X és Y kozott a korrelacids egyutthiakdilyen kapcsolatot mutat a
korrelacios egyutthatdé a magassag é€s a testsubitRoz

(c) lllesszen linearis gorbét a legkisebb négyzetedlsnérével a pontokra, majd rajzoljuk be
az egyenest a pontokhoz!

(d) Mekkora magassag novekedés esetea testsuly 10 poundot?

(e) Szamolja ki a megadott testsuly és az illesziaikris gorbe alapjan szamolt testsulyok
kozotti eltéréseket, majd rajzolja fel ezek hisrsmgmijat!

() Szamolja ki az eltérések atlagat és szorasatoRajze az eltérések hisztogramjanak
abrajadba a 0 varhato érté&s az eltérésekkel azonos szérasu normal elasiziéseg
fuggvenyét!

(g) Vajon normal eloszlast kdvetnek-e az eltéréselarvdirhatd értékkeb=0.05
szignifikancia szinten?

(h) Szamitsuk ki a testsuly legkisebb, legnagyoblkéttdéerjedelmét, atlagat, korrigalt
szoraséat, moéduszat és medianjat!

() Rajzolja fel a testsuly véaltakozaséat az atlaggal &vartilisekkel egydtt!

() Rajzoljuk fel kbzos koordinatarendszerben a tégigyakorisag hisztogramjat €s annak a
normal eloszlasnak didiseg fuggvenyét, melynek varhato értéke és szoragagyezik a
megadott testsuly atlagaval és standard szordsaval

(k) Vizsgaljuk meg, hogy a testsulyok normal eloszkéstetnek-en=0.05 szignifikancia
szinten, ha 10 egyehtészre osztjuk a terjedelmet!

() Adjuk meg a testsuly atlagara 95%-0s megbizhatokétpldalt konfidencia intervallumot!

Teszteljuk, a
H,: az atlagos testsuly 110 (pound)

hipotézist 95% megbizhatdésaggal teljesil-e?

(m) Hany gyerek testsulyat kellene megvizsgalni, hatkg koril (plusz és minusz
irAnyban) L=8 pound (tehat 6sszesen 16 pound) heég# konfidencia intervallumot
szeretnénk kapmi = 0.05 hibaszinten.

v
Az alabbi tablazat 15 ember lab (X) és kéz (Y)et&rmutatja inch mértékegységben.
X =9.00, 8.50, 9.25, 9.75, 9.00, 10.00, 9.50, 99085, 9.50, 9.25, 10.00, 10.00, 9.75, 9.50
Y =6.50, 6.25, 7.25, 7.00, 6.75, 7.00, 6.50, 77000, 7.00, 7.00, 7.50, 7.25, 7.25, 7.25
(a) Abrazolja az 6sszetartoz6 labak és kezek mémetdkon a Statistics csomag ScatterPlot
eljarasaval!
(b) Szamolja ki X és Y kozott a korrelacios egyitthialdityen kapcsolatot mutat a
korrelacios egyutthatd a labak és kezek méretetik®bzo
(c) lllesszen linearis gorbét a legkisebb négyzetedlsnérével a pontokra, majd rajzoljuk be



az egyenest a pontokhoz!

(d) Mekkora lab novekedés eseténankéz 1 inch -el?

(e) Szamolja ki a megadott kéz és az illesztett lisegirbe alapjan szamolt kéz méretei
kozotti eltéréseket, majd rajzoljuk fel ezek higgonmjat!

() Szamolja ki az eltérések atlagat és szérasatoRajae az eltérések hisztogramjanak
abrajaba a 0 varhato értéés az eltérésekkel azonos szérasu normal elcszlz®g
fluggvényét!

(9) Vajon normédl eloszlast kdvetnek-e az eltéréselantdrhato értékkeb=0.05
szignifikancia szinten?

(h) Szamitsuk ki a kéz méretek legkisebb, legnagyotdiét, terjedelmét, atlagat, korrigalt
szorasat, moduszat és medianjat!

() Rajzolja fel a kéz méretek valtakozasat az atle@ga kvartilisekkel egytt!

()) Rajzoljuk fel kdzos koordinatarendszerben a kézeteérgyakorisag hisztogramjat és
annak a normal eloszlasnakiaiseg fuggvenyét, melynek varhato értéke és szérasa
megegyezik a megadott kéz méretek atlagaval édatdiszorasavall

(k) Vizsgaljuk meg, hogy az kéz méretek normal elosXagetnek-ex=0.05 szignifikancia
szinten, ha 10 egyahtészre osztjuk a terjedelmet!

() Adjuk meg a kéz méretek atlagara 95%-o0s megbighgtokétoldalt konfidencia
intervallumot!

Teszteljuk, a

H,: az atlagos kézméret 7 (inch)

hipotézist 95% megbizhatbésaggal teljesul-e?

(m) Hany ember kezét kellene megvizsgalni, ha az &thadl (plusz és minusz irdnyban) L=
0.15 inch (tehat 6sszesen 0.3 inch) hosszusagidienieia intervallumot szeretnénk kajors
0.05 hibaszinten.

v
A "Journal of Sound and Vibration" folyéirat (Vdl51, 1991, pp. 383—394) szamaban
tanulmanyoztak, hogy a zaj (X) mértéke a fulekeregetil az (Y) magas vérnyomasra
novekwleg hat-e? Az alabbi tablazat 20 kilonb&mber mérési adatait rogziti, melyben X a
hanghatas mértéke decibel-ben mérve és Y a megfe@datyomas ndvekedés a hang hatasara
higanymilliméterben mérve!
X =60, 63, 65, 70, 70, 70, 80, 90, 80, 80,85,%8,90, 90, 90, 94, 100, 100, 100]
Y=J1,0,1,2,5,1,4,6,2,3,5,4,6, 8, 4759, 7, 6]
(a) Abrazolja az 6sszetartoz6 zaj és vérnyomas noéskédékeit a sikon a Statistics csomag
ScatterPlot eljarasaval!
(b) Szamolja ki X és Y kozott a korrelacios egyitthiaidtyen kapcsolatot mutat a
korrelacios egyutthato a zaj és a vérnyomas noéeskkolzott?
(c) lllesszen linearis gorbét a legkisebb négyzetedlsnérével a pontokra, majd rajzoljuk be
az egyenest a pontokhoz!
(d) Mekkora zaj novekedés esetghawvérnyomas értéke 1 higanymilliméterrel?
(e) Szamolja ki a megadott vérnyomas novekedés éteazttt linearis gorbe alapjan szamolt
vérnyomas novekedeés kozotti eltéréseket, majdljakztel ezek hisztogrammjat!
() Szamolja ki az eltérések atlagat és szorasat! Rajze az eltérések hisztogramjanak
abrajaba a 0 varhato értéés az eltérésekkel azonos szérasu normal eloszla®g
fluggvényét!
(9) Vajon normal eloszlast kbvetnek-e az eltéréselarndirhatd értékkeb=0.05
szignifikancia szinten?
(h) Szamitsuk ki a vérnyomas névekedés legkisebb, tgarid ertékét, terjedelmét, atlagat,
korrigalt szérasat, moduszat és medianjat!
() Rajzolja fel a vérnyomas ndvekedés valtakozasatlaggal és a kvartilisekkel egytt!
() Rajzoljuk fel k6zds koordinatarendszerben a venmy® ndvekedés gyakorisdg



hisztogramjat és annak a normal eloszlasnakiség fliggvényét, melynek varhato értéke és
szoradsa megegyezik a megadott vérnyomas novekdthisaval és standard szorasaval!

(k) Vizsgaljuk meg, hogy a vérnyomés novekedések nioefoazlast kovetnek-e=0.05
szignifikancia szinten, ha 10 egyémészre osztjuk a terjedelmet!

() Adjuk meg a vérnyomas novekedes atlagara 95%-gbizigatosagu kétoldalu konfidencia
intervallumot!

Teszteljuk, a

H,: az atlagos vérnyomas névekedes 3 (higanymilémé

hipotézist 95% megbizhatdésaggal teljesil-e?

(m) Hany ember vérnyomas novekedését kellene megilirisha az atlag koril (plusz és
minusz irdnyban) L=1 higanymilliméter (tehat 6s&re® higanymilliméter) hosszusagu
konfidencia intervallumot szeretnénk kapn# 0.05 hibaszinten.

AA17.11.25. felads

A testsuly (X) és a szisztolés vérnyomas (Y) adatérték 26 véletlenszgen valasztott férfi
esetén, akiknek a kora 25 év 30 év kozott voltékadezzik, hogy a testsuly és a vérnyomas
normal eloszlasu.Az eredményeket az alabbi tabranédtja

Test suly (X) kg-ban: 82.5,83.5,90,77.5,8065,95,105,100,74.5,79,84.5,85,86,79.5,84,
87,91.5,107.5,97.5,90,71.5,120,117.5,96,93.5

Szisztolés vérnyomas (Y) Hg mm-ben 130,133,18)1521,146,150,140,148,125,133,135,
150,153,128,132,149,158,150,163, 156,124,170, 165, 1159

(a) Abrazolja a pontokat a Statistics csomag Scatedharasaval!

(b) Szadmolja ki X és Y kdzott a korrelacids egyutthiakdilyen kapcsolatot mutat a
korrelacios egyutthatd a testsuly és a vérnyomastkd

(c) lllesszen linearis gorbét a legkisebb négyzeteksnéetvel a pontokra, majd rajzolja be az
egyenest a pontokhoz!

(d) Atlagosan mekkora testsuly névekedés esetéaksiik a vernyomas 1 Hgmm-t? (1 pont)
(e) Szamolja ki a mérési adatok és az illesztedidliis gorbe kozotti eltéréseket, majd rajzolja
fel ezek hisztogrammijéat! (2 pont)

() Szamolja ki az eltérések atlagéat és szérasd@tdia be az eltérések hisztogramjanak
abrajaba a 0 varhato értéés az eltérésekkel azonos szérasu normal elcszla®g
fuggveényét! ( 2 pont)

(9) Vajon normal eloszlast kbvetnek-e az eltérgsdla varhato ertékkel

> alpha;=0.05 szignifikancia szinten?

AAl17.11.26. felads

Egy utazo6 Ugynok az év 10 honapjat a termékeiraddsiaval toltotte.

Feljegyezte minden hénapban, hogy mennyi kilomé€¥xtaltozo) tett meg és mennyi volt az
UzletkotésBl szarmazé bevétele (Y valtozod) ezer Ft.-ban.

Az adatok a kovetkék

X:=[1370, 1050, 980, 1770, 1340, 1560, 2110, 134@0,1670]

Y:=[ 2240,1800, 1900, 2200, 2300, 2300, 2500, 22000, 2200]

(a)Vizsgaljuk meg a lineéris korrelacié szorossagatitazott km-ek mennyisége és a bevétel
mérteke kozott!

(b) Szamitsuk ki a¥=a + b-Xlinearis trend 'a’ és 'b' egyutthatoit!

(c) Rajzoljuk fel a pontokat és az egyenest azéwosdinatarendszerben!

(c) Vizsgaljuk meg, hogy a mért Y[k] adatok ésreefiris illesztéshl szamolt Y adatok
eltérése normal eloszlast kdvet-e nulla varhatk&el 95%-0s megbizhatdségi szinten!
Rajzoljuk fel az eltérések hisztogramjét!

AA17.11.27. felads

Egy kisérlet soran feltételezték, hogy az anyagbatitas segitségével tavozé anyag
mennyisége (Y) gramokban dsszefligg a szaritdgeldX, éraban). Mértek 10 szaritassal



kapcsolatos anyag csokkenési tomeget gramokbaidélna szaritasi éd 6rakban. Az
adatok a kovetkeéik

X:=[2.5, 3.0, 3.5,4.0,4.5,5.0,5.5, 6.0, 6.9)]7.
Y:=[4.3,15,1.8,4.9,4.2,4.8,5.8,6.2, 7.0]7

(a) Vizsgaljuk meg a linearis korrelacié szorossagsearitasi iél és az eltavozott anyag
mennyisége kozott!

(b) Szamitsuk ki a¥=a + b-Xlinearis trend 'a’ és 'b' egyutthatait!

(c) Rajzoljuk fel a pontokat és az egyenest azéwosdinatarendszerben!

(c) Vizsgaljuk meg, hogy a mért Y[k] adatok ésreefris illesztéshl szamolt Y adatok
eltérése normal eloszlast kovet-e nulla varhatkiel 95%-0s megbizhatdsagi szinten!
Rajzoljuk fel az eltérések hisztogramjat!

AAl17.11.28. felad:

Az alabbi tablazat 24 haz eladasat és az elada®ues szinten befizetett add mértékét
tartalmazza ezer dollarban.

Eladasi arak( ezer $-ban) X:=[25.9,29.5,27.9,29.9,29.9,30.9,28.9,35.9,31.5,31.0,30.9,
30.0,36.9,41.9,40.5,43.9,37.5,37.9,44.5,37.9,36.9,85.8]

Eves ad6 (ezer $-ban ) : Y:=[4.9176,5.0208,4.548973,5.0597,3.8910,5.8980,5.6039,
5.8282,5.3003,6.2712,5.9592,5.0500,
8.2464,6.6969,7.7841,9.0384,5.9894,7.5422,8.795336,8.3607,8.1400,9.1416]

a) Abrazolja a hazak eladasi arat és a befolyt addékének pontjait a sikonStatistics
csomagScatterPlot eljardsaval!

(b) Szadmolja ki X és Y kdzott a korrelacids egyutthiakdilyen kapcsolatot mutat a
korrelacios egyutthaté a hadzak ara és a befizdétkozott?

(c) lllesszen linearis gorbét a legkisebb négyzetedlsnérével a pontokra, majd rajzoljuk be
az egyenest a pontokhoz!

(d) Mekkora haz esetén lesz az ado mértéke 7 ezer $ ?

(e) Szamolja ki a megadott adok és az illesztett lisggrbe alapjan szamolt adok kozotti
eltéréseket, majd rajzoljuk fel ezek hisztogrammjat

(f) Szamolja ki az eltérések atlagat és szoradsatoRajze az eltérések hisztogramjanak
abrajaba a 0 varhato érté&s az eltérésekkel azonos szérasu normal eloszla®g
fuggvenyét!

(9) Vajon normal eloszlast kbvetnek-e az eltéréselarndirhatd értékketr=0.05
szignifikancia szinten?

(h) Szamitsuk ki az ad6 legkisebb, legnagyobb értéddedelmét, atlagat, korrigalt szérasat,
mdbduszat és medianjat!

(i) Szamitsuk ki azt az adot, amelynél kevesebbetfézattek illetve melynél tébbet 6-an
fizettek (az also és fdélkvartilishez, hasznalja a Quartile eljarast)!

() Rajzolja fel a befizetett adok valtakozasat aagaghl és a kvartilisekkel egydtt!

(k) Rajzoljuk fel k6zos koordinatarendszerben az ad@kgrisag hisztogramjatt és annak a
normal eloszlasnak d@diség fuggvenyét, melynek varhato értéke és széragagyezik a
megadott addk atlagaval és standard szérasaval!

() Vizsgéljuk meg, hogy az adofizetés normal elogsXéset-eo=0.05 szignifikancia szinten,
ha 12 egyefdl részre osztjuk a terjedelmet!
(m) Adjuk meg az addfizetés atlagara 95%-0s megbizégtokétoldalli konfidencia
intervallumot!
Teszteljuk, az élirt
Hy: vartado 7 (ezer dollar)
hipotézist 95% megbizhatdsaggal teljesul-e?
(n) Mennyi ado fizetést kellene megvizsgalni, ha ggatorul (plusz €s minusz iranyban) L=



0.5 ezer $ (tehat 6sszesen 1 ezer $) hosszUusafidekania intervallumot szeretnénk kapni
= 0.05 hibaszinten.

AAl17.11.29. felad:

Az alabbi tabldzat 26 mérési adatpart tartalmszeaondlis atlagos talajviz szintre (X)
[méterben] és a hozzéatartoz6 atlagos terméshozgfhfeoonna/hektarban] vonatkozéan.
X =1[0.15,0.20,0.20,0.25,0.25,0.32,0.40,0.40,0.43,1.45,0.47,0.50,0.50,0.60,0.65,0.65,
0.70,0.70,0.75,0.90,0.90,0.91,1.00,1.05,1.08]
Y =[4.0,45,3.0,4.0,3.7,3.5,5.0,4.5,4.5,4.8355.2,4.0,4.5,6.0,4.5,5.7,5.0,5.3,5.5,4.7,5.0,
4.5,5.7,5.5]
a) Abrazolja az dsszetartozo talajviz szint és amgas terméshozam értékeket a sikon a
StatisticscsomagscatterPlot eljardsaval!
(b) Szadmolja ki X és Y kozott a korrelacids egyuttiiakdilyen kapcsolatot mutat a
korrelacios egyutthat6 a talajviz és a terméshdaaiitt?
(c) lllesszen linearis gorbét a legkisebb négyzetedlsnérével a pontokra, majd rajzoljuk be
az egyenest a pontokhoz!
(d) Mekkora talajviz nbvekedés eseténanterméshozam 1 tonna/ha-ral?
(e) Szamolja ki a megadott terméshozamok és az dtditearis gorbe alapjan szamolt
eltéréseket, majd rajzoljuk fel ezek hisztogrammjat
() Szamolja ki az eltérések atlagat és szérasatbRajae az eltérések hisztogramjanak
abrajaba a 0 varhato értéés az eltérésekkel azonos szérasu normal elcszla®g
fuggvenyét!
(9) Vajon normal eloszlast kbvetnek-e az eltéréselarndirhatd értékketr=0.05
szignifikancia szinten?
(h) Szamitsuk ki a terméshozamok (Y) legkisebb, legobly értékét, terjedelmét, atlagat,
korrigdlt szérasat, méduszéat és medianjat!
() Rajzolja fel a terméshozamok valtakozaséat az gallaés a kvartilisekkel egyuitt!
() Rajzoljuk fel kozos koordinatarendszerben a terrosimok gyakorisag hisztogramjat és
annak a normal eloszlasnakiaiség figgvényeét, melynek varhato érteke és szorasa
megegyezik a megadott Y étekek atlagaval és stdrsdarasaval!
(k) Vizsgéljuk meg, hogy a terméshozamok normal ekssHovetnek-e=0.05 szignifikancia
szinten, ha 10 egyahtészre osztjuk a terjedelmet!
() Adjuk meg a terméshozam atlagara 95%-0s megbizmidsttoldalt konfidencia
intervallumot!
Teszteljuk, a

H,: az atlagos terméshozam hektaronkent 5 tonna

hipotézist 95% megbizhatdésaggal teljesuil-e?

(m) Hany mérést kellene végezni, ha az atlag korisgplés minusz iranyban) L=0.25
tonna/ha (tehat 6sszesen 0.5 t/ha) hosszusagw&aonia intervallumot szeretnénk kapns
0.05 hibaszinten.

AAl17.11.30. feladz

Mérték a vas darabokidiségét (X) és vas tartalmat (Y). Az eredményeketialabi tdblazat
mutatja

Sirtiség (X) : 2.8,2.9,3.0,3.1,32,3.2,33,34

Vas tartalom (Y) 27, 23,30, 28, 30, 34, 33, 30
(a) Abrazoljuk a pontokat a Statistics csomag 8datot eljarasaval!
(b) Szamoljuk ki X és Y kdzott a korrelacids eghatbt! Milyen kapcsolatot mutat a
korrelacios egyutthaté a vas tartalom éfirés®eg kozott?
(c) lllessziink linearis gorbét a legkisebb négykzetédszerével a pontokra, majd rajzoljuk be
az egyenest a pontokhoz!
(d) Vajon mennyi a vas tartalma annak a darabnakymek siriisége 4, ha a tendencia



valtozatlan?

(e) Szamoljuk ki a mérési adatok és az illesziteddris gorbe kozotti eltéréseket, majd
rajzoljuk fel ezek hisztogrammijét!

() Szamoljuk ki az eltérések atlagat és szordRajzoljuk be az eltérések hisztogramjanak
abrajaba a 0 varhato értéés az eltérésekkel azonos szérasu normal elcszlz®g
fuggvenyét!

(9) Vajon normél eloszlast kdvetnek-e az eltérésdla varhato értékket=0.05
szignifikancia szinten?

AA17.11.31. felads

Egy kémiai desztillacios folyamatban mérték a folgh eredmeényeként kapott oxigén
tisztasagat (Y, %-ban) és a desztillatorban jeléntzénhidrogén szintet (X). A megfdiel
mérési eredményeket megadtuk az alabbi két listaban

X:=[0.99,1.02, 1.15, 1.29, 1.46, 1.36, 0.87,31.2.55, 1.40,1.19, 1.15, 0.98, 1.01, 1.11,
1.20, 1.26, 1.32, 1.43, 0.95]

Y:=[90.01, 89.05,91.43,93.74,96.73 ,94.83.59 , 91.77,99.42 , 93.65, 93.54 , 92.52 ,
90.56 , 89.54 , 89.85, 90.39, 93.25, 93.4198487.33]

(a) Abrazoljuk a pontokat a Statistics csomag 8datot eljarasaval'

(b) Szamoljuk ki X és Y kozott a korrelacios eghatot! Milyen kapcsolatot mutat a
korrelacios egyitthatd a szénhidrogén szint épatkaxigén tisztasaga kozott?

(c) lllessziink linearis gorbét a legkisebb négykzetédszerével a pontokra, majd rajzoljuk be
az egyenest a pontokhoz!

(d) Vajon Y=1% oxigén tisztasag novekedeést atlagesannyi X szénhidrogén szint valtozas
eredményez?

(e) Szamoljuk ki a méreési adatok és az illesziteddris gorbe kozotti eltéréseket, majd
rajzoljuk fel ezek hisztogrammijét!

(f) Szamoljuk ki az eltérések atlagat és szordajroljuk be az eltérések hisztogramjanak
abrajadba a 0 varhato érté&s az eltérésekkel azonos szérasu normal elasiziéseg
fuggvenyét!

(g) Vajon normal eloszlast kbvetnek-e az eltérgsdla varhato ertékket=0.05

szignifikancia szinten?

(h) Hatdrozzunk meg az oxigén tisztasag atlag éreé85%-os megbizhatdsaggal kétoldalu
konfidencia intervallumot! A feltételezett 93% {dHzepes) szint benne van- e ebben a
megbizhatdsagi intervallumban?



