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Matematika praktikum I.
V¥ 1. Halmazok

V¥ Feladatok

1. Feladat

LegyenA := {2;3;4},B = {2;5;6},C := {5;6;2} ¢sE :== {6}. Dontse el, hogy a
kovetkezo allitasok koziil melyek igazak!

a)4€C b6€E ¢)B=C d)A=B

Megoldas:

\ 4
[> A:={2,3,4};
i A:=1{2,3,4} (1.1.1.1)
[> B:={2,5,6};
i B:={2,56)} (1.1.1.2)
[> c:={5,6,2};
i C:={2,56)} 1.1.1.3)
[> E:={6};
i E:={6} (1.1.1.4)
> member (4,C) ;
i false (1.1.1.5)
> member (6 ,E) ;
i true (1.1.1.6)
[> evalb (B=C) ;
i true (1.1.1.7)
[> evalb (A=B) ;
i false (1.1.1.8)

2. Feladat

LegyenA := {a; b; c},B := {a; b; d}, C := {e; f; h}. Dontse el, hogy a kovetkezd allitasok
koziil melyek igazak!

ay)a €A bceB c¢)A=B d)A=C

Megoldas:

> A:={a,b,c};
A:={ab,c} (1.1.2.1)



[> B:={a,b,d};
i B:={a, b, d} (1.1.2.2)
[> Cc:={e,£,h};
i C:={ef,h} (1.1.2.3)
> member (a,A) ;
i true (1.1.2.4)
> member (c,B) ;
i false (1.1.2.5)
[> evalb (A=B) ;
i false (1.1.2.6)
> evalb (A=C) ;
i false (1.1.2.7)
3. Feladat
2 J—
LegyenA := {az ):( — 11 =0 egyenlet egész gyokei}, B := {azx —1 > 0 egyenl6tlenség

legkisebb egész megoldasa}, C := {a 0 =3 X + 6 egyenlet megoldasa} ¢sE := {1}.
Adja meg a fenti halmazok elemeit! Valassza ki koziiliik az egyenlé halmazokat!

Megoldas:

\ 4
> el:=(x*2-1)/(x-1);

x2 —1
] eli=- — (1.1.3.1)
[> A:={solve ((1.1.3.1),x) } ;
i A=1{-1} (1.1.3.2)
> e2 =x-1;
i e2:=x—1 (1.1.3.3)
[> B:={solve ((1.1.3.3),x) } ;
i B:={1) (1.1.3.4)
> e3 :=3%*x%x+6;
| e3:=3x+6 (1.1.3.5)
[> c:={solve ((1.1.3.5),%) } ;
i C:={-2) (1.1.3.6)
> E: ={1};
E:=={1} (1.1.3.7)



> evalb (A=B) ;
i false (1.1.3.8)
[> evalb (A=C) ;
i false (1.1.3.9)
[> evalb (A=E) ;
i false (1.1.3.10)
[> evalb (B=C) ;
i false (1.1.3.11)
> evalb (B=E) ;
i true (1.1.3.12)
[> evalb (C=E) ;
i false (1.1.3.13)
[
4. Feladat

Legyen A := {az X —4=0 egyenlet valos gyokei}, B := {az X —8x+15=0 egyenlet valos
megoldasai}, C := {az X +X—56=0 egyenlet valos megoldasai}, E := {az
x'—15% +80x* — 180 X + 144 =0 egyenlet megoldésai}. Adja meg a halmazok elemeit!

Megoldas:
\ 4

[> A:={solve (x*2-4,x)};

i A={-2,2} (1.1.4.1)
[> B:={solve (x*2-8*x+15,x) };
i B:={3,5} (1.1.4.2)
[> C:={solve (x*2+x-56)};
i C:={-8,7} (1.1.4.3)
B E:={solve (x*4-15*x~3+80*x*2-180*x+144 ,x) };

E:=1{23,4,6} (1.1.4.4)

5. Feladat
LegyenA := {a;e; i} ésB := {a; b; c}. Sorolja fel a AUB; ANB; A\B; B\A miiveletek
eredményeként kapott halmazok elemeit!

Megoldas:

> A:={a,e,i};
A:={aeli} (1.1.5.1)

|_> B:={a,b,c};
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i B:={ab,c} (1.1.5.2)
[> A union B;
i {a,b,c,e i} (1.1.5.3)
[> A intersect B;
L {a} (1.1.5.4)
[> A minus B;
i {e, i} (1.1.5.5)
[> B minus A;
i {b, c} (1.1.5.6)
| >

6. Feladat

Legyen A := {4, 2, %}, B = {az X +2Xx—8=0 egyenlet gyokei}. Sorolja fel az
AU B, AN B, A\ B, B \\ A halmazok elemeit!

Megoldas:
\ 4
[> B:={solve (x*2+2*x-8)};
] B:={-4,2} (1.1.6.1)
> A:={-4,2,5/3};
A= { 4.2, % } (1.1.6.2)
> A union B;
{ 4.2, % } (1.1.6.3)
> A intersect B;
| {-4,2} (1.1.6.4)
> A minus B;
5
_ { : } (1.1.6.5)
> B minus A;
{} (1.1.6.6)

7. Feladat
Sorolja fel az alabbi véges halmazok elemeit: A:= {x € N | X =4}, B:={x € Z||X=2};
C = {1, 3, 5}. Hatdrozza meg a fenti halmazok metszetét!

Megoldas:



[> A:={solve (x*2-4=0)};

i A=1{-2,2} 1.1.7.1)
[> B:={solve (abs(x)=2)};
i B:={-2,2} (1.1.7.2)
[> c:={1,3,5};

C:={1,3,5} 1.1.7.3)

> (A intersect B) intersect C;
{} (1.1.7.4)

8_. Feladat

Sorolja fel az alabbi véges halmazok elemeit: A:=={x € N | X = 16};B:={xe€Z||x=1};
C := {2,4, 6}. Sorolja fel az (AU B)\C, AN (BU C) halmazok elemeit!!

Megoldas:

\ 4

[> A:={solve (x*2-16=0)};
A=1{-4,4) (1.1.8.1)

[> B:={solve (abs(x)=1)};

i B={-1,1} (1.1.8.2)
> C:={2,4,6};
5 C:={2,4,6} (1.1.8.3)
B (A union B) minus C;

{-4,-1,1} (1.1.8.4)

[> A intersect (B union C) ;
{4} (1.1.8.5)

9_. _Feladat

Adottak az aldbbi halmazok: A := {a € Z | a’-4 =0},B:={b €Z|-3<b<3},C:={

c € N | c <7}. Sorolja fel az A, B, C halmaz elemeit, majd adja meg az alabbi halmazokat!
a) (AB)\C b) (AUB)\C ¢) (AB)NA\C) d) (AUB)\(BUC) e) (ANB)\C o)
(ANB)\(ANC)

Megoldas:
a) (AB)\C
\ 4
> A:={-2,2};
A={-2,2} (1.1.9.1)
> B:={-2,-1,0,1,2};
B={-2,-1,0,1,2} (1.1.9.2)



>C:={1,2,3,4,5,6,7};
i C=4{1,2,3,4,5,6,7} (1.1.9.3)
[> E:=A minus B;
L E:={} (1.1.9.4)
[> E minus C;
i {} (1.1.9.5)
b) (AUB)\C
\ 4
> F:=A union B;
i F={-2,-1,0,1,2} (1.1.10.1)
[> F minus C;
_ {-2,-1,0} (1.1.10.2)
| >
¢) (AB)N(AC)
\ 4
> G:=A minus C;
| G:={-2} (1.1.11.1)
[> E intersect G,
| {} (1.1.11.2)
| >
d) (AUB)\(BU C)
\ 4
> H:=B union C;
i H={(-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7} (1.1.12.1)
[> F minus H;
L {} (1.1.12.2)
e) (AN B)\C
\ 4
[> J:=A intersect B;
| J={-2,2} (1.1.13.1)
> J minus C;
L {-2} (1.1.13.2)
f) (ANB)\(ANC)
\ 4
> K:=A intersect C;
K:={2} (1.1.14.1)




L

|:> J minus K;

10. Feladat

Adottak az alabbi halmazok: A == {a € Z |a*-9=0},B == {b € Z|b* —2b* -3 b=0},
C = {c € N| c <4}. Sorolja fel az A, B, C halmaz elemeit, majd adja meg az alabbi
halmazokat!

a) (AB)\C b) (AUB)\C c¢) (AB)NAC) d) (AUB)\(BUC) e) (ANB)\C f)

(A

NB)\(ANC)

Megoldas:
a) (AB)\C

\ 4

b)
v

(¢}

\ 4

d)
\ 4

> A:={-3,3};

> C:={1,2,3,4};

> E:=A minus B;

> E minus C;

(AUB)\C

> F:=A union B;

[> F minus C;

>

) (AB)N(AC)

> G:=A minus (o

>

(AU B)\(BU C)

> H:=B union C;

> F minus H;

[> E intersect G,

{-2}

A:={-3,3}

> B:={solve (b"3-2*b”*2-3*b) };

B:={-1,0,3)
C:={1,2,3,4)
E={-3}

{-3}

F={-3,-1,0,3}

{-3,-1,0}

G={-3}

{-3}

H:=1{-1,0,1,2,3,4}

{-3}

(1.1.14.2)

(1.1.15.1)
(1.1.15.2)
(1.1.15.3)
(1.1.15.4)

(1.1.15.5)

(1.1.16.1)

(1.1.16.2)

(1.1.17.1)

(1.1.17.2)

(1.1.18.1)

(1.1.18.2)



e) (ANB)\C
\ 4
> J:=A intersect B;
| J:=4{3} (1.1.19.1)
> J minus C;
L {} (1.1.19.2)
f) (ANB)\(ANC)
\ 4
> K:=A intersect C;
| K:={3} (1.1.20.1)
> J minus K;
L {} (1.1.20.2)

V Hazi feladat

1. Feladat

Legyen A := {1;3; 5}, B := {4; 8; 10}, C :== {3; 8; 10} és E := {3,5,1}. Dontse el, hogy a
kovetkezo allitasok koziil melyek igazak!

a)4€B b6€A ¢)B=C d)A=E

2. Feladat

LegyenA := {a; b; c} ésB := {c; d; e}. Sorolja fel a AUB; ANB; A\B; B\A miiveletek
eredményeként kapott halmazok elemeit!

3. Feladat

Adottak az alabbi halmazok: A := {1;2;3;4},B := {1;4},C = {0; 1;2}. Adja meg az alabbi
halmazokat!

a) (AB)\C b) (AUB)\C ¢) (AUB)NA\C) d) (ANB)\(BUC) ¢) (ANB)UC )
(AN B)\(AU C)

Y 2. Elemi algebrai azonossagok

V¥ Feladatok
1. Feladat

Végezze el a kijelolt miiveleteket, rendezze a polinomot x novekvd hatvanyai szerint, majd
alakitsa szorzatta:

pi=(1—-2x°—(2x—1)°
(1—2%x)°—(@2x—1) (2.1.1)

Megoldas:




> expand(p)
| S2X+8X —8X (2.1.1.1)
> factor(p)
i 2x (2x—1)° (2.1.1.2)
[> restart
2. Feladat
Alakitsa szorzatta a kdvetkezd kifejezéseket:
a:= (x+y)2—x—y
(x+y)>—x—y 2.1.2)
b:=x*—x
xt—x (2.1.3)
C=X —y —Xx+y
X =y —x+y 2.1.4)
Megoldas:
\ 4
> factor(a)
i (x+y) (x+y—1) @.1.2.1)
> factor(b)
| x(x—1) (¢ +x+1) (2.1.2.2)
> factor(c)
(x—y) (C+xy—1+y") 2.1.2.3)

3_. _Feladat

Adja meg az alabbi két polinom 0sszegét, kiilonbségét, szorzatat €s hanyadosat a lehetd
legegyszeriibb alakban:

A:=2xX4+7x+3x

2X +7X +3x (2.1.5)
B:=x +3Xx
X+ 3 X (2.1.6)
Megoldas:
\ 4
(> A+B
i 2% +8X +6X (2.1.3.1)
(> A—B
i 2% 46X (2.1.3.2)
[> AB
i (22X +7x+3x) (xX¥*+3x) (2.1.3.3)
> expand(A-B)
i 2X +13x +24% + 9% (2.1.3.4)




A
> B
2X +7X +3x
i - +3x
o (A
> simplify| —
simp |fy( B )
L 2x+1
4. Feladat
Hatédrozza meg a kovetkez6 algebrai tortek dsszegét és hanyadosat!
(I —x)
Cli=——"~
X+1
1 —X
X+1
2
2= X=X)
X+1
X — X
X+1
Megoldas:
\ 4
[> C1+C2
I —X X — X
i X+1 X+1
> simplify(C1 + C2)
i I —x
C1
> —_—
C2
I —Xx
i X — X
Cl
> factor( 2 )
1
i X
>
5. Feladat
Hozza egyszeriibb alakra a kovetkezo kifejezést!
3
—x+x— =
X + X T+ x
N
1 —x+x —
1 +X
Megoldas:

3
> simplify| 1 —x +¢ — j
5|mp|fy( X+ X T +x

(2.1.3.5)

(2.1.3.6)

2.1.7)

(2.1.8)

(2.1.4.1)

(2.1.4.2)

(2.1.4.3)

(2.1.4.4)

(2.1.9)



1
H Ty (2.1.5.1)

6. Feladat

Alakitsa szorzatta a kdvetkezd algebrai tort szamlalojat és nevezdjét, majd egyszeriisitse a
tortet!

q = (X +4x—32)
x> —11x+28
2 J—
X +dx—32 2.1.10)
X*—11x+28
Megoldas:
\ 4
[> numer(q)
i X +4x—32 (2.1.6.1)
> factor(x* +4 x —32)
i (X+8) (x—4) (2.1.6.2)
> denom(q)
i x> — 11X +28 (2.1.6.3)
> factor(x* — 11 x + 28)
i (x—4) (x—7) (2.1.6.4)
> simplify(q)
X+ 8
| — (2.1.6.5)
7. Feladat
Szamitsa ki a kovetkezd kifejezés pontos értékét, ha x=-11/3!
2 X 2 X 8 X (X—2)
r:= — +
X+2  3x—6 Y _4 ¥ —4x
2 X 2 X 8 X
[x+2 3—6 T 2 _4 j (x=2)
(2.1.11)
R
Megoldas:
\ 4
L 2 X 2 X 8 X
>51mp11fy([x_|_2 3X_6+X2—4)j
4 X
] e 2.1.7.1)
> sim |ify(i (x—2))
P73 x—2
45 (2.1.7.2)
| 3
> factor(x* — 4 x)




i X (x—4) (2.1.7.3)
4
N (54
X(X—4)
4
] m (2.1.7.4)
4 11
>eval(3(x_4),x 3 )
4
| oy 2.1.7.5)
8. Feladat

Mutassa meg, hogy nincs olyan természetes szdmokbdl all6 szomszédos szamharmas, ahol a
kozéps6 szam reciprokanak kétszerese egyenld a két szElsé szam reciprokanak dsszegével!

Megoldas:
\ 4
A harom szomszédos természetes szam legyen x-1, x és x+1. A két sz¢€ls6 szam reciproka
1
1:=
' x—1
I (2.1.8.1)
— 1.8.
1
2= x+1
1
o (2.1.8.2)
>rl+r2
1 1
] X —1 + 1 (2.1.8.3)
. 1 1
> S|mpI|fy( —1 + 1 )
22 X (2.1.8.4)
i X —1
> solve[ 22X > 2]
X —1 X
i RealRange(Open(-1), Open(0)), RealRange(Open(1), ) (2.1.8.5)
> solve[ 22X < 2]
X —1 X
ak RealRange( - «, Open(-1)), RealRange(Open(0), Open(1)) (2.1.8.6)
9. Feladat

Adja meg a kovetkez0 kifejezést polinom alakban, és hatdrozza meg az egyiitthatok 6sszegét!
7
(2x+1)

Megoldas:

> expand((2x+1)7)
128 X" 4+ 448 X° + 672 X° 4560 x* + 280 x° + 84 x> + 14 X + 1 (2.1.9.1)



\ 4

> eval(128 X" + 448 x° + 672 X" + 560 x* + 280 x° + 84 x> + 14 x + 1, x=1)
2187 (2.1.9.2)

10. Feladat

Alakitsa szorzatta a kdvetkezd polinomot, és hatdrozza meg a t(x)=0 egyenlet gyokeit!
t(x) = x* =20 X’ + 140 X* — 400 x + 384

Megoldas:
\ 4
> t:=x'—20x 4 140 x> — 400 x + 384
| t:=x*—20x + 140 x* — 400 x + 384 (2.1.10.1)
> factor(t)
i (X—6) (x—2) (x—28) (x—4) (2.1.10.2)
> fsolve(t=0)
il 2.,4.6.,8. (2.1.10.3)

¥V Hazi feladat

1. Feladat

Egy derékszdgli haromszog befogdinak nagysagay/2n+1 ésy/2n (2n+ 1), aholn
természetes szam. Mutassa meg, hogy a haromszog atfogdja mindig természetes szam lesz!
Mekkorék a haromszog oldalai, ha n=4?

2. Feladat

Az m paraméter milyen értékei mellett lehet a 2 X +X+m polinombol (x — 3)-at kiemelni?

3. Feladat

(X =x>—x+1)

x4—2x2+1

Egyszertsitse a kovetkezd algebrai tortet:

3. Hatvanyozas, logaritmus

V Feladatok
1. Feladat

Négy darab 2-es szamjegybdl, miiveleti és egyéb matematikai jelek nélkiil nyolcféle
kiilonb6z6 szdmot lehet eldallitani. Melyek ezek a szamok? Tegye a nyolc szamot novekvd
sorrendbe!

Megoldas:
\ 4

2 2 22 22
A nyolc szam: 2222, 222% 22%% 227 2222 ¥ 27 7

> eval(222%)
49284 (3.1.1.1)




> eval(22%?)

i 341427877364219557396646723584 3.1.1.2)

[ 2

> eval(222 )

i 234256 (3.1.1.3)

> eval(2?%)

67399866667876599486667537717549076684092861056351431202759025623\(3.1.1.4)
04

2

> eval<222 )

49947976805055875702105555676690660891977570282639538413746511354\(3.1.1.5)
00594782111624992192489764901587153855723089794250596632716761\

0868612564900642816

> eval(2222)
...Integer too large for display... (3.1.1.6)

> with(numtheory) : Iength<2222)
1262612 (3.1.1.7)

22
> Tehat 2° egy 1262612-jegyd szam! Ez tobb, mint ahany
atom a csillagaszok szerint az egész univerzumban lehet!

2

> eval<22 )
65536 (3.1.1.8)
. .. . . 2 22 22 22
> A szamok novekvdé sorrendben:2222, 2227, 2° , 227, 227,

2 22
2222, 222 , 22

2. Feladat

Hatvanyozas azonossagainak segitségével hozza a lehet6 legegyszertibb alakra a kovetkezo
20".3°
(-5)*
27.21°
6
Megoldas:
\ 4

szamot:

> with(numtheory) : ifactor(20-3°)
8

(2)*(3)° (5)* (3.1.2.1)

4 55
> ifactor( 20™-3 j

(2)* (3)° (.1.2.2)

> ifactor(27-21%)

(2)7(3)(7)° (3.1.2.3)




3.

7 A16
> ifactor[ 2 21 J

76
i (2)"(3)° (3.1.2.4)
8 5
. @7 3))
(2)7(3)°
% (3.1.2.5)
Feladat

A Fold felszinének mintegy kétharmadat tengerek és dceanok boritjak, melyek atlagos

mélysége 3, 8 km. Becsiilje meg, hogy hany m’ életteriik van a tengeri ¢l6lényeknek, ha a Fold
sugarat 6370 km-nek vessziik, és a Foldet kdzel gomb alakunak tekintjiik!

Megoldas:
\ 4
4R —r
A gombov térfogata kozelitdleg: V = (f)n’ haR—r> 0.
_ -
> V = 4(R—|3)TE
3
Vi= % (4R —4P)n (3.1.3.1)
> R = 6370
| R := 6370 (3.1.3.2)
> r:= 6370 —3.8
i r=6366.2 (3.1.3.3)
2
> Il =V
EN
4.109340000 10° & (3.1.3.4)
> simplify(4.109340000 10° 1t
i 1.290987236 10° (3.1.3.5)

4.

Tehat az 6cednok térfogata kozelitdleg 1.290987236 10° knv, ami nr-ben:
> 1.290987236 10°-10°

i 1.290987236 10'® (3.1.3.6)
Feladat

Fejezze ki azA=B- ¢ képletbdl ak valtozot, haA, B, ¢ pozitiv szamok! Szamitsa ki k értékét,

ha A :=2-10,B := 6-10%, ¢c := 2, 718 ést := 5700 !
Megoldas:
\ 4
> A:=2.10"
A = 200000000000000000000000 (3.1.4.1)
> B:=6-10%
B := 600000000000000000000000 (3.1.4.2)




> c:=2.718
i c:=2.718 (3.14.3)
> t:= 5700
] t := 5700 (3.1.4.4)
> K e In(B) —In(A)
t-In(c)
k :=0.0001754567886 In(600000000000000000000000) (3.14.5)
i — 0.0001754567886 In(200000000000000000000000)
> simplify(k)
L 0.000192758984 (3.1.4.6)
5. Feladat

Hozza egyszerlibb alakra a kdvetkezd kifejezést, és allapitsa meg, hogy raciondlis, vagy

(2-2) +/ 2+v2) |

irracionalis szam-e: /

2+V2 2-J2

Megoldas:
v p—

> simplify[/ (2=y2) +/—(2+ﬁ) J

242 2-J2

i 22 (3.1.5.1)
| [> A szam irracionalis.
6. Feladat

2

Mennyi a pontos értéke a kovetkezd szdmnak: (\/ 16 +2\/§ —\/ 16-+ 220 ) ?
Megoldas:
4

> simpnfy( 16 +2J§)

i NEE (3.1.6.1)

> simplify( 16-+/ 220 )

; JIT =5 (3.1.6.2)

> simplity( (V5 +VTT) — (VT =v5))’)

20 (3.1.6.3)

7_. _Feladat

Mennyi a pontos értéke a kovetkezd szamnak:

I+ ~logy(175) + logs(15) + log(v28 ) -logy(42) 2

2
Megoldas:
> simplifY[ > 1754'215'\/% j

125 (3.1.7.1)



> simplify( logs(125) )
3 3.1.7.2)

8. Feladat

t

A régészeti leletek radiokarbon kormeghatarozasahoz hasznalt egyik Osszefiiggés: A = A,-2 T ,
ahol A, és A, méréssel meghatarozhato értékek, T a 14-es szénizotdp felezési ideje, 5570 év, t
pedig a vizsgalt anyag ¢letkora. Ha egy leleten elvégzett mérések alapjan A, =3 - A, akkor

milyen idds lehet a lelet?

Megoldas:
\ 4
1
Legyen A, =1, ez a feladat megoldasat nem befolyasolja. fgy3=2 T egyenletet kell
megoldanunk t-re! Fejezziik ki ebbol t-:
X
> solve(3 —7 3370 )
5570 1n(3)
—_— 3.1.8.1
i In(2) ( )
... (5570 In(3)
> mmpln‘y( —1n(2) j
5570 1n(3)
— .1.8.2
] n(2) (3.1.8.2)
A lelet 8828 éves.

9. Feladat

Egy gaz adiatikus (hdcsere nélkiili) allapotvaltozasat a

K—1

p

=all. egyenlet irja le, aholp a

gaz nyomasa, T a hdmérséklete, k pedig a gaz anyagi mindségére jellemz6 allando
(kompresszivitas). Mekkora a « értéke héliumra, ha annak egy adiabatikus folyamatban 69%-
kal n6 a nyomasa, mikdzben 23%-kal n6 a hémérséklete?

Megoldas:
\ 4
pK—l (169-p)K_1
A megoldand¢6 egyenlet: = - , ahol p és T adott értékek. Egyszertisités
T (1.23-T)"
Kk—1
utan kapjuk, hogy 1 = 169"
1.23"
> K= solve(1.23*=1.69""")
K:=1.651573223 (3.1.9.1)
A hélium kompresszivitasanak értéke tehat k := 1.651573223
10. Feladat

3
Fejezze kib segitségével log3( V 24 )-et, hab := log;(2)!
Megoldas:



> b :=log,(2)

_ In(2)
bi=105) (3.1.10.1)

> simplify(log, (V24 ) )
1 3In(2) +In(3)
In(3)

(3.1.10.2)

S expand( 31In(2) +1In(3) )

1
3 In(3)

+5 (3.1.10.3)

Tehat a kifejezés: b + %

YV Hazi feladat
1. Feladat

Szamitsa ki a kovetkezo kifejezés pontos értékét:

2+J_ /2+ 2+ /2+/2+\/2+ /2 /2+ 2+ !
2. Feladat

Igazolja a kovetkez0 egyenlbtlenséget: logs6 + log,7 + log,8 +loge5 > 1!

3. Feladat

A fényerbsség folyadékban a kovetkez6 képlet szerint valtozik: 1(d) = Io-ac| , ahol |, a
fényerdsség a folyadékban belépésnél, d a fény folyadékban megtett ttja, 1(d) a fényerdsség d
ut megtétele utan, a pedig a folyadék anyagi mindségére jellemzé fényelnyelési tényezo.
Milyen ut megtétele utdn csokken a fényerdsség az eredeti érték felére, tizedére, illetve 1%-ara
abban a folyadékban, amelynek fényelnyelési tényezdje 0,8?

VY 4. Kozépértékek, nevezetes egyenlotlenségek

¥V Feladatok
1. Feladat

Két pozitiv szam mértani kozepe 6-tal nagyobb a kisebb szamnal, és 1,5-del kisebb a két szam
szamtani kozepénél. Melyik ez a két szam?

Megoldas:
\ 4

Legyen a két szam x €és y, legyen X > V. A feltételeknek megfelel6 egyenletek ekkor:

LJYXy =y + 6 és LY Xy X+y —15

[> polynomials:={sqrt (xy) =y+6, sqrt(xy)=(x+y)/2+1.5}:
> fsolve( polynomials ) ;
{x=27.00000000, y =12.00000000 } 4.1.1.1)
[>




|_ A keresett két szam a 27 és a 12.

[> restart

2. Feladat

Bizonyitsa be, hogy tetszéleges X, y > 0 esetén 0x —Zi_ I = Ig( - —2i_ ) !
Megoldas:

4

1
A logaritmus azonossagait alkalmazva: ng_zHgy = Ig(zxy) =Ig(xy) 2 =lgy xy .

Az egyenl6tlenség tehat Igy xy < Ig ( XT—i_y ) alakra hozhat6. Mivel az X — 1g(X)
fliggvény szigorian monoton novekvd, az egyenlétlenség két oldalardl elhagyhato alg jel,
. . X+y . . . ; C e,

igy kapjuk, hogy/ xy < , ami a szamtani és mértani kozép nevezetes

2
| egyenldtlensége, minden pozitiv szdmra igaz.

3. Feladat

Mutassuk meg, hogy ha két pozitiv szdm szorzata nagyobb az 6sszegiiknél, akkor a két szam
Osszege nagyobb 4-nél!

Megoldas:
\ 4

A kovetkezd 0sszefiiggést kell bizonyitanunk: a,b > 0 esetén, haa-b > a + b, akkor
a+b>4.
Alkalmazzuk a harmonikus és szamtani kozépre vonatkozo egyenldtlenséget:

a+b S 2 ab ab

> _a+b.Mlvela-b>a+b,ezerta+b > 1.
a+b 2ab
. >
Tehat: > 2 1p >2 =a+b>4.
4. Feladat

Egy brilians értéke az m tomegének négyzetével aranyos: E(m) := 2 m’. Hogyan valtozik a
brilians értéke, ha két részre vagjuk? Milyen aranyu vagas esetén lesz a legnagyobb az
értekvaltozas?

Megoldas:
\ 4

Legyen az eredeti brilians tdmege egységnyi, azaz m =1 (ennek nagysaga nem befolyésolja
a két rész aranyat. A vagassal kapott két rész tomegei legyenek x és 1 — x. Ekkor a brilians

értéke: E(x) +E(1 —x) =2 X +2(1 —x)?
> expand(2 x* +2(1 —x)?)

4x+2—4x 4.1.4.1)
Az eltérés az eredeti brilians értékétol: 2 - (4 X +2 -4 X)
~4x+4x (4.1.4.2)

[> with(plottools):
[> with(plots):

> f(x) =-4x"+4x




| fr=x—-4xX>+4x (4.1.4.3)
> plot(£-2..2)

-2 -1 1 2

-20

> diff (-4x° +4x, x)
8x+4 (4.1.4.4)

> solve(-8x+4=0)
— (4.1.4.5)

A kiilonbség fliggvény maximuma tehat x = %-nél van, tehat a legnagyobb értékvesztést

akkor kapjuk, ha két egyenld részre vagjuk a brilidnst.

5. Feladat

: , , , . n+1\"
Igazoljuk, hogy minden 1-nél nagyobb n természetes szamra: n! < ( > ) .
Megoldas:
\ 4

Legyen n paros természetes szam. Ekkor definicio szerint
2

N=12-(n—1)-n=(1-n)-(2-(N—1))-..< (%) (%jz ,a

szdmtani és mértani kozép kozotti egynldtlenség miatt (=-ség csak abban az esetben lehet,
ha mindegyik szdm egyenld, de ez esetiinkben nem teljesiil). A jobb oldalon % egyforma

n
2

. 1+nY2 (24n—1)2 n+1Y)° n+11\"
szam Szorzata van, azaz: ( 2 . ( 2 ) R ( = ( .

Tehat




o (A0FLLY

Ha n péaratlan természetes szdm, akkor

12N —1)-n=(1-n)-(2-(n —1))-..- L < ( L+n )Z(MJZ

2 2 2
n+1
2
, vagyis van —— I "parunk", a kdzéps6 szam pedig egyediil van. Tehat az egyenlétlenség
2= _, n
jobb oldalan (nTH ) 2 = ( n ;_ ! ) all, azaz paratlan sok szamra is igaz az
| egyenldtlenség.
6. Feladat
Egy turista két oran keresztiil 4 E m sebességgel gyalogolt, majd a kdzeledd sotétedést
észrevéve a kovetkezo két oraban 6 E m sebességgel haladt. Mekkora utat tett meg 0sszesen?
Mekkora volt az atlagsebessége? Egy masik alkalommal 10 km-t 4 E m sebességgel tett meg, a
kovetkez6 10 km-t pedig 6 E m sebességgel. Mennyi ideig tartott a tura? Most mennyi volt az
atlagsebessége?
Megoldas:
\ 4
(> s1:=42
i s1:=8 (4.1.6.1)
> s2:=6-2
i s2:=12 (4.1.6.2)
S vl = (sl +5s2)
4
i vli=5 (4.1.6.3)
Elsd esetben az atlagsebesség: 5 km/h
10
> tl:= —
4
5
tl:= B3 (4.1.6.4)
I 10
> 2= —
6
5
t2 .= 3 (4.1.6.5)
I 20
> V2 =
Tt
V2= 25—4 (4.1.6.6)
n Masodik eseetben az atlagsebesség: 4.8 km/h.
7. Feladat

Van két diszgyertyank, mindkettd szabalyos négyoldali gula alaka. A magassaguk egyforma,



az alapjuk azonban kiilonb6zd: az egyiké 9 cm oldald, a mésiké 6 cm oldala négyzet. A két
gyertya egybeolvasztasaval egy szintén négyzetalapu gula alaku gyertyat szeretnénk késziteni,
amelynek magaséaga az eredeti gilak magassaganak kétszerese. Igazolja, hogy az 01j gyertya
alaptertilete a két eredeti gyertya alapteriiletének szamtani kozepe!

Megoldas:
\ 4
Legyen a két eredeti gyertya magassaga y, az 0ij gyertya alapéle pedig x. Ekkor:
2
> V1= 6—3‘1
i Vi=12y 4.1.7.1)
i 2
>v2e= )
i V2:=27y 4.1.7.2)
> V:i=V1+4+V2
i V:=39y 4.1.7.3)
| >
iy . 2 yx2 . A . . ,
Az 1j gyertya térfogata: V= 3 > ami egyenlo a két eredeti gyertya térfogatanak

2
Osszegével. Ebbdl y-nal egyszerutsitve kapjuk a 39 = 2TX egyenletet.

[~ 2
> solve[39 = 2TX j
—% V26, % V 26 4.1.7.4)
> simplify( (3 V26 ) )
17 4.1.7.5)
i 2
Az eredeti gyertyak alapteriileteinek szamtani kozepe pedig:
2, o2
s (67497
2
17 (4.1.7.6)
L 2
8. Feladat

Mely szamot irhatjuk az X helyébe, hogy az |x — 1.2] + [x — 2.1| + |X — 3.6| Osszeg a lehetd
legkisebb legyen? Mennyi ez a legkisebb érték?

Megoldas:
\ 4

,_&brézolva a kifejezést, mint fuggvényt :

| > with (plottools):

| > with(plots):

> f(X) = |x—12] +|x—=2.1] +|x —3.6]|

i fi=Xx—=x—12| +|x—=2.1] +|x — 3.6 4.1.8.1)
> plot(£-2..5)




12
11
10

W A U N S0 O

A grafikon alapjan a fliggvény minimuma X = 2.1-nél van. Ekkor a kifejezés értéke:

> eval(|x —1.2] +|x —=2.1] +|x — 3.6, x=2.1)
2.4 4.1.8.2)

9_. _Feladat

Hérom kiilonb6z0 pozitiv egész szam szorzata 24, koziiliik az egyik a masik kettd szamtani
kozepe. Melyek ezek a szdmok?

Megoldas:
\ 4
Legyen a hdrom szdm x, y,és z, legyenX <y < z. Ekkor a megoldand6 egyenletek:
; X+1z
X-y-z=24¢ésy= ,

A masodik egyenletbdl kifejezve y-t, €s behelyettesitve az els6be kapjuk, hogy
X-Z-(X+2)=48

XZ(X+2z)=48 4.1.9.1)
> solve( Xz (x+12z) =48)
z (4.1.9.2)
1 -2V 1927 1 24V +1927
X—E ; ,L=1], x——; . ,1=1 (4.1.9.3)

Vizsgaljuk meg az egész megoldasokat! A 48 primtényezds felbontasa:

> ifactor(48)
)4 (3) (4.1.9.4)
A 48 osztoi ezért: 1,2, 3,4, 6, 8, 12, 16, 24, és 48. Ezek koziil kell x és z egész értékeit
megtalalnunk (adjuk z értékének sorra az osztokat, és nézziik, mely érték(ek) mellett lesz x
egész), melyek a feltételeknek megfelelnek. .

|'> L= (1/2)* (-2°2 +sqrt(z°4 + 192%2)) /2



X1l:=—

4
{ 1 -7 +\/ZZ+1922 419.5)

2
eval(xl,z=4)
2 % J1024 (4.1.9.6)
simplify( 24 % J1024 )
2 (4.1.9.7)
A keresett harom szam X =2, =4, y = 3. ami a feltételeknek megfelel.

| [> restart

10. Feladat

Adott keriiletli téglalapok koziil melyiknek a legnagyobb a teriilete? Valaszat indokolja!

Megoldas:

\ 4

A téglalap oldalai legyenek x és y. Ekkor a téglalap kertilete k := 2(x +Y). A téglalap
tertilete t :== Xxy. Fejezziik ki a keriiletbdl az y oldalt:

y= % — X. Ezt behelyettesitve kapjuk, hogy t= X( g — X) .Ennek keressiik a maximumat.

Alkalmazzuk az X és ( 5 X) pozitiv szdmokra a mértani és szdmtani kdzépre

X+ (% - X) ]
5 = E, ami allando, tehat

akkor kapunk legnagyobb teriiletet, ha az =-ség teljesiil. Az egyenldség pedig

2

vonatkoz6 egyenldtlenséget: X( % — X) <

_(k_ oK L S S G
X= ( > X) esetben teljesiilhet csak, azaz: X e ekkory > 11 Tehat a

legnagyobb teriiletli téglalap adott keriilet esetén a négyzet.

V Hazi feladat

1. Feladat
1) (1),

Igazolja, hogy barmely valos X, y > 0 esetén " y >

2. Feladat

Hatarozza meg, milyen szamot kell x helyébe irni, hogy az

(x—1, 2)2 +(x—1, 4)2 + (x—3, 4)2 kifejezés a legkisebb legyen? Mennyi ez a legkisebb
érték?

3. Feladat

Hérom természetes szam koziil az egyik mértani kozepe a mésik kettdnek. A harom szam
Osszege 19, a legnagyobb ¢és a legkisebb kiilonbsége 5. Melyik ez a harom szdm?

V¥ 5. Relaciok, miiveletek, leképezések




V¥ Feladatok

1. Feladat
LegyenM, := {-1;1}, M, := {a;b;c}, €s M, := {a} . Hatarozza meg azM, x M,, M, x M;,

M, x M, és az M, x M, x M, halmazokat!

Megoldas:

\ 4

M, xM, ={(-1,a), (-1,b), (-1,¢), (1,a), (1,b), (1,¢)}

M, x My={(-1,a), (1,a)}

M, x M, = {(a, a), (b,a), (c,a)}

M xM,xM,={(-1,a,a), (-1,b,a), (-1,c,a), (1,a,a), (1,b,a), (1,c,a)}

2_. Feladat

Vizsgélja meg, milyen tulajdonsadgokkal (reflexiv, szimmetrikus, antiszimmetrikus, tranzitiv)
rendelkeznek a kovetkezd alaphalmazokon értelmezett relacok:

a) A:={ fiuk}, ol:= "X fivére Y-nak"

b) B:={adott sikbeli egyenesek}, 02:="e merdleges f-re"

¢) C:={emberek}, 03:="Z ugyanabban a honapban sziiletett, mint V"

d) D:={egész szamok}, o4:="|a - b| paros"

Megoldas:
\ 4

a) A ol relacio szimmetrikus, mivel ha X fivére Y-nak, akkor Y is fivére X-nek, minden X,

Y €A esetén.

b) A 02 relacié szimmetrikus, mivel ha e merdleges f-re, akkor f is meréleges e-re, minden

e,fEB esetén.

c¢) A 03 relacio reflexiv, mivel Z ugyanabban a honapban sziiletett, mint Z igaz minden

Z€C esetén; szimmetrikus, mivel ha Z ugyanabban a hénapban sziiletett, mint V, akkor V

is ugyanabban a honapban sziiletett, mint Z, minden Z,V €C esetén; tranzitiv, mivel ha Z

ugyanabban a honapban sziiletett, mint V, és V ugyanabban a honapban sziiletett, mint U,

akkor Z is ugyanabban a honapban sziiletett, mint U.

d) A 4 relacio reflexiv, mert |a — a| =0, ami paros szam; szimmetrikus, mivel

|a —b| =|b — a|] minden a,b€D esetén; tranzitiv, mivel

la—b|=2k, KEN)esetétna=b +2Kk, és|b —c| =21, 1€N), ekkor
_jJa—c|=|b+2k—c|=|b—c*+2k=|+21+2Kk =2 1=K szintén paros.

3. Feladat

A természetes szamok halmazan definialjuk a kovetkezé miiveleteket:a o b :== a +b +ab és

axb = a’> +b% Milyen tulajdonsaguak ezek a miiveletek (kommutativ, asszociativ,
idempotens)? Van-e neutralis elem valamelyik miiveletre nézve?

Megoldas:
\ 4

A omiivelet tulajdonségai:
1. kommutativ, azaza o b =b o a, mert a természetes szamok halmazan értelmezett
Osszeadas és szorzas kommutativ, tehata +b +ab=b 4+ a + ba.
2. asszociativ, azaz (aeb) ec=ac° (b e ), mivel
(aeb)ec=(a+b+ab)ec=a+b+ab+c+(a+b+ab).c=a+b+c+ab
+ac + bc + abc
¢s
aoc(bec)=aoc(b+c+bc)=a+b+c+bc+ab+c+bc)=a+b+c+ab
+ac + bc 4+ abc




3. nem idempotens, mertaca=a +a+a-a=2a-+ a’+a , barmely a € N esetén.
4. Neutralis elem o miiveletre nézve olyanu € [N, amelyre a o U =a, azaz
a +Uu+au=a, amely U=0 esetén barmely a € N-re igaz.
A *miivelet tulajdonsagai:
1. kommutativ, azaz a*b =b*a, mert a természetes szamok halmazan értelmezett

Osszeadas kommutativ, tehat a’+b’=b’+a’

2. asszociativ, azaz (a*b) *c=ax* (b*cC), mert a természetes szamok halmazan értelmezett
Osszeadas asszociativ, tehat (a2 + bz) +c?=a’+ (b2 + Cz) —a>+b*+ ¢

3. nem idempotens, merta*a = a’+a’=2a’# a, barmely a € N esetén.

4. Neutralis elem *miiveletre nézve olyan U € N, amelyre a*U =a, azaz a2+ u'= a, ami

ekvivalens az u* = a(l —a)egyenldséggel, amelynek nincs természetes szam megoldéasa
barmely a € N-re. Tehat *-ra nincs neutralis elem.

4_. Feladat

Algebrai miiveletek-e a kovetkezok (ha nem, miért nem):

a) egész szdmok halmazan az osztas?

b) pozitiv racionalis szdmok halmazan az osztas?

c) paros egész szamok halmazan a szamtani kozép képzése?

d) pozitiv paros szamok halmazan a legnagyobb koz06s osztd képzése?

Megoldas:
\ 4

a) nem, mert van olyan (a, b) € Z szampar, hogy % & Z. Példaul: a=2, b =3 esetén

2
— & 7.
3 &

b) igen
c) igen
_d)igen
5. Feladat

Bizonyitsuk be, hogy az els6 n darab paratlan szam 0sszege az n-dik négyzetszam,azaz
barmely n természetes szamra: 1 +3 +5 +...+ (2n—1) = n

Megoldas:
\ 4

Teljes indukcioval bizonyithatjuk az dsszegképletet:

1. 1épés: n=1-re 1 = 12 igaz.

2. 1épés létezik olyank € N, hogy 1 +3 +5+...+ (2k—1) = K (1), ekkor k + 1-re igaz-
e az Osszefliggés:

I1+3+5+..+R2k—=1)+2k+1)=?
Az egyenlOség bal oldaléra helyettesitsiik be (1)-t:

K+ (2k+1)
K 4+2k+1 (5.1.5.1)

> factor(k® +2k+1)
(k+1)° (5.15.2)

Ami a bizonyitandé osszefligés volt. igy Peano 5. axidmaja alapjan az 6sszefiiggés igaz
mindenn € N esetén.




6. Feladat

Bizonyitsuk be, hogy 1 +22 4324 4nP= n(n+1)-(2n+1)

6

, minden n természetes

szamra!

Megoldas:
\ 4

Teljes indukcioval bizonyithatjuk az dsszegképletet:
1-(14+1)(2-14+1)
6

2. 1épés létezik olyan k € N, hogy 1 +2% + 3% +...+ K =

1. 1épés: n=1-re 1 = igaz.

K-(k+1)-(2k+1

) .
G (i1), ekkor

k + 1-re igaz-¢ az Osszefiiggés:

1 +22+37+. + K+ (k+1)2=2

Az egyenl6éség bal oldaléara helyettesitsiik be (ii)-t:
k-(k+l)6-(2k+1) +(k+1)2

%k(k+1)(2k+1)+(k+1)2 (5.1.6.1)

> expand(%k(k-l—l) (2k+1) +(k+1)2)

LT, 3, 13
TR+ Sk (5.1.6.2)

Lo 3, 13
> factor(3 k™ + > K+ 6 k+1j
% (2k+3) (k+2) (K+1) (5.1.6.3)

Ami a bizonyitandé dsszefiiggés volt. gy Peano 5. axidmaja alapjan az 6sszefiiggés igaz
| _mindenn € N esetén.

7. Feladat
Definialjuk az a, sorozatot a kovetkezOképpen: a, == 3,a, . | ==a, + ﬁ Adjameg a
—4n
sorozat elsd 6 tagjat!
Megoldas:
\ 4
al = 3
3 (5.1.7.1)
5
a, =3+
2 1 —4.2°
8 (5.1.7.2)
3 1.7.
5
a, =a,+
S R
53
— 5.1.7.3
1 ( )




a, =a; + 1 _54_42
% (5.1.7.4)
5T AT 1—54-52
% (5.1.7.5)
BT —54-62
% (5.1.7.6)
8. Feladat

Hény egyenes huzhato a sikon n olyan ponton keresztiil, amelyek koziil semelyik 3 sem
kollinearis?

Megoldas:

V Nézzik a pontok ndvekvd sorrendjében az egyenesek szdmat!
1 pont esetén: e, =0 egyenes

2 pont esetén: €, = 1 egyenes

3 pont eseten: €5 =3 egyenes

4 pont esetén: e, = 6 egyenes

npont eseténe, =e, _, + (N — 1) egyenes, ahol e, _ | jelenti az el6z8 egyenesszamot.

n_
A rekurziv képletet adjuk meg explicit alakban is, visszafelé fejtve:
e,=€¢,_; +t(n=-1)=e,_,+(n=2)+(n—-1)=e,_5;+(n—=3)+(n—=2)+(n

—-1)=0+14+2+..+4(Nn=3)+(n—=2)+(n—1)

n-(n—1)

A szamtani sorozat 6sszegképlete alapjan e = 7

9. Feladat

frjuk fel a kovetkezo tizedes torteket kozonséges tort alakban: 0.91785, 0.42574257 ...,
1.2727 ...

Megoldas:
\ 4
_ 91785
0.91785 = 100000
_ 18357
0.91785 = 20000 (5.1.9.1)
0.42574257 .= 42547 + 42587 +...., olyan végtelen mértani sor 6sszege, amelynek elsd
10 10

tagjaa, = 412%, hanyadosa pedig q = 107




43
101 (5.1.9.2)
27 27 . . . ..
1.2727..=1+ —5 + — +..., atortrész olyan végtelen mértani sor dsszege, amelynek
10 10
woo 27 , . -2
elsd tagjab, = ——, hanyadosa pedig q'= 10
10
> 27
Y2
i=110*'
14
— .1.9.
T (5.1.9.3)
10. Feladat

Egész szamok halmazan definialjuk a kovetkez6 miiveletet: aAb := a +2 b . Vizsgélja meg a
miiveleti tulajdonsagokat a Amiiveletre!

Megoldas:
\ 4

Vizsgaljuk a A miivelet tulajdonsagait:

1. Kommutativitas:aAb=a +2b,bAa=b + 2 a, nem egyenld, tehat a miivelet nem
kommutativ.

2. Asszociativitas: (aAb) Ac=(a+2b)Ac=(a+2b)+2c=a+2b+2c,
aA(bAc)=aA(b+2c)=a+2(b+2c)=a+2b +4c, nem egyenld,tehat a miivelet
nem asszociativ.

3. Idempotencia:aAa=a + 2 a=3 a # a, tehat a miivelet nem is idempotens.

4. Invertalhatosag: barmely a € Z esetén 1étezik-e megoldasa azxAa=Db ésaz aAx=b
egyenleteknek: X + 2 a =b-bol kifejezve x-et: x=b — 2 a, ami egész szam;a + 2 Xx=b -

bdl kifejezve x-et: X = , ami nem minden @, b € Z esetén egész szam;tehat a két

egyenlet koziil az egyiknek vna egész megoldéasa, a masiknak nem minden esetben: a
miivelet nem invertalhat6 (de nem is kancellativ).

V Hazi feladat
1. Feladat

Halmazok ko6z6tt definialtuk az unid, metszet, szimmetrikus differencia miiveleteket.
Vizsgalja meg, milyen tulajdonsaguak ezek a muveletek, disztributiv-e valamelyik egy
masikra nézve?

2. Feladat

Bizonyitsa be, hogy 4" + 15 n — 1 oszthato 9-cel minden pozitiv természetes n esetén!

3. Feladat

Rekurziv definicioval adja meg az ugy nevezett haromszogszamokat (azokat a természetes
szamokat nevezziik haromszogszdmnak, amelyek esetén ennyi egységbdl szabalyos
haromszdg alakzat kirajzolhat6)! Az elsé néhany haromszogszam: h, =1, h,=3, h, =6,

h,=10, ..

Y 6. Elemi fiiggvények és grafikonjuk,
fliggvénytranszformaciok




V¥ Feladatok
1. Feladat

@fu%>ﬁ+3nxeR,
b)f(x)=3" x ER!
Megoldas:

a)

\ 4

> £:=-x"243*x;

> d:=b-c;

> expand (d) ;

pontjait (ha vannak)!
a)f:N —> Z, x—>x+7

b)g: N\ {4} - Q, x—
)h:N—2Z x—-7x
di:Z\N{3} =7 x—

ﬁ+x—12

Fejezze kif (a +2) —f(a —2) értékét, haa € R és

fi=-x>+3x

> b:=eval (f,x=a+2) ;

b=-(a+2)*+3a+6

> c:=eval (f,x=a-2) ;

c=-(a—2)*+3a—6

d=-(a+2) %4+ 12+ (a—2)

i -8a+12
b)
\ 4
> f:=3x;
i f:=3"
> e:=eval (f,x=a+2) ;
o -—33T2
> g:=eval (f,x=a-2) ;
g‘=3a_2
=> h:=e-g;
] h.—33+t2_3a—2
B expand (h) ;
80 .a
— 3
i 9
>
2. Feladat

X—4

X—3 —4

2

(6.1.1.1)

(6.1.1.2)

(6.1.1.3)

(6.1.1.9)

(6.1.1.5)

(6.1.2.1)

(6.1.2.2)

(6.1.2.3)

(6.1.2.4)

(6.1.2.5)

Hatédrozza meg a kovetkezo fiiggvények grafikonjanak a koordinatatengelyekre illeszkedd



Megoldas:

a)
\ 4

<4z

> f:=x+7;
i fi=x+7
> solve (£=0,x) ;
i -7
[> eval (£f,x=0) ;
i 7
[ >
> g:=1/(x-4);
_: 1
CR—
[> solve(g=0,x) ;
> eval (g,x=0) ;
s
B 4
> h:=-7*x;
i h:=-7x
> solve (h=0,x) ;
i 0
> eval (h,x=0) ;
i 0
| >
> i:=(x*2+x-12)/ (x-3)-4;
2
o X Fx—12
i X—3
> solve (i=0,x) ;
i 0
> eval (i,x=0) ;
0

(6.1.3.1)
(6.1.3.2)

(6.1.3.3)

(6.1.4.1)

(6.1.4.2)

(6.1.5.1)
(6.1.5.2)

(6.1.5.3)

(6.1.6.1)

(6.1.6.2)

(6.1.6.3)



3. Feladat

Abréazolja azf (x) = 2x—4 , X € R fliggvényt! Mik a grafikonnak a tengelyekkel valo
metszéspontjai?
Megoldas:
\ 4
[> £:=(2*x-4)/5;
2 4
fi=="x—— 171
5 5 (6.1.7.1)

=> plot(f,x=-5..5,scaling=constrained) ;

> solve (£=0,%) ;

_ 2 (6.1.7.2)
[> eval (£f,x=0) ;
4
] - (6.1.7.3)
| >
4. Feladat

Abrazoljuk kozos koordinata-rendszerben azf és a g fliggvényt, ha mindkettd értelmezési
tartomanya a R halmaz ésf (x) =8 x — 5 ésg(X) = (X —|—2)2 — (X — 2)2.



> f:=8*x-5;
f:=8x—35

[> g:=(x+2) *2- (x-2)*2;

> plot([£f,g],x=-5..5);
40

30 1

20

10

g:=(x+2)"—(x—2)

X
5. Feladat
Abrazolja az x — 3 X* — 1 fiiggvényt!
Megoldas:
> f:=3*x72-1;
f=3x"—1
> g:=x"2;
g:=x
=> h:=3*x"2;
i h:=3%

(6.1.8.1)

(6.1.8.2)

(6.1.9.1)

(6.1.9.2)

(6.1.9.3)



> plot([g,h,£f] ,x=-2..2);
12

>

6. Feladat

Abrazolja a kovetkezo fiiggvényeket (x € R) !
a)X — [X—2] +X

b)x = || |X + 3] —1]-2]

Megoldas:

a)

\ 4

[> f:=abs (x-2) +x;
i f:=|x—2] +x
> plot(f,x=-5..4);

(6.1.10.1)



<432

[> g:=abs (abs (abs (x+3) -1) -2) ;
L g:=lx+3] —1] =2
> plot(g,x=-8..3,scaling=constrained) ;

(6.1.11.1)



7_. Feladat

Abrazoljuk az aldbbi R — R fiiggvényeket.
a)X = X+ [X], b)x+= [X]—X c¢c)X— X-[X]

Megoldas:
a)
\ 4

> plot(trunc(x)) ;




10

[> f:=x+trunc (x) ;
f:=X + trunc(X) (6.1.12.1)

> plot(£f) ;




43

20

10

-10

-20

[> f:=trunc (x) -x;

> plot(£f) ;

-10 -5 0

f:=trunc(x) — X

10

(6.1.13.1)



-10 -5

-0.5

[> f:=x*trunc (x);

> plot(£f) ;

f .= X trunc(X)

(6.1.14.1)



100

-10 -5 0 5 10

8_. Feladat

Abrazoljuk a tortrészfiiggvényt és azR — R, x — x — [x] + 1 fliggvényt.
Megoldas:
\ 4

> f:=x-trunc(x);
f:= X — trunc(X) (6.1.15.1)

> plot(£f) ;




0.5

B g:=f+1;

> plot(g) ;

g : =X —trunc(X) + 1

(6.1.15.2)



-10 -5 0 5 10

9_. Feladat

Abrazoljuk kozos koordinata-rendszerben azf, g, h, R — R fiiggvényeket.
a)f(x)=x b)f(x)=(x+4)> o)f(x)=(x+4)>—=5

Megoldas:

\ 4
> f:=x"2;
i fi=x (6.1.16.1)
> g:=(x+4)"2;
i g:=(x+4)* (6.1.16.2)
B h:=(x+4)*2-5;
i hi=(x+4)>—5 (6.1.16.3)

> plot([£,g,hl);
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1_0_ Feladat

Abrazoljuk kozos koordinata-rendszerben az alabbi fiiggvényeket:
fr(RN{0) > R, X > % g: (RN {2}) > R, X ﬁ h: (RN {2}) = R,

X #JA, k:(R\{2}) > R, x+ %
Megoldas:
\ 4
[> f£:=1/x;
] fi= % (6.1.17.1)
> g:=1/(x-2) ;
9:= 3 l 5 (6.1.17.2)
[> h:=1/(x-2)+4;
h:= Xl 5 T4 (6.1.17.3)
[> k:=(4*x-7)/ (x-2) ;




\ 4

4x—17
k:=
i X—2
> plot([f,g,h,k]);
8
6
4,
2
10 5 — 9 5 10
X
-4
f g h k

Hazi feladat
1. Feladat

Hatarozzuk meg az alabbi R — R fiiggvények zérushelyeit:
@XHX2+& bﬂk»3x—5ﬁ, )X (X+2)(x—4) +8.
2. Feladat

Abrazoljuk azf fiiggvényt, ha D;=R\ {-3} ¢s

1 _2x+6 _~2x—=6
@fu)—;jz— b)f (x) “+3 c) f(x) 43
3. Feladat

Abrazoljuk kozos koordinata-rendszerben azf, g, h, R — R fiiggvényeket:

a)f(x)=-2x b)f(x)=-2(x+4)> o)f(x)=-2(x+4)*>—5

(6.1.17.4)



L

Y 7. Osszetett fiiggvény, inverz fiiggvény, egyvaltozés
fiiggvények jellemzése

¥V Feladatok
1. Feladat

Abrazolja a kovetkezd 6sszetett fiiggvényeket (x € R)!
a)X — [2x* +4x—3|

b)x—~ [Vx+3 —2| (-3 <x)

Megoldas:
a)X — [2x* +4x—3|
\ 4
> £f:=2*x"2+4*x-3;
| fi=2x"4+4x—3 (7.1.1.1)
> g:=abs (2*x*2+4*x-3) ;
g=[2x+4x—3 (7.1.1.2)

> plot([£,g],x=-4..3);

25

15

10




>
)_X|—>|\/X+3 —2| (-3 <x)

b
\ 4
> f:=x+3;
f:=x+3
> g:=sqrt (x+3) ;
i g:=Vx+3
> h:=sqrt(x+3)-2;
h:=Jyx+3 =2
> i:=abs(sqrt (x+3)-2) ;
hZNYI?—ﬂ

> plot([f,g,h,i],x=-5..10) ;

12

>

2_. Feladat

(7.1.2.1)

(7.1.2.2)

(7.1.2.3)

(7.1.2.4)

Hatdrozza meg azx — 2 X —3 (X € R) fiiggvény inverzét és dbrazolja a kapott fiiggvényt!

Megoldas:



> f:=2*%x-3;

i f=2x—-3
> solve (f=y,x) ;
1 3
] PR
> g:=eval ((7.1.3.2), y=x) ;
1.3
] g:= ) X+ >
> plot(g) ;
6
5
4
3
2
/
10 5 0 5 10
-1
2
-3
N
3. Feladat
Hata 1
atarozza meg azX — 1 + Xt 1
fliggvényt!
Megoldas:
\ 4

> £:=1+1/ (x+1) ;

|_> solve (f=y,x) ;

(7.1.3.1)

(7.1.3.2)

(7.1.3.3)

(x € R\ {-1}) fuggvény inverzét és abrazolja a kapott

(7.1.4.1)



4.

Jellemezze az alabbi fliggvényeket paritas és periodicitas szempontjabol (X € R)!

> g:=eval ((7.1.4.2), y=x) ;

> plot(qg);

24y
-1+y

X—2
-1+xX

Feladat

a)X — X
b) X = sin(X)
C)X — X

Megoldas:

a)
\ 4

[> plot(x*2) ;

(7.1.4.2)

(7.1.4.3)



b)
\ 4

100

80

60

40

20

-10 -5 0

>

A fiiggvény paros és nem periodikus.

> plot(sin(x));

10



0.5

2w

1
w

Ny
1
W

Ny

-0/5

A fliggvény paratlan, 2w szerint periodikus.

> plot (x*3);




1000

500

A fiiggvény paratlan, nem periodikus.

5_. Feladat

Jellemezze az alabbi fliggvényeket paritas €s periodicitas szempontjabdl (X € R)!
a)x — 2
b)x — 5

c) X Hsin(%x) +1
Megoldas:

a)
\ 4

> plot(2*+x) ;




-10 -8 -6 -4 -2 0 2

A fliggvény sem nem paros, sem nem paratlan, nem periodikus.

> plot(5) ;




-10 -5 0 5 10

A fliggvény paros, periodikus, de nincs periddusa.

[> plot(sin(1/2*x)+1,x=-15..15);




| >
A fiiggvény sem nem paros, sem nem paratlan, 4w szerint periodikus.

6_. Feladat

Jellemezze az alébbi fliggvények ndvekedési viszonyait, hax € [0, 5]!
a)X—2x—3

b)x — |2 X —4|
Megoldas:
a)
\ 4

[> plot(2*x-3) ;




10

-10 -5 0/ 5
X

-20

| >
A fiiggvény szigoraan monoton ndvekvo.

[> plot(abs (2*x-4)) ;




20

-10 -5 0 5 10

> solve (2*x-4=0,x) ;
2 (7.1.12.1)

| >
A fliggvény a [0, 2 ] intervallumon szigoruan monoton csdkkend, a [2, 5] intervallumon
szigoruan monoton novekvo.

7. Feladat

Allapitsa meg az alabbi R — R fiiggvények ndvekedési viszonyait:
2

a)X— 3(x—17)

b)x —-2(1 —x)2

Megoldas:

a)

\ 4

[> plot (3% (x-7)72);




[> solve (3* (x-7)"2,x) ;

7,7 (7.1.13.1)

A fiiggvény a [ - %, 7] intervallumon szigortan monoton csdkkend, a [7,+ o]
intervallumon szigortian monoton novekve.

b)
v

[> plot(-2*(1-x)*2);




[> solve (-2* (1-x)*2,x) ;

1,1 (7.1.14.1)

A fliggvény a [ - 0, 1] intervallumon szigoruan monoton novekvo, az [1,+ o ]
intervallumon szigortian monoton csokkend.

8_. Feladat

Jellemezze korlatossag szempontjabol az alabbi fliggvényeket!
a)x — 2* 7 3

1
x> 3x—4
c)X = sin(4X+5)
Megoldas:

a)
\ 4

> plot (2~ (x-3));




-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6

| >
A fiiggvény csak alulrol korlatos.

b)
\ 4

[> plot(1/(3*x-4));




0.5

-0.5

| >
A fiiggvény alulrdl sem, feliilrél sem korlatos.

> plot(sin(4*x+5)) ;




1
o5
2% 31 T T 0 T T 3n 2r
2 "7 2 B
X
-0.]
-1
B
A fiiggvény korlatos.
9. Feladat

Jellemezze korlatossag szempontjabol az alabbi fliggvényeket!
a)X = X +X  b)x—[x|, ¢)x-|x|

Megoldas:
a)
\ 4

> plot (abs (x) +x) ;




20

15

10

-10 -5 0

A fliggvény alulrodl korlatos.

> plot(x-abs(x)) ;




-10 -5

_10,

-15

-20

A fiiggvény feliilrél korlatos.

> plot(x*abs(x)) ;

10



100

50

-10 -5 0 5 10

-50

-100

| A fliggvény nem korlatos.

10. Feladat
Legyeng(x) ==y X, h(x) =Vx +2,k(x) =V/x+2,a(x) =%\/7, b(x) =/ %x!

Abrazolja kozos koordinata-rendszerben a g, h ésk, illetve az a és b fiiggvényeket! Az abra
alapjan jellemezze a k fiiggvényt!

Megoldas:
4
B g:=-sqrt(x);
i g:=-Vx (7.1.21.1)
> h:=sqgrt(x)+2;
| h:=yx +2 (7.1.21.2)
> k:=sqrt(x+2) ;
k:=Vx+2 (7.1.21.3)

> plot([g,h,k]);




-10 -5 0 5 10

> a:=1/4*sqrt(x) ;

X (7.1.21.4)
> b:=sqrt((1/4) *x) ;

JX (7.1.21.5)
> plot([a,b]);




0.8

0.6

0.4

0.2

V¥ Hazi feladat

1. Feladat

Jellemezze az alébbi fliggvényeket paritas €s periodicitas szempontjabdl (X € R)!
a) X — 4°

b)X cos(%x) +3

2. Feladat

Jellemezze korlatossag szempontjabol az alabbi fliggvényeket!
a)X > 3* 77

b)x —

1
4x+2

3. Feladat
Legyenf (x) =-|X|, g(x) =|x — 3], h(x) =|x] — 3, a(x) =2|x|, b(x) =]2 X|! Abrézolja ko6z0os




koordinata-rendszerben azf, g, h, illetve az a és b fiiggvényeket! Jellemezze a h fliggvényt az
abra alapjén!

Y 8. Exponencialis fiiggvények és inverzeik, trigonometrikus
fliggvények

¥V Feladatok
1. Feladat

Abrazolja a kovetkezd fiiggvényeket (x € R) kozos koordinata-rendszerben!
f)=2"—1 g(x)=-2% h(x)=3-2% ix)=27"

Megoldas:
4
> f:=2*x-1;
f=2"—1 (8.1.1.1)
> g:=-2x;
g:=-2" (8.1.1.2)
=> h:=3-2x%;
h:=3 -2 (8.1.1.3)
=> i:=2*(-x);
=27 (8.1.1.4)

> plot([f,g,h,il);




-10 -5

10

2_. Feladat

Abréazoljuk azf+g, f—g, fg, é figgvényeket, haf: R — R, x — 2% és

g:R— R, x— X

Megoldas:
\ 4

> f£:=2x%x;

|_> plot(h) ;

(8.1.2.1)

(8.1.2.2)

(8.1.2.3)



> i:=f-g;
i=2"—x (8.1.2.4)

> plot (i) ;
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=> k:=£f*g;
k:=2"x (8.1.2.5)

> plot (k) ;




100

> plot([1]);

80

60

40

20 1
‘10 -8 -6 2 0 4

X
[> 1:=f/g;

2X
X

(8.1.2.6)
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3_. Feladat

Abrazolijaag: R+ — R;x — log,(x) fliggvenyt! Hatdrozza meg a kovetkez6

fiiggvényértékeket: 9(25); g ( 1 ] ;g 16_3) ! Mennyi ak értéke, hag(k) =5?

43
Megoldas:
\ 4

> g:=log[4] (x);

(8.1.3.1)

> plot(log[4] (x));




1.5

0.5

-0.5

> eval (g,x=2"5) ;

5
] > (8.1.3.2)
[> eval (g,x=1/4"3) ;
i -3 (8.1.3.3)
[> eval (g,x=16*(-3)) ;
i -6 (8.1.3.4)
[> k:=solve(log[4] (x)=5,x) ;
i k:=1024 (8.1.3.5)
| >
4. Feladat
Abrazoljuk kozos koordinata-rendszerben az alabbi fiiggvényeket:
10 +oof = R, X = log,(X), X = log, (X), X — -log,(X).
2
Megoldas:
\ 4
> f:=log[2] (%) ;
_ In(x)
f: n(2) (8.1.4.1)




> g:=log[1/2] (x) ;
In(x)
In(

[\S)

> h:=-log[2] (x) ;
In(X)
In(2)

> evalb (g=h) ;

true

> plot([£,g]);
4

3

5_. Feladat

Abrazoljuk azf + g, f—g, fg fiiggvényeket, haf: R—>R, X — X, és

g:R+ = R, x+— log,(X).
Megoldas:

|:> f.:=x;

(8.1.4.2)

(8.1.4.3)

(8.1.4.4)

(8.1.5.1)



> g:=log[2] (x);

_ In(x)
i 97 2
> h:=f+g;
_ In(X)
] h X+—ln(2)
> plot(h) ;
10
5
-10 -5 0 5 10
X
-5
_10,
B i:=f-g;
_ In(x)
=X In(2)

> plot (i) ;

(8.1.5.2)

(8.1.5.3)

(8.1.5.4)



12

10

-10 -5

B k:=f*g;

> plot (k) ;

_ xIn(x)

In(2)

(8.1.5.5)
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6_. Feladat

Abrazolja a kovetkez6 fiiggvényeket:

X = |sin(X)], X = sin(|X]), X —sin(|X])] (X € R).

Megoldas:
\ 4

[> f:=abs(sin(x)) ;
f:=|sin(X)|

B plot(£f) ;

(8.1.6.1)



> g;:sin (abs (X) ) ’ g= Sin(|X|) (8.1.6.2)

> plot(g);




T b k¥ pid
) 2 2
0.5
-1
[> h:=abs (sin(abs(x))) ;
h :=sin(|X])| (8.1.6.3)

[> plot(h);




7_. Feladat

Abrazoljuk az aldbbi fiiggvényeket:
R— R, X = cos(X), X — cos(X —3), X — cos(X) — 3.

Megoldas:
\ 4
[> f£:=cos (x) ;
i f:=cos(x) (8.1.7.1)
> g:=cos (x-3) ;
i g :=cos(X —3) (8.1.7.2)
[> h:=cos (x)-3;
h :=cos(x) —3 (8.1.7.3)

> plot([£f,g,h]);




I

8_. Feladat

Abrazoljuk az R lehet legbvebb részhalmazan a kovetkezd hozzarendelési szabalyokkal

megadott fliggvényeket:

X = tan(X), X = tan(X +2), X — tan(x) + 2.

Megoldas:
\ 4

> f:=tan (x);
> g:=tan (x+2) ;
> h:=tan(x)+2;

> plot([£,g,h]);

f = tan(x)
g:=tan(X +2)
h :=tan(x) +2

(8.1.8.1)

(8.1.8.2)

(8.1.8.3)
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9. Feladat
Abréazoljuk azsin o f és azf o sin fiiggvényt, haf: R — R, x — %X.
Megoldas:
4
[> g:=sin((1/2) *x) ;
g:= sin(% X) (8.1.9.1)

> plot(g) ;




0.5

2 3n T T T T 3n 2r
e ) 2 2
X
0.5
-1
[> h:=(1/2) *sin (x) ;
h= % sin (x) (8.1.9.2)

[> plot(h);
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10. Feladat
Abrazoljuk az cos of és azf o cos fiiggvényt, haf: R — R, X — 3 X + 6.
Megoldas:
\ 4

> g:=cos (3*x+6) ;

> h:=3*cos (x)+6;

> plot([g,h]);

g:=cos(3x+6)

h:=3cos(Xx) +6

(8.1.10.1)

(8.1.10.2)
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¥V Hazi feladat

1. Feladat
Abrazoljuk az alabbi fiiggvényeket:

Ro R, x — 2% x> 2K x 271 x s ok 1

2. Feladat

Abrazoljuk az aldbbi fiiggvényeket:
R— R, X — sin(2 X), X — 2sin(X), X = 2sin(2 X).

3. Feladat
Abrazoljuk az alabbi fiiggvényeket:
R— R, X = cos(2 X), X — 2 cos(X), X — 2 cos(2 X).

Y 9. Oszthatosag, szamelmélet, polinomok osztasa

|:> with numtheory

Y Feladatok




1. Feladat
Mutassa meg, hogy a kdvetkezd szadmok dsszetettek: A := 10"° —5* , B := 100 000 000 047,

C:=10"-71
Megoldas:
\ 4

Az A szam két 5-tel oszthatd szam kiilonbsége, tehat biztosan oszthato 5-tel:
> ifactor(10" — 5%)

A B szam szamjegyeinek 0sszege 1 +4 + 7 =12, ami 3-mal oszthaté szam, tehat B
biztosan oszthat6 3-mal.

[> ifactor( 100000000047 )

A C szam szdmjegyeinek Osszege szintén oszthatd 3-mal, mert
20
107 —7

|:> ifactor(10%° —7)

2_. Feladat

Melyik az a legkisebb ¢€s legnagyobb haromjegyli szam, amelyet 2-vel, 3-mal, 4-gyel, 5-tel és
6-tal osztva maradékul rendre 1-et, 2-t, 3-at, 4-et és 5-6t kapunk?

Megoldas:

\ 4

Ha a keresett szamhoz egyet adunk, akkor 2-vel, 3-mal, 4-gyel, 5-tel és 6-tal is oszthato
szamot kapunk. Tehat n+1 tobbszorose ezek legkisebb kdzos tobbszorosének:

[> ilcm(2, 3, 4, 5, 6)

A kersett szamok tehat n =60 k — 1 alakaak. Ezek koziil haromjegytiek, amelyekre
100 < 60k —1 < 1000.

> isolve( {100 <60x—1,60x —1 < 1000})

{Xx=11}, {x=12}, {x=13}, {x=14}, {x=15}, {x=16}
A legkisebb keresett szam tehat: 2-60 — 1

A legnagyobb keresett szam: 16-60 — 1

3_. Feladat

Milyen szamok allhatnak a és b helyén, és miért, ha 12|6 a423 b hatjegyli szamnak?

Megoldas:

T Egy szam 12-vel oszthato, ha 3-mal és 4-gyel is oszthatd. Nézziik el6szor a 4-gyel valo

(3) (5)% (853333333) 9.1.1.1)

(3) (23) (523) (2771081) 9.1.1.2)

99999999999999999993 (9.1.1.3)

(3) (29)% (1039) (11256299321) (3389) 9.1.14)

60 9.1.2.1)

{x=2}, {x=3}, {x=4}, {x=5}, {(x=6}, {x=T7}, {x=8}, {(x=9}, {x=10}, (9.1.2.2)

119 (9.1.2.3)

959 (9.1.2.4)



oszthazdsagot: az utolsé két szamjegybdl allo szamnak kell 4-gyel oszthatonak lennie,
tehat bl =2 vagy b2 =6 lehet.

Harommal val6 oszthatdsag esetén a szamjegyek 0sszegét kell vizsgalni.

l.esetben6 +x+4 +2 +3 +2=3y

17 +x=3y 9.1.3.1)
> isolve({17 +x=3y})
{(x=-174+3 _Z1,y= 71} (9.1.3.2)
2.esetben6+z+4+2+34+6=3u
21 +z=3u (9.1.3.3)
> isolve({21 +z=3u})
{u=_Z1,z=-214+3 71} 9.1.3.4)

Ezek alapjan a lehetséges szamok:
1. esetben:614232, 644232,674232
2. esetben: 634236, 664236, 694236

4_. Feladat

Két szam legnagyobb ko6z0s osztdja 6, legkisebb kozos tobbszordse 120. Az egyik szam a 24.
melyik lehet a masik szam?

Megoldas:
\ 4

Mivel két szam legkisebb kdzos tobbszorosének és a legnagyobb kozds osztdjanak szorzata
egyenld a két szdm szorzataval (tétel), ezért amdsik szdm a 24-x=6-120

24 x=1720 9.14.1)
egyenlet megoldasa lehet:

> solve({24 x=720})
{x=30} (9.1.4.2)

| A masik szam tehat a 30.

5. Feladat

Milyen pozitiv természetes szdmokra igaz, hogy hdrom szomszédos természetes szam
kobének Gsszege oszthatd 36-tal?

Megoldas:
\ 4

A harom szomszédos természetes szam legyen n — 1, n, ésn + 1. Ekkor a kifejezés:
(n —1)3—|—n3+ (n—|-1)3
=17 +n+mn+1)° (9.1.5.1)

> expand((n—1)° +n* + (n+1)°)
3n+6n (9.1.5.2)
Ez a kifejezés akkor oszthato 36-tal, ha oszthaté 4-gyel és 9-cel.

> factor(3n’ +6n)
3n(n*+2) (9.1.5.3)
A szorzat alakbol latszik, hogy minden paros szam esetén oszthato 4-gyel (n és n? 42 is
paros szamok), tehat n =2 Kk helyettesitéssel:
3-2k((2k)* +2)




6k(4K+2) (9.1.5.4)
kifejezés 9-cel vald oszthatdsagat kell csak vizsgalni. Mivel ez 3-mal biztosan oszthatd,

ezért elég csak a2k (4 K + 2) rész 3-mal valo oszthatosagat vizsgalni:
1. Hak=3 m, akkor a szam biztosan oszthat6 9-cel is, és igy n=6m alak(i szamokra igaz az
Osszefliggés.

2.Hak=3m+1, akkora4(3 m+1 )2 + 2 -nek kell 3-mal oszthaténak lennie:

36m +24m+6 (9.1.5.5)
Ennek a kifejezésnek minden tagja oszthatd 3-mal, tehat az 6sszegiik is oszthatd 3-mal.
3.Hak=3m+2, akkora4(3 m+2 )2 + 2 -nek kell 3-mal oszthaténak lennie:

> expand(4(3m+2)*+2)

|:> expand(4-(3m+1)2+2)

36 m> +48 m+ 18 (9.1.5.6)

Ennek a kifejezésnek minden tagja oszthaté 3-mal, tehat az 6sszegiik is oszthaté 3-mal.
| Tehat minden n =2 K esetén, ahol k € N az eredeti kifejezés oszthatd 36-tal.

6. Feladat
Allitsa eld a % tortet két olyan pozitiv tort 6sszegeként, amelyek nevezdje 7 illetve 11!
Megoldas:
\ 4
[> restart
230 _x Yy .. . f g .
A feladat a 7 T + i diophantoszi egyenlet megoldasat jelenti:
. 230 _x Yy
> |solve({—77 7 + i1 D
{x=54+7_7Z1,y=25—-11_71} (9.1.6.1)
Ezek alapjan x =12 ésy = 14 pozitiv megoldas, azaz: 17—2 + %
230
= 9.1.6.2
. . . o , 19 3
valamint X = 19¢és y = 3 ad még pozitiv megoldast, azaz: - + 11
230
e 9.1.6.3

Minden mas esetbeny < 0.

7_. Feladat

Alakitsa szorzatta a kdvetkezd polinomokat, majd hatarozza meg a legnagyobb kozos
osztojukat:

p=x"—3X—=3X+11Xx—6 ésq:=x —4Xx+3
Megoldas:

[> restart
p:=x4—3x3—3x2+11x—6



X' =3 =3 +11x—6 9.1.7.1)
> factor(p)
(X+2) (x—=3) (x—1)? 9.1.7.2)
q=x—4x+3
X —4X+3 (9.1.7.3)
> factor(q)
i (x—1) (x—=3) 9.1.7.4)
> factor(gcd(p, q))
i (x—1) (x—3) (9.1.7.5)
8. Feladat
Azm és n paraméterek milyen valds értékei mellett lehetséges, hogy (X2 +mx—+n ) | (X4 —1 )?
Megoldas:
\ 4
[> restart
> factor(x*—1)
(x—1) (x+1) (x*+1) (9.1.8.1)

Az osztand6 szorzotényezdit vizsgalva lathatjuk, hogy csak az
(x —1) (x + 1)kifejezésnek lehet valos gyoke, ezért

> expand((x—1) (x+1))
X — 1 (9.1.8.2)
polinom alakot 6sszehasonlitva az oszt6 polinommal leolvashatd, hogy
X 4+mx+n=x'—1
azonossag csak azm=0 ésn =-1 esetben.

9. Feladat
Bontsa parcialis tortekre a kovetkezd algebrai tortet: 27)(;13 !
X"—2x—3
Megoldas:
\ 4
> factor(x* —2x —3)
(x+1) (x—=3) (9.1.9.1)

Parcialis tortekre bontas a kovetkezd alakban torténd feirést jelenti:
7x—13  a b

+
X2_2X_3 X+1 X_3

7x—13  a b
s X+l + 3 (9.1.9.2)

Vonjuk 0ssze a jobb oldalon 1évo kifejezést:



a b
> I
norma(x_l_1 + — j
ax—3a+bx+b
9.1.9.3
(Xx+1) (x—3) ( )
A kapott algebrai tort szamlalojanak azonosnak kell lennie az eredeti szamlaloval:
7x—13=(a+b)x—3a+bazonossag,ha7=a+bés-13=-3a+b
> solve({7=a+b,-13=-3a+b})
{a=5,b=2} 9.1.9.4)
Tehat a parcialis tort alkja az eredeti algebrai tortnek: > + 2 .
| X+1 X—3
10. Feladat
Bontsa parcialis tortekre a kovetkezd algebrai tortet: 2 )2(2 —6x+11 !
X" —7x+12
Megoldas:
\ 4
[> restart
> factor(x* —7x + 12)
(x—=3) (x—4) (9.1.10.1)
Parcialis tortekre bontés a kdvetkezd alakban torténd feirast jelenti:
2 —6x+11 _ (ax+b) (ex+d)
2 T x—3 T x—4
X —7x+12 X X
2
2>2< 6x+11 _ax+b _|_cx—|—d (9.1.10.2)
X —7x+12 Xx—3  x—4
> normal( ax+b + X+ d )
X—3 X—4
axx—4ax+bx—4b+cxx—3cx+dx—3d
.1.10.
(X—=3) (x—4) (-1.10.3)
A kapott algebrai tort szamlaldjanak azonosnak kell lennie az eredeti szamlaloval:
2% —6x+11 =(a+c)x2-|— (-4a+b—-3c+d)x—4b—3d azonossag, ha
2=a+c¢Cés-6=-4a+b—-3c+désll=-4b—-3d
> solve({2=a+¢c,-6=-4a+b—-3c+d 11=-4b—3d})
{a=2—c¢c,b=-174+3c¢c,c=c,d=19—4¢c} (9.1.10.1.1)
Az eredeti algebrai tortnek tehat tobbféle parcidlis tortekre bontasa 1étezik:
2 —6x+11 _ (2—¢)x—17+3¢c  ex+19—4c
X —7x+12 x—3 X —4
c=0 esetben: 2x =17 + 19
X—3 X—4
2x—17 19
> I
norma( 3 +X—4)
(9.1.10.4)




2 —6x+11
9.1.10.4
L (X—3) (x—4) ( )
c=1 esetben: —— 14 + X+ 15
_ X—3 X—4
>nmmm(x_q4—kx+15)
X—3 X—4
2
2X —6x+11
9.1.10.5
i (X—3) (x—4) ( )
c=2 esetben: -1l + 2x+ 11
_ X—3 X—4
-11 2x+11
> normal
0 a(x—3_TL X—4 )
2 —6x+11
9.1.10.6
i (X—3) (x—4) ( )
| Es igy tovabb!
V¥ Hazi feladat
1. Feladat
50 dobozt helyeziink el egy sorban. Egy 50 f0s tarsasag elso tagja elmegy a dobozok mellett és
mindegyikbe beletesz egy golyot. A masodik tag szintén elmegy a dobozok mellett, €¢s minden
masodikba beletesz egy golyot. A harmadik tag minden harmadik dobozba, és igy tovabb, az
otvenedik tag az 6tvenedi kdobozba tesz egy golyot. Melyik dobozban lesz a legtébb goly6?
Lesz-e olyan doboz, amelyikben pontosan 5 goly¢ lesz?
2. Feladat
Ketten jatszhatjak 52 kaviccsal a kovetkezd jatékot: felvaltva vesznek el a kavicsokbol,
minden korben legalabb 1 és legfeljebb 4 kavicsot. A jatékban az nyer, aki utoljara tud elvenni
kavicsokat a szabalynak megfelelden. Mi lehet a nyerd stratégia a jatékban? A stratégia
ismeretében ki lehet biztos nyertes: aki kezd, vagy aki masodiknak vesz el golyokat?
3. Feladat
Igazolja, hogy harom egymast kovetd paros szam szorzata oszthat6 48-cal!

¥ 10. Egyenletek, egyenlétlenségek

V¥ Feladatok
1. Feladat
Oldja meg a kovetkezo egyenlOtlenséget: X+5 < X—3 !
! 8 &y B =2 T x+1
Megoldas:

Adjuk meg a kezdeti feltételeket: x —2 #0 AX+1 # 0, azazx # 2,- 1.
X+5 x—3

- <0
X—2 XxX+1

Atrendezve az egyenl6tlenséget, kapjuk, hogy




X+5 X—3

_ <
T <0 (10.1.1.1)
>normal(x+5 _x=3 SO)
X—2 X+1
11 x—1
10.1.1.2
(Xx—2) (x+1) ( )

Egy tort értéke nem pozitiv, ha a szamlalo és a nevezd kiilonbozo eldjelil, vagy a szamlald
0. Az eredeti egyenldtlenséget tehat a kovetkezd egyenldtlenségekre bonthatjuk:
OLIIX=1TAX=2)-(X+1)<0)V(IIXxX=1<0A0<(X—=2)-(X+1))
0<Ilx—1land (Xx—2) (x+1)<Oorllx<land 0 < (x—2) (x+1)(10.1.1.3)
I.

> solve({0 <11x—1and (Xx—2) (X+1) <0})

{ﬁ <xx< 2} (10.1.1.4)

> solve({11x<1and 0 < (Xx—2) (X+1)})
{x<-1} (10.1.1.5)

A megoldashalmaz tehat M = {(— o, -1)U [ﬁ, 2) }

2_. Feladat

Hatéarozza meg a p €s q paraméterek értékét ugy, hogy ax® + px + q =0 egyenlet gyokei p és q
legyenek!

Megoldas:

\ 4
Hax, =p és X, =, akkor behelyettesitve az egyenletbe a gyokoket, kapjuk a

p2 +p-p+q=0 ésq2 +p-q + q =0 egyenleteket.
1.
B . . 2 B
> simplify(p° +p-p+q=0)
2p°4+q=0 (10.1.2.1)

II.

> simplify(¢* +p-q +q=0)
G +pg+q=0 (10.1.2.2)

>sdw(&p2+q=Qq2+pq+q=0D
1 1
{p=0,q=0},{p=-5,q=—?},{p=1,q=—2} (10.1.2.3)

3. Feladat

Egy vontat6 hatso kerekének a keriilete 2,5-szerese az els6 kerék keriiletének. 2000 m
tavolsagon az els6 kerék 600-zal tobbet fordul, mint a hats6. Mekkora a kerekek sugara?

Megoldas:

[> restart
Legyen az els6 kerék kertilete k := X, a hatso kerék keriilete K := 2.5 -x
Ha a hatso kerék y fordulatot tesz meg 2000 m-en, akkor 2000 =2.5-x-y



2000 =2.5xy (10.1.3.1)
A feltétel szerint az els6 kerék 600-zal tobbet fordul ezen az uton, azaz 2000 =X- (y + 600)

2000 =x (y 4+ 600) (10.1.3.2)
> solve({2000=2.5xy, 2000 =x (y +600) })
{x=2.,y=400.} (10.1.3.3)
Tehat a kisebbik kerék kertilete k=2, azaz 2-r-mw=2
2rm=2 (10.1.3.4)

> solve({2rm=2})

{rz 1 } (10.1.3.5)
T
A nagyobbik kerék keriilete K=2.5-2 =5, azaz2-R-t=35
2Rm=5 (10.1.3.6)
> solve({2Rm=5})
{R -3 } (10.1.3.7)
2rn
4. Feladat
Oldja meg a kdvetkezd egyenleteket: a) 2 X —5%x—3- Ix—=2]=0, b) |X2 +2x—3|=-4x!
Megoldas:
\ 4
[> restart

| > with(plottools) :

[> with(plots):
a) Az els6 egyenletet oldjuk meg grafikusan: 2 ¥ —5x=3- | x — 2| alakra hozva, legyen

> f(x) i=2.x> — 5-X
fi=x—2x —5x (10.1.4.1)

> g(x) = 3x —2|
g:=x—3|x—2| (10.1.4.2)

[> plot([f,g])
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=> solve( f=g)

3, % _ % JT3 (10.1.4.3)

b)

A masodik egyenletet algebrai uton oldjuk meg! Az bszolut érték definiciojat értelmezve,
ha:

1. X2 +2Xx—3 > 0, akkor az egyenlet X2 + 2 X — 3 =-4-x alaku lesz,

IL.X* +2x —3 < 0, akkor az egyenlet - (x* +2x —3) =-4-x alakt lesz.

I. ha
> solve({x¥* +2x—3 >0})
(X< -3}, {1 <x} (10.1.4.4)
:Ekkor
> solve({x¥* +2x—3=-4-x })
{x=-3+2V3 }, {x=-3-2J3} (10.1.4.5)

A kapott megoldasok koziil az els6 nincs benne a megadott intervallumokban, tehat nem
megoldas. Marad azx; = -3 —2 J3

X, =-3—-2V3 (10.1.4.6)
II. ha
> solve({xX* +2x—3 <0})
i (-3 <xx<1)} (10.1.4.7)
akkor
> solve({-(x* +2x—3) =-4-x})

{(x=-1}, {x=3} (10.1.4.8)

A kapott megoldasok koziil a masodik nincs benne a megadott intervallumban, tehat nem
megoldas. Marad azx, =-1

X, = -1 (10.1.4.9)

5. Feladat
Oldja meg a kdvetkezo egyenleteket: a) +/ X 4+9 =x+9 , by VX+5 = X —5



Megoldas:
\ 4

[> restart

A={x=2-9,x € R}
Ezen feltételek mellett

> solve( {\/ X +9 =x +9})

| > with(plottools):

| > with(plots):

> plot([f,g])
90
80
70
60
50
40
30
20
10

(x=-4}
b) Az egyenletet oldjuk meg grafikusan!

-10 5 %l

> solve( {f(x) =g(x)})

6_. Feladat

Oldja meg a kovetkezd egyenleteket: a) 2

s A

X+3

+4

> f(x) ==V x+5
i fi=x—>VX+5
> g(x) =X =5

g::X—>X2—5

10

a)Vizsgaljuk meg az alaphalmazt: az egyenlet bal oldala minden valés szamra
értelmezhetd, mert 49 >0 igaz minden X € R esetén.

Mivel definici6 szerint +/ 49 > 0, ezért X +9 > 0 lehet csak, azaz az alaphalmaz:

33, b)3-4°+2-9=5.6"

(10.1.5.1)

(10.1.5.2)

(10.1.5.3)

(10.1.5.4)



Megoldas:
\ 4

[> restart

a) A hatvanyozas azonossagainak segitségével az egyenlet 8-2* + ix =33 alakura
2

hozhato.

Uj ismeretlen bevezetésével y := 2% az egyenlet 8-y + % =33 lesz.

> solve({S-y + % =33})

{x=2}, {x=-3} (10.1.6.1)
b) Az egyenlet mindkét oldalat osszuk el 6“nel (megtehetjiik, mert 6* # 0). Az egyenlet
2\ 3\ ,
3 ( 3 ) +2 ( > ) =5 alaku lesz.

X
Uj ismeretlen bevezetésével z := (% ) ,az egyenlet3 z + % =5 lesz.

> solve({3 Z+ % =5D
=1 fe= 7} (10.1.6.2)

E/isszahelyettesitve a kapott z értékeket:

> solve[ 1= (%) }
i {x=0} (10.1.6.3)
> solve[ % = (%) )
{x=1} (10.1.6.4)

7_. Feladat

Oldja meg a kovetkezd egyenleteket: a) 2-log2 + log, 2 +3-log, 2=0, b)y Xlg‘/T =10
Adja meg az egyenletek alaphalmazat!

Megoldas:
\ 4

[> restart
a) Az egyenlet alaphalmaza a logaritmus definicidja alapjan: A={x > 0, X # 1}. Az

attérés mas alapl logaritmusra azonossaggal az egyenlet

log,(2) log,(2) log,(2)
. . =( alakura hozhat6. Tovabb alkalmazva a
log, () log,(2-X) log, (4-X)
logaritmus azonossagokat:
2-1 n 1 3-1 ~0

log, (X) 1 +log,(X) 2 +log,(X)
1 3
=0
1+y + 2+y

Vezessiink be 0j ismeretlent: y := log,(X), ekkor az egyenlet 2 +



lesz.
2 1 3
> solve| { — + + =0
({ y 1+y 24y } )
__ 1 __4
{y— . } {y : } 10.1.7.1)
Visszahelyettesitve a kapott értékeket:
[ 1
> solve( { Y =log,(X) })
{x - % J2z } (10.1.7.2)
[ 4
> solve({— 3 =log2(x)})
{x - % 2% 3} (10.1.7.3)

8_. Feladat

Egy o6ra alatt hanyadrészére csokken a 19,7 perc felezési idejii radioaktiv bizmut-izotop
t

tomege, ha bomlast azm(t) =m(0) -2 T képlet irja le, ahol m, a kezdeti tomeg, T a felezési
1d6, t az eltelt id6, m(t) pedig a t id6 elteltével még radioaktiv anyag tomege.

Megoldas:
\ 4
AT , . m(60)
At1=60 ésT=19.7 adatokkal kell meghatarozni az m(0) aranyt!
_ 60
m(60) _, 19.7
m(0)
m(60) _
—m(O) 0.1211036893 (10.1.8.1)
Tehat egy ora alatt az eredeti tomegnek a 0.1211036893 része (azaz kb. 12%-a) lesz csak
radioaktiv.

9_. Feladat

Egy reklamcélra hasznalt léggdmbbe 3000 m’ gazt toltenek. A gazveszteség ((a léggdmb nem
zar tokéletesen) 10 nap alatt kb 2%, és ez a csokkenés allandonak tekinthetd, nem fiigg a
pillanatnyi gdzmennyiségtdl (azaz 10 naponként mindig a megmaradt gdzmennyiség 2%-val
csokken). Hany szazalék a gazveszteség 1 honap (30 nap) alatt? Mennyi ideig tud a 1€éggémb a
leveg6ben tartozkodni, ha 80% alatti gdzmennyiség esetén mar siillyedni kezd?

Megoldas:
\ 4
LegyenV (0) == 3000, és 10 napos egységekben szamolva V(1) =0.98-V(0) ,
V(2) =0.98%-V(0), V(3) =0.98°-V(0), ...V (x) =0.98"-V (0)
V(x) =0.98"V(0) (10.1.9.1)
a) Egy honap mulva ezek alapjan: V(3) = 0.98%-3000 ( m3)
V(3) =2823.576000 m’ (10.1.9.2)




2823.576

A veszteség tehat 1 — 3000

0.0588080000 (10.1.9.3)
Azaz kb. 5.88%.

b) A 3000 m’ eredeti gazmennyiség 80%-a: 3000-0.8 m’
2400.0 m’ (10.1.9.4)
Tehat V (x) = 2400 m’-hez keressiik az x értékét!

[> solve(2400 =0.98%-3000)

11.04523012 (10.1.9.5)
Mivel az idéegységiink 10 nap volt, a kapott eredmény azt jelenti, hogy 10-11.04523012
110.4523012 (10.1.9.6)
__napig tud a levegdben maradni a 1éggdmb.
10. Feladat
49 2 ¥ —x—30
Oldja meg a kovetkezd egyenlOtlenségeket: a) ( 3 X ) <1, b)
log,Xx —3-log32 <2
Megoldas:
\ 4
[> restart
a , (49 —x°)
a) az egyenlet megoldhatdsaganak feltétele, hogy T >0
49 1 e
0< 3 3 X (10.1.10.1)
49 1
> solve(0< 3 3 x)
RealRange(Open(-7), Open(7)) (10.1.10.2)
2
Vegyiik mindkét oldal logaritmuseit:(x2 —x—30) -ln( 4933 X ) <In(1)
2 49 1 2
—X— = o < .1.10.
(® —x 3O)ln(33 33x)_0 (10.1.10.3)

Egy szorzat nem pozitiv, ha tényezok eldjele ellentétes, vagy valamelyik tényezd 0, tehat
az egyenldtlenség ekvivalens a kdvetkezo egyenldtlenségekkel:

b 49 1 »

X —x—30 < - — — >
IL.x—x—30 O/\ln(33 33x) 0

2 49 1 -

—x < < —_— = = .1.10.
X" —x <30 and 0 ln( 3 3 X ) (10.1.10.4)
2 49 1 »
—x < < _—
> solve(x X <30 and 0 ln( 3 3 X ))
RealRange( -4, 4) (10.1.10.5)

vagy
II.




2 49 1 »
X —30 > 2 L)<
@ —x 30_0/\ln(33 33xj_o
0 <x*—x—30 and 1n(£—ix2) <0 (10.1.10.6)
= 3333 %)S

> solve(O <x*—x—30 and ln(% — % xz) < O)
RealRange(Open(-7), -5), RealRange(6, Open(7)) (10.1.10.7)

V Hazi feladat
1. Feladat

Néhany kereskedének 8240 korona kdzos tokéje van. Mindegyikiik még negyvenszer annyi
koronat ad hozz4, mint ahanyan tarsultak. Befektetéseik nyoman az egészhez annyi szazalékot
nyernek, mint ahdnyan vannak. A hasznot felosztjak, mindegyikiik tizszer annyi koronat kap,
mint ahdnyan vannak, és még megmarad 224 korona. Szamitsa ki, hanyan tarsultak! (Euler
nyoman)

2. Feladat

Magyarorszag népességcsokkenése évi 4 ezrelék. Ha ez hosszabb idon keresztiil 4llandonak
bizonyul, akkor hany év alatt csdkken a kezdeti 10 millios lakossdgszdm 8 milliora?

3. Feladat

Oldja meg a kovetkez6 egyenlétlenségeket: a) 4 < 2* i3 , b)

log,(VX+3 —x—1) <0

V¥ 11. Trigonometriai azonossagok, egyenletek,

egyenlotlenségek
V¥ Feladatok
1. Feladat
Hatarozza meg a ¢és 3 tobbi szogfliggvényének értékét, ha sina= % , illetve cosf=0, 65 !
Megoldas:
\ 4
a) A pitagoraszi 0sszefliggés alapjan:
[ 4
> = —
sin (o) 3
sin(o) := % (11.1.1.1)




2_. Feladat

> cot(B) =

> cos(B) = 0.65

cos( o) =%
tan( ) = %
1 _3
tan(oc) 4
cos(B) :=0.65

_ sin(B)
cos(p)

1

1.169129550

> sin(B) :=\/1— (cos(B))2

sin(B) :=0.7599342077

tan(B) =1.169129550

cot(B) =0.8553372036

(11.1.1.2)

(11.1.1.3)

(11.1.1.4)

(11.1.1.5)

(11.1.1.6)

(11.1.1.7)

(11.1.1.8)

Hozza egyszerlibb alakra a kdvetkezd kifejezést, és adja meg az értelmezési tartomanyat:

(cos())”  ((tan(@))’-1)
sin(o) —cos(a) sin(o) +cos(a)
Megoldas:

\ 4
[ > restart
2
> expand (cos())

((tan(a))*-1)

sin (o )—cos( )

cos(oc) tan( o

2

sin( o) +cos( o)

cos( o)

(sin(o) —cos(o)) (sin(o) + cos(a))

2

(sin(a) —cos(a)) (sin(a) +cos(a))

(11.1.2.1)



> simplify cos(oc)ztan(oc)2
PP (sin(a) — cos(@) ) (sin(c) + cos(at))
- cos(a)’
(sin(a) —cos(a)) (sin(o) + cos(a))

i 1 (11.1.2.2)

> solve(sin(a) -cos(a) =0)

1

: o 11.1.2.3)

> solve(sin(oa) +cos(a) =0)

-% T (11.1.24)
>
Az értelmezési tatromanya: A = {(x eR\ { + %n +k2 mke Z”
3. Feladat

Addicios tételek segitségével hozza egyszerlibb alakra a kdvetkezo kifejezést:

2] {40 5]) 2 ] (3
of2)]

Megoldas:
4
_ o
> expand(sm(z —oc))
% 7 cos(a) — % J2 sin(o) (11.1.3.1)
i n
> expand(cos( 3 + oc] )
1 1 .
] 5 3 cos(o) — 5 sin (o) (11.1.3.2)
T
> expand(cos( 7 + ocj )
% 2 cos(a) — % V2 sin(o) (11.1.3.3)
= | i
> expand(sm(? —oc))
3 cos(t) = 3 sin(o) (11.1.3.4)
B 2
> [sin( x ) j
6
1
_ " (11.1.3.5)




2

> ()

- sts{s 3 —a] o ) s 2o 5
)+ (=(5)])

4_. _Feladat

3
4

—_

A rugoéra akasztott harmonikus rezgdmozgast végzo test kitérését az y =A- sin(

(11.1.3.6)

) +sin(£
3

(11.1.3.7)

2 7t )

egyenlet irja le, aholy a pillanatnyi kitérés, A az amplitido, t a mérés kezdete oOta eltelt id6, T a
rezgés periddusideje, ¢ pedig a kezdd fazis (radianban). Mekkora lehet annak a rezgd testnek

a kezd6 fazisa, amelynek at= % pillanatban éppen maximalis a kitérése? Mekkora az

amplitudd, hat =0 pillanatban a kitérésy =1, 41 cm ?

Megoldas:
\ 4

a) Helyettesitsiik a képletbe t = % ¢ésy = A értékeket! Ekkor az egyenlet

2T
A=A-sin T + o |, egyszeriisitve: 1 =sin ( % + (pj
[ m
> solve(l =sm(z +x] )
La
i 4
| >

Tehat a kezddfazis ¢ = % .
b) Helyettesitsiik a képletbe t =0 ésy = 1.41 értékeket! Ekkor az egyenlet
1.41 =A-sin ( % -n)alakﬁ lesz.

> solve(1.41 =A-sin(%-n) )
1.994041123

[>

Az amplitado6 nagysaga tehat A =1.994041123 cm
5. Feladat

A felsoroltak koziil mely allitasok igazak az

1
COSX — sinx + 1

a) minden valos szamra értelmezhetd.
b) végtelen sok valds szdmra nincs értelmezve.

¢) van olyan valos szam, amelyre a kifejezés értéke

(11.1.4.1)

(11.1.4.2)

kifejezésre? Valaszat indokolja!



d) van olyan valos szam, amelyre a kifejezés értéke

1
X
2.

Megoldas:

Y

6.

a) hamis, mert azokra a valds szdmokra nincs értelmezve, amelyekre
cos(X) -sin(x) +1=0.

> solve(cos(X)-sin(X) +1=0)
% T, T (11.1.5.1)

[>

b)igaz, kifejezés nincs értelmezve a

H= {X eR,x= Ln +k2rmVx=2k+1)mke Z}halmaz elemeire.

2
c)igaz
[ 1 1
> sol =
50 Ve( cos(X)-sin(x) +1 2 )
% 0 (11.1.5.2)
[ >
d)igaz
1
> solve =2
( cos(X) -sin(x) +1 )
AT T
arctan N N , arctan N N -7 (11.1.5.3)
] e e
Feladat

Hatarozza meg a valds szdmoknak azt a legbdvebb halmazat, amelyen a+/ tan(x + 1)
kifejezés értelmezhetd! Milyen értékeket vehet fel a kifejezés ezen a halmazon?

Megoldas:

\ 4

T

2 + k-1, kK € Z helyeken, ezért

Mivel a tangens szogfliggvény nem értelmezhetd

X # ( g —1 j + k-7, valamint a négyzetgyok definicidja miatt csaktan(x +1) >0

lehetséges, azaz0 + k-t < x+1 < g +k-m

A kifejezés alaphalmaza tehat: A= {x € R, -1 + k-t <x < [g - 1) +kmke Z}

Ezen a halmazon a tan(x + 1) kifejezés [0,00) értkeket vesz fel, ezért a+/ tan(x + 1)
kifejezés értékei is a [0, ) intervallum elemei lehetnek.

Ellendrzés képpen nézziik meg azf (x) =+/ tan(x + 1) fliggvény grafikonjat!



> plot(\/ tan(X + 1) )

/ .

7_. _Feladat

Adja meg az alabbi egyenlet [0; 20 ] intervallumba esé megoldasait:

cos x _1 =sin L+1 !
n 3 T

Megoldas:

\ 4
1 . (1
> solve| cos| x — — | =sin| — +1
3 T
2
1 -4n+3m —6
6 T
B 2
]l -4n+3nm —6
> X, = expand| —
6 T
.2 11
X; = 3+27t i
> X =2T—X
3 2 1
Xy = — - + =
) 2n+3+n

{0.5858, 5.6974, 7.4548, 11.9806, 13.1522, 18.2638, 19.4354 }

8_. Feladat

X=X +k2m (k€ Z)ésx,=x,+n2mw (n € Z) is megoldas, ezért a [0, 20]
intervallumon 0sszesen a kovetkezé megoldasok lesznek (kozelitd értékkel):

Oldja meg a kovetkezd egyenletet: \/ 1 + sin(X) +\/ 1 — (sin(X) )2 =2 cos(x) !

Megoldas:

T Eldszor vizsgaljuk meg az egyenlet alaphalmazat: csak olyan X € R szdmokra

(11.1.7.1)

(11.1.7.2)

(11.1.7.3)

Az eredmények kozelitd értéke: X, = 0.5858 é€s X, =5.6974. A periodikussag miatt minden



értelmezhetd, melyekre 1 +sin(X) > 0és1 — (sin(x))* > 0. Mivel -1 <sin(x) < 1,
ezért a feltétel mindenx € R esetén tejlesiil.

Mivel\/ 1 — (sin(X) )2 =cos(X), ezért az egyenlet/ 1 + sin(X) =cos(X) alakra hozhat6.
Ennek csak akkor lehet megoldasa a négyzetgyok definicidja alapjan, ha 0 <cos(x) < 1,

azaz—g +k-2n£x£§+k-2n,kEZ.

> solve(yT + sin(x) =cos(x))
0, % r (11.1.8.1)
[>
Ezek a megoldasok az adott intervallumnak elemei. Az §sszes megoldas:

X, =0+k2m, Xzz—%n—i-k-Zn,keZ.

9. Feladat
Adja meg a valds szamok legbdvebb halmazat, amelyen a kdvetkezd egyenlet értelmezhetd,
: . : 1 1
. = !
majd oldja meg az egyenletet: sin(X) + cos(X) Sin(x) + cos(x)
Megoldas:
\ 4

Az egyenlet nem értelmezhetd a sin(X) =0 és cos(x) =0 helyeken. Abrézoljuk a két
fliggvényt, és nézziikk meg a zérushelyeiket:

[ > restart
> plot([sin(x), cos(X)])

-2n 3\n -

| >

k-
Az alaphalmaz tehat: A= {X € R, X # TE, k e Z}. Az egyenlet jobb oldalat atalakitva a

(sin(X) 4+cos(X))
sin(X) -cos(X)
I. Mindkét olda 0-val egyenld, ha sin(X) +cos(X) =0

kovetkezot kapjuk: sin(X) +cos(x) =

> solve(sin(x) +cos(x) =0)
_% - (11.1.9.1)




> x1=—%~n+k~n
X, = - % nT+km (11.1.9.2)
II. Hasin(X) +cos(X) # 0, akkor mindkét oldalt elosztva ezzel a kifejezéssel kapjuk,
h 1=
_ogy sin(X) - cos(
> solve( = )
sin(X) -cos(X)
arctan( (L\/?+—I)3 i\/?+il,i\/?-|-il) arctan(—( (11.1.9.3)
2 2 2 2 72 2 ) R
1 1Y 1 1 1 1
—E\/?-i-gl) —3\/?4-51,-?\/?4-31 ,arctan(—(
1 131 1 1 1
VT 1) —25—2L-2ﬁ—21,amm(
1 1Y, 1 1.1 1
_ -(zﬁ—zl) R A Ry
A masodik esetben tehat csak komplex eredményeket kapunk, nincs mas valés megoldas,
mint X;.
10. Feladat
Melyek azok a valos szamok, amelyekre cos(X) (tan(x) — cosl(x) ) <07?
Megoldas:

\ 4

T
tartomanyaval, azazx € R\ { 5 + k~1t].

)

sin(x) — 1
cos(X)

> simplify(cos(x)(tan(x) —

cos(

cos(X)

)

> cos(X) (—sin(x) —1

X
<0
L cos(X) )
Mivel cos(X) # 0, ezért egyszeriisithetiink vele:

> solve(sin(x) —1 < 0)

5
¥

oo )

=> plot(sin(x) — 1)

RealRange(Open( —% n), Open(% TC) ) RealRange(Open(% n),

Az egyenl6tlenség alaphalmazat vizsgaljuk meg: ez azonos atan(X) fiiggvény értelmezési

(11.1.10.1)

(11.1.10.2)



V Hazi feladat

1. Feladat

Hatdrozza meg a valos szimoknak a lehet6 legbdvebb halmazat, amelyen a log,(sinx)
kifejezés értelmezhetd. Milyen értékeket vehet fel a kifejezés ezen a halmazon?

2. Feladat

Szogei vagy oldalai szerint milyen az a haromszog, amelynek két belsd szogére igaz, hogy
sind _ cosa N

cosB sing
3. Feladat

Melyek azok a valos szamok a [0; 2 n] , intervallumban, amelyekre cos’X — sin’X < COSX ?

V¥ 12. Linearis egyenletrendszerek megoldasa

V¥ Feladatok
1. Feladat
Szémitsa ki az _alébbi matrix determinansat:
-1 254
1 345
-1 43 2]
0 523
Megoldas:
\ 4
[> A:=matrix(4,4,[-1,2,5,4,1,3,4,5,-1,4,3,2,0,5,2,3]);
[ 125 4]
A= boas (12.1.1.1)
-1 432
0523




[> with(linalg):
> det(A) ;
28 (12.1.1.2)
2. Feladat
Szamitsa ki az alabbi matrix determinansat:
111
123
1 49
Megoldas:
\ 4
[> A:=matrix(3,3,[1,1,1,1,2,3,1,4,9]);
111
A=|123 (12.1.2.1)
1 49
> det(a) ;
i 2 (12.1.2.2)
3. Feladat
Hatarozza meg X értékét tigy, hogy teljesiiljon a kdvetkezo egyenldség:
x2 4 9
x 2 3 |=0.
111
Megoldas:
\ 4
> A:=matrix(3,3,[x*2,4,9,%x,2,3,1,1,1]);
X 4 9
A=|x 23 (12.1.3.1)
111
[> a:=det (A);
| a=-X+5x—6 (12.1.3.2)
B solve(a,x) ;
i 2,3 (12.1.3.3)

4_. Feladat

Hatarozza meg x értékét tigy, hogy teljesiiljon a kovetkezd egyenldség:



x 11

1 x 1 [=0.
1 1 x
Megoldas:
4
> A:=matrix(3,3,[x,1,1,1,x,1,1,1,x]);
x 11
A=|1x 1
1 1 x
> a:=det (A) ;
i a=x —3x+2
> solve(a,x) ;
i -2,1,1

5_. Feladat

(12.1.4.1)

(12.1.4.2)

(12.1.4.3)

Oldja meg a Cramer-szabaly felhasznéalasaval a kovetkezo linearis egyenletrendszert a valos

szamok halmazan:
x1—|—4x2+2x3=5
“3X F2% + Xy=-1
4%, = X = X=12

Megoldas:
\ 4
[> A:=matrix(3,3,[1,4,2,-3,2,1,4,-1,-1]);
1 4 2
A=|-3 2 1
4 -1 -1
> b:=vector(3, [5,-1,21) ;
b=[5 -1 2]

[> with(linalg) :
> Al:=augment(b,col (A,2) ,col(A,3));

5 4 2

Al=| -1 2 1

2 -1 -1
> A2:=augment (col (A,1),b,col (a,3)) ;
1 5 2]

A2:=| -3 -1 1

4 2 -1

(12.1.5.1)

(12.1.5.2)

(12.1.5.3)

(12.1.5.4)



:=augment (col (A,1) ,col (A,2) ,b);

1 4 5
A3=| -3 2 -1
4 -1 2
:=det (Al) /det (2) ;
x1:=1
:=det (A2) /det (2) ;
x2:=0
:=det (A3) /det (A) ;
x3:=2
[> x:=linsolve (A,b);
x:=[ 102 ]

6_. Feladat

Oldja meg a Cramer-szabaly felhasznalasaval a kovetkezd lineéris egyenletrendszert a valds

szamok halmazan:
X+ y— z=-2
X—2y+3z= 5
X+3y+4z= 6

Megoldas:

Y

> A1:

> A2:

> A3:

> A:=matrix(3,3,[1,1,-1,1,-2,3,1,3,4]1);

11 -1
A=|1 -2 3
1 3 4

> b:=vector (3, [-2,5,6]);
b= -25 6|

> with(linalg) :

=augment (b,col (A,2) ,col(A,3));

-2 1 -1
Al = 5 -2 3
6 3 4
=augment (col (A,1) ,b,col(A,3));
1 -2 -1
A2=(1 5 3
1 6 4

=augment (col (A,1) ,col(A,2),b);

(12.1.5.5)

(12.1.5.6)
(12.1.5.7)

(12.1.5.8)

(12.1.5.9)

(12.1.6.1)

(12.1.6.2)

(12.1.6.3)

(12.1.6.4)

(12.1.6.5)



1 1 -2
A3=|1 -2 5
1 3 6
> x1:=det (Al) /det (A) ;
W] = - >
i T3
[> x2:=det (A2) /det (A) ;
3
2:=-—
i T3
[> x3:=det (A3) /det (A) ;
X3.=§
i T 23
[> x:=linsolve (A,b);
. .5 .3 38
T 23 23 23

7_. Feladat

Oldja meg a Cramer-szabaly felhasznalasaval a kovetkezd lineéris egyenletrendszert a valds
szamok halmazan:

Xp = Xy~ 2x3+x4= 1

2X F X+ X =2
- X, —2X, +x,=-1
X —=2%X, 2% —Xx,=4
Megoldas:
\ 4

1 -1 -2 1
2 1 1 0
A=
-1 -2 0 1
3 -2 2 -1

> b:=vector (4, [1,2,-1,4]) ;
b;=[1 2 -1 4]

[> with(linalg):
> Al:=augment(b,col(A,2) ,co0l(A,3),col(A,4));

1 -1 -2 1
2 1 1 0
Al =
-1 -2 0 1
4 -2 2 -1

=> A2:=augment (col(A,1l) ,b,col(A,3) ,col(A,4));

(12.1.6.5)

(12.1.6.6)

(12.1.6.7)

(12.1.6.8)

(12.1.6.9)

> A:=matrix(4,4,[1,-1,-2,1,2,1,1,0,-1,-2,0,1,3,-2,2,-11);

(12.1.7.1)

(12.1.7.2)

(12.1.7.3)



8_. Feladat

> A3:=augment (col (A,1)

> Ad:=augment (col (A,1)

> x1:=det (Al) /det (A) ;

> x2:=det (A2) /det (A) ;

> x3:=det (A3) /det (A) ;

> x4:=det (A4) /det (A) ;

> x:=linsolve(A,Db);

,col(A,2) ,b,col(A,4));

,col(A,2),col(A,3),b);

4

2 2 1 0
-1 -1 0 1
3 4 2 -1
1 -1 1 1
2 1 2 0
-1 -2 -1 1
3 -2 4 -1
1 -1 -2 1
2 1 1 2
-1 -2 0 -1
3 -2 2
11
1=——-
* 770
1
X2 = -—
5
x3:=0
3
4.=-——
X 10
11 1 3
10 5 0 10

(12.1.7.4)

(12.1.7.5)

(12.1.7.6)

(12.1.7.7)

(12.1.7.8)

(12.1.7.9)

(12.1.7.10)

(12.1.7.11)

Oldja meg a Cramer-szabaly felhasznalasaval a kovetkezd lineéris egyenletrendszert a valds
szamok halmazan:

4x—- 2y+

3z=-13

SX+4y+ 2z= 12

6x—4y -
Megoldas:
\ 4

5z= -11

> A:=matrix(3,3,[4,-2,3,-5,4,2,6,-4,-5]);

(12.1.8.1)



4 -2 3
A=|-5 4 2
6 -4 -5
> b:=vector (3, [-13,12,-11]) ;
b:=[ -13 12 —11]
[> with(linalg):
> Al:=augment(b,col(A,2) ,col(A,3));
-13 -2 3
Al=| 12 4 2
-11 -4 -5
=> A2:=augment (col(A,1) ,b,col(A,3));
4 -13 3
A2:=| -5 12 2
6 -11 -5
=> A3:=augment (col(A,1) ,co0l(A,2) ,b);
4 -2 -13
A3:=| -5 4 12
6 -4 -11
> x1:=det (Al) /det (A) ;
i X1l:=-2
[> x2:=det (A2) /det (A) ;
i X2 =1
[> x3:=det (A3) /det (A) ;
i X3 :=-1
[> x:=linsolve (A,b);
X =[ 21 -1 ]

9_. Feladat

(12.1.8.1)

(12.1.8.2)

(12.1.8.3)

(12.1.8.4)

(12.1.8.5)

(12.1.8.6)
(12.1.8.7)

(12.1.8.8)

(12.1.8.9)

Oldja meg a Cramer-szabaly felhasznalasaval a kovetkezd linedris egyenletrendszert a valds

szamok halmazan:
2x+ 3y-2z=-5
-3x+2y+5z=5
S5x+3y—4z=-6

Megoldas:
\
[> A:=matrix(3,3,[2,3,-2,-3,2,5,5,3,-4]) ;
23 -2
A=| -3 2 5

53 -4

(12.1.9.1)



> b:=vector(3,[-5,5,-6]);
b:=[ -5 5 —6]
[> with(linalg):
> Al:=augment(b,col(A,2) ,co0l(A,3));
-5 3 -2
Al = 52 5
-6 3 -4
=> A2:=augment (col(A,1) ,b,col(A,3));
2 -5 -2
A2=| -3 5 5
5 -6 -4
=> A3:=augment (col(A,1) ,co0l(A,2) ,b);
23 -5
A3=| -3 2 5
53 -6
> x1:=det (Al) /det (A) ;
i x1:=1
[> x2:=det (A2) /det (A) ;
i X2 = -1
[> x3:=det (A3) /det (A) ;
i X3 :=2
[> x:=linsolve (A,b);
X =[ 1 -12 ]

1_(). Feladat

Oldja meg a Cramer-szabaly felhasznalasaval a kovetkezd lineéris egyenletrendszert a valds
szamok halmazan:

3X+2y—4z=-2
X+3y+5z= -5
7X—2y—8z=10

Megoldas:

\ 4

=> b:=vector(3,[-2,-5,101);

[> A:=matrix(3,3,[3,2,-4,-2,3,5,7,-2,-8]);

3 2 -4
A=|-2 3 5
7 -2 -8

b=[ -2 -5 10]

> with(linalg):

(12.1.9.2)

(12.1.9.3)

(12.1.9.4)

(12.1.9.5)

(12.1.9.6)
(12.1.9.7)

(12.1.9.8)

(12.1.9.9)

(12.1.10.1)

(12.1.10.2)



> Al:=augment(b,col(A,2) ,col(A,3));
-2 2 -4
Al=|-5 3 5
10 -2 -8
=> A2:=augment (col(A,1) ,b,col(A,3));
3 -2 -4
A2:=|-2 -5 5
7 10 -8
=> A3:=augment (col(A,1) ,col(A,2) ,b);
3 2 -2
A3=|-2 3 -5
7 -2 10
[> x1:=det (A1) /det () ;
i x1:=2
[> x2:=det (A2) /det (A) ;
i X2 :=-2
[> x3:=det (A3) /det (A) ;
i x3:=1
[> x:=linsolve (A,b);
xi=[2 -2 1]
V¥ Hazi feladat
1. Feladat
Oldja meg az alabbi linearis egyenletrendszert a valos szamok halmazan:
X+2y+z=4
X+ y—z=3
-X +z=2
2. Feladat
Oldja meg az alabbi lineéris egyenletrendszert a valds szamok halmazan:
X—2y+3z—4v=14
3x+ y—- z+ v=0
-X+4y+3z—2v=20
S5x—2y—- z—3v=4
3. Feladat
Oldja meg az alabbi linearis egyenletrendszert a valds szamok halmazan:
2X+ y—5z+ u=8
X—3y -6u=9
2y—- z4+2u=-5
X+4y—7z2+6u=0

(12.1.10.3)

(12.1.10.4)

(12.1.10.5)

(12.1.10.6)
(12.1.10.7)

(12.1.10.8)

(12.1.10.9)






Matematikai Praktikum I1.
¥ 1. Mértani helyhez kapcsolédé feladatok

V Feladatok
1. Feladat

Szerkessziink két adott ponton dtmend adott sugara kort!

Megoldas:
\ 4

> restart : with(geometry) :

point(A, 0,0): pointB,3,5): r=4:
circle(cl, [pointA,0,0), rj :

circle(c2, pointB, 3,5), r) :
intersection(Hl, cl1, c2, [U, V]) - detail (H1);

| name of the object U
form of the object point2d
, (1.1.1.1)
. . 3 54255 5 3255
coordinates of the point 7 4 2 + 34 ]
name of the object Vv
form of the object point2d
. . 3 54255 5 34255
coordinates of the point + 4’ 34 }
, . 3 525 5 34255
S > 2
cwcle[cml, pomt[Ql,2 34 ,2+ 34 » s
"centername "= Ol] z
, . 3 .5V25 5 34255
C|rcle[cm2, pomt[QZ,z—i- 4 7o 34 ] l

"centername "= 02] :

> segment(BO2, B, 027) :

draw(cml(color =yellow), cm2(color =green), A, B,
BOZ2(linestyle=dash)j], scaling=constrained, printtext
=true, axes=none);




01

>

2. Feladat

Szerkessziink adott ponton atmend, adott kort adott pontban érintd kort!

Megoldas:
\ 4

[> restart : with(geometry) :
point(A, 0, 3) - point(B, 4, 3): pointC,5,1): r
= distance(B, C);

circle(cl, [C, ) :
line(l, [A, B]) - midpointM, A, B) :
PerpendicularLinelp, M, 1) :
line(12, [B, C}) - intersection(CC, Ip, 12) :
r2 := distance(CC, A);
circlec2, [CC, r2)) :

draw([cl(color =yellow), c2(color=red), A, B, M, CC,
Ip(color =green), I(linestyle=dash), 12(color =green),
scaling = constrained, printtext=true, axes=none);




3. Feladat

Szerkessziink adott ponton atmend, adott kort érintd, adott sugaru kort!

Megoldas:
\ 4

[> restart : with(geometry) :
point(A, 0, 3) : pointB, 4, 3): pointC,5,1): r:==4:
d :=distanceB, C) - circle(c, [C,d]) :

circlecsl, [C,d+r]) - circlecs2, [A,r]) :

intersection(H, csl, cs2, [U, V]) :
rl:= distanceU, A) : r2 := distance(V, A) :
circle(cl, [U, rl1y) - circlec2, [V, r2)) :

draw([c(color =yellow), clcolor =red), c2(color =red), A,
C, U, V,cslcolor=green, linestyle=dash), cs2(color
=green, linestyle=dash)], scaling=constrained,




pri nttext=true, axes=none);

4. Feladat

Szerkessziink két adott egyenest érintd (adott sugart) kort!

Megoldas:
\ 4

> restart : with(geometry) :
point(A, 0,0) : pointB, 4,3): point(C,1,6): d:==2:
line(ll, [A,B7}) - line(l2, [A,Cy)) :

PerpendicularLine(l1m, A, 11) : PerpendicularLine(12m, A,

12) :

circle(c, [A, 2]) :

intersection(Hl, I1m, c, [U1, V1]) : intersection(H2, 12m,

c, [U2,V2)) :

ParallelLine(l1lpl, U1, 11) : ParallelLine(ll1lp2, V1, 11):
ParallelLine(12p1, U2, 12) : ParallelLine(12p2, V2, 12):

intersection(M1, 11pl, 12pl) : intersection(M2, 11pl, 12p2) :
intersection(M3, 11p2, 12pl) : intersection(M4, 11p2,
12p2) :




circle(cl, (M1, d}) - circle(c2, (M2, d]) - circle(c3, [M3, d]) :
circlec4, (M4, d)) :

draw([cl(color =red), c2(color =red), c3(color =red),
c4(color =red), 11(color =blue), 12(color =blue),
I1pl(linestyle=dash, color =green), I1p2(color =green,
linestyle=dash), 12p1lcolor =green, linestyle=dash),
12p2(color =green, linestyle=dash)], scaling
=constrained, printtext=true, axes=none);

5. Feladat

Szerkessziink két adott kort, az egyiket adott pontjaban érinté kort!



Megoldas:

\ 4

[> restart : with(geometry) :

point(A, 0,3):rl:==1.4:
point(B, 4, 3) - point(C,5,1): r2:=distanceB, C) :
circle(cl, [A, rly) - circlec2, [C, r2)) :

line(l, [B,Cy) :
circle(csl, [C, r2—rlj) - intersectionH, I, csl, [U, V) :

line(ll, [A, U} - midpointM, A, U) :
PerpendicularLine(l1p, M, 11):
intersection(CC1, I, I1p) :
rml := distance(CC1, B);
circlecml, [CC1, rmly) :

circlecs2, [C, r2+rlj) - intersectionH2, I, cs2, [U2, V2]) :

line(12, [A, U2]) - midpoint(M2, A, U2) :
PerpendicularLine(12p, M2, 12) :
intersection(CC2, I, I12p) :

rm2 := distance(CC2, B);

circleccm2, [CC2, rm2]) :

draw([cl(color =yellow), c2(color =yellow), cml(color
=red), cm2(color=red), A, C, B, U, V, cslcolor =green,
linestyle=dash), I], scaling=constrained, printtext
=true, axes=none, view=[-3..8,-1.5..7.47);
rml:=2.201417550

rm2 := 18.05303044



6. Feladat

Adott két szakasz. Szerkessziink a szakaszok f61¢ egyenld szart haromszogeket, melyeknek a
csucsa egybeesik.

Megoldas:
\ 4

> restart : with(geometry) :

point(A, 0, 0) : point(B, 3, 3) : segment(AB, [A, B]):

point(C,-3, 2) - point(E,-6, 4) - segment(CE, [C, E]) :
line(ll, [A,B}) - line(l2, [C,EY) :

midpoint(M1, A, By : midpointM2, C, E) :
PerpendicularLineml, M1, 11) : PerpendicularLinem2, M2,
inltze)réection(M, ml, m2) :
triangle(T1, [A, B, M]) = triangle(T2, [C,E, M) :

draw([T1(color =yellow), T2(color =yellow), M, A, B, C, E,
ml(color =green, linestyle=dash), m2.color =green,




linestyle=dash)], scaling=constrained, printtext
=true, axes=none, view=[-9..8,-1..77]);

i/
/\\
// N\
< _ \
B/
AN 5
// h °
v N
;. c N
/
v N
/ A N

7. Feladat

Mi a mértani helye azoknak a pontoknak, amelyektdl egy adott korhoz adott hosszisagu
érinték huzhatok?

Megoldas:

\ 4

> restart : with(geometry) :

point(A, 0,3):r:==4: d:==2:

circlecl, [A,r]) :
circlec2, [A, r +dj) :
point(P1, 0,-3) - pointP2,0,9):

TangentLine(tl, P1, ci, [tll, t12)):
intersection(M1, tl11, cl) : segment(P1M1, [P1, M1y :
intersection(M2, t12, cl) : segment(P1M2, [P1, M2]) :

TangentLine(t2, P2, cl, [t21, t22)) :



draw(|cl(color=yellow, filled=true, transparency=0.!¢
c2(color =red), A, PIMI(color =green, linestyle=dasl
PIM2(color =green, linestyle=dash), P2ZNIl(color =gres
linestyle=dash), PZN2(color =green, linestyle=das.
scaling=constrained, printtext=true, axes=none,
view=[-6..8,-3.5..97);




triangleMPC, [M, P, Cj) = bisectorbM, M, MPC) :

line(ll, [A,P]) :
intersection(N, 11, bM) :
rml := distance(N, P);
circlecml, [N, rmly) :

PerpendicularLinebM2, M, bM) :
intersection(N2, 11, bM2) :

rm2 := distance(N2, P);
circlecm2, [N2, rm27]) :

draw([c(color =yellow), I(color =yellow), cml(color =red),
cm2(color=red), A, P, t(color =blue, linestyle=dash),
bM(color =green, linestyle=dash), bM2(color =green,
linestyle=dash)], scaling=constrained, printtext
=true, axes=none, view=[-2..8,-1..7]);

2
rml::/ 8+3J5 ¢5_3]
J5 +2

rm2 :=\/ (—2\/?—4)2

9. Feladat

Szerkessziink adott kort és adott egyenest, az egyenest adott pontjaban érintd kort!



Megoldas:

Y

[> restart : with(geometry) :

point(A, 0,3): r:=3: circle(c, [A, ) :
point(B, 5, 3) - pointC,6,1): linell, [B,Cy :

PerpendicularLine(lB, B, I) - circle(cs, [B, r}) :
intersection(H, IB, cs, [U,V]) :

line(ll, [A, U}) - midpointM1, A, U) = PerpendicularLine(l1p,
M1, 11) - intersection(N1, IB, I1p) :

line(12, [A, V]) - midpoint(M2, A, V) :
PerpendicularLine(12p, M2, 12) : intersection(N2, 1B,
12p) :

rml := distance(N1, B); circleccml, [N1, rmly) :
rm2 := distance(N2, B); circlecm2, [N2, rm2]) :

ParallelLine(pll, U, I) : ParallelLinempl2,V, I):
segment(AvV, [A, V]) - segment(AU, [A, U]) :
draw(c(color =blue), I(color =blue), cmlcolor =red),
cm2(color =red), B, U, V, AV(color =green), AU(color
=green), M1, M2, IB(color =yellow, linestyle=dash),
pll(color =green, linestyle=dash), pl2(color =green,
linestyle=dash)j], scaling=constrained, printtext

=true, axes=none, view=[-3..9,-1..7]);
2
rml::/[15ﬁ+34 s +[22+9ﬁ _3J
35 +10 35 410

2 2
rmz:z/[m_s] +[M_3J
-10+35 -10+35

2




10. Feladat

Hatarozzuk meg harom adott egyenestdl egyenld tavol levo pontok mértani helyét!

Megoldas:
\ 4

> restart : with(geometry) :

point(Al, 0, 3) : point(A2,1,0): line(ll, [Al, A2)) :
point(Bl1, 5, 3) : pointB2, 3,-1) : line(l2, [B1, B27]) :
point(C1,-3, 8) : point(C2,6,1): line(l3, [C1, C2)) :

intersection(M1, 11, 12) = intersectionM2, 11, 13) :
intersection(M3, 12, 13) :

triangle(T, [M1, M2, M3 :

incircle(c, T, "centername "=00) :

bisectorbMl, M1, T) : bisectorbM2, M2, T) : bisector(bM3,
M3, T):

draw([I1(color =yellow), 12(color =yellow), 13(color
=yellow), c(color =red), M1, M2, M3, bM1(color =green,




linestyle=dash), bM2(color =green, linestyle=dash),
bM3(color =green, linestyle=dash)j], scaling
=constrained, printtext=true, axes=none, view=[-3
..6,-3.6..7));

w2
\

¥V Hazi feladatok

1. Feladat

Adjunk meg a sikon 6t pontot ugy, hogy 1étezzen mind az 6ttdl egyenld tavolsagra levo pont.

2. Feladat

Szerkessziink egyend szari haromszdget, ha adott egyik szara és a hozza tartozé magassag.

3. Feladat
Hatéarozzuk meg egy adott pont és egy adott korvonal altal meghatarozott szakaszok
felezOpontjainak halmazat!

¥ 2. Transzformacidkkal kapcsolatos feladatok

T Feladatok



1. Feladat

Egy AB atmér6ji kor egy tovabbi pontja legyen K. A-t K-ra tiikkrézve kapjuk T-t. Bizonyitsa be,
hogy az ABT haromszog egyenldszart!

Megoldas:
\ 4
> with(geometry) : point(A,-1, 0) : point(B, 1, 0) - circle(k,
[A, B], [X, Y], centername  =M) :
randpoint(K, k) :
reflection(T, A, K) :
triangle(t, [A,B, T)) :
draw([t(filled = true, color =yellow), A, B, K, T, k], axes
=NONE, printtext=true);
distance(B, T);
simplify(distance(A, B));
A B
1
2.000000000
i 2 (2.1.1)
[>

2. Feladat



Adott a k kor, a kor egy P pontja és a P-ben huzott érintéje. Kicsinyitse harmadara a megadott
alakzatot a Q pontbol!

Megoldas:
\ 4

[> restart : with(geometry) :

circlek, x*2 +yn2=25, [X, Y], centername” =M) :
point(P, 4, 3) : tangentpc(e, P, k) :
point(Q, 7,-5) :

dilatation(cl, k, 0.33, Q) : dilatation(el, e, 0.5, Q) :
dilatation(P1, P, 0.33,Q) :
segment(MQ, M, Q) : segment(QP, Q, P) :
draw([k(color =yellow), P(color =black), Q, e, c1, el, P1,
MQ(color =blue, linestyle=dash), QP(color =blue,
linestyle=dash)], printtext=true, axes=NONE, view=|
-5..12,-6..5], thickness=2);

3. Feladat

Egy ABC haromszdgbe irjunk egy DEF haromszoget, melynek oldalai harom adott egyenessel



(f; g; h) egyenként parhuzamosak.

Megoldas:
\ 4

> point(A,-1, 0) : point(B, 3, 0) : point(C, 2, 3) : point(P, O,
0) : triangle(T, [A,B,Cy):
lineol, [A,B]) : line02, B, Cy) - ling03, [C, A]) :
point(Al, 0, 3) : point(A2,1,0): line(ll, [Al, A2)) :
point(Bl1, 5, 3) : pointB2,3,-1): line(l2, [B1, B2]) :
point(Cl1,-3, 8) - point(C2,6,1): line(l3, [C1, C2)) :

ParallelLine(ll1lp, P, I1) - IintersectionM1, I1p, 03) :
ParallelLine(12p, M1, 13) - ParallelLine(I3p, P, 12) :
intersection(M2, 12p, I3p) - line(ls, [A, M2)) :
intersection(N1, Is, 02) :
ParallelLine(nl, N1, 12) : ParallelLinen2, N1, 13) :
intersection(N2, nl1, ol) = intersection(N3, n2, 03) :
triangle(TT, [N1, N2, N37) :

draw([T(color =blue), TT(color =yellow, filled=true), P,
M1, M2, Is(linestyle=dashdot), I1p(color =green,
linestyle=dot), I2p(color =magenta, linestyle=dot),
I3p(color =orange, linestyle=dot), I1color =green,
linestyle=dash), 12(color =orange, linestyle=dash),
13(color =magenta, linestyle=dash)j], scaling
=constrained, printtext=true, axes=none, view=[-3
-.5,-3.6..4.4));




4. Feladat

Vegyiink fel egy négyszoget és belsejében egy pontot! Szerkessziink paralelogrammat,
melynek csucsai a négyszog egy-egy oldalegyenes

ére esnek, s kdozéppontja a felvett pont!

Megoldas:

Y

[> restart : with(geometry) : with(geom3d) :
point(A,-1,0,0) : point(C, 3, 0, 0) - point(B, 2.5, 3, 0) :
point(E, -2,-6,0) : pomt(K 0,-1,0):
Iine(ll [A By - line(l2, (B, Cy - line(l3, [C, E]) - line(l4,
[E, A]) :
reflection(l1 , 11, K

( ) = intersection(N1, 11r, 13)
reflectlon(l2r 12, Ky o intersection(N2, 12r, 14) :
reflection(13r, 13,K) : intersection(NS 13r, 11) :
reflection(l4r, 14, K) - intersection(N4, 14r, I2) :

segment(NIN2, [N1, N2]) segment(N2N3, [N2 N3])
segment(N3N4, [N3, N47) : segment(N4N1, [N4, N17) :

segment(AB, [A, B]) - segment(BC, [B, Cj) = segment(CE, [C,




E]) - segment(EA, [E, A} :
draw([AB(color =blue), BC(color =blue), CE(color =blue),
EA(color =blue), A, B, C, E, NIN2(color =magenta,
linestyle=dash),N2N3(color =magenta, linestyle
=dash), N3N4(color =magenta, linestyle=dash),
N4N1(color =magenta, linestyle=dash)], scaling
=constrained, axes=none, orientation=[90, 180]);

-

— —

5. Feladat

Adott hegyesszogd haromszogbe irjunk minimalis keriiletli haromszoget, melynek egyik
csucsa elére adva van!

Megoldas:
\ 4

> restart : withgeometry) : with(geom3d) :
point(A,-1, 0, 0) : point(B, 3, 0, 0) : point(C, 2,4,0):
point(K, 0,0, 0) :
line(ll, [A,B}) - line(l2, [B,Cy) - line(l3, [C, A :
reflection(K1l, K, 13) :
reflection(K2, K, 12) :
line(ls, [K1, K27) :
intersection(N1, Is, I3) = intersection(N2, Is, 12) :




segment(AB, [A, B]) - segment(BC, [B, C]) = segment(CA, [C, A]) :
segment(KN1, [K, N17) = segment(N1IN2, [N1, N27) - segment(N2K,
N2, K :

draw([AB(color =blue), BC(color =blue), CA(color =blue),
A(symbol =box), B, C, NIN2(color =magenta, linestyle
=dash), KN1(color =magenta, linestyle=dash), N2K(color
=magenta, linestyle=dash)], scaling=constrained,
axes=none, orientation=[90, 180]);

6. Feladat

Szerkessziink négyzetet, melynek egyik atldja egy adott egyenesre, masik atlojanak végpontjai
pedig egy-egy adott korre illeszkednek!

Megoldas:
\ 4

> restart : with(geometry) :
point(A,-1,0) - pointB, 2.5, 3) - linecl, [A, B} :
point(Cl,4,-2): r1:=2.5: circle(cl, [C1, rly) :
point(C2,-5,4): r2:=3: circlec2, [C2,r2]) :




reflection(clr, cl, 1) : intersection(H, clr, c2, [U, V]) :
reflectionU1, U, I) - line(lu, [U, U1} : intersection(Z, I,
lu) : d :=distance(U, Ul) :
Pi Pi
rotation(UZ, U, -, clockwise, Z) : rotation(U3, U, -,

counterclockwise, Z) :

segment(UU2, [U, U27) = segment(UU3, [U, U37]) : segment(U1lU2,
[Ul, U27) = segment(U1U3, [Ul, U3 :

draw([UU2(color =blue), UU3(color =blue), UlU2(color
=blue), UlU3(color =blue), A, B, I(linestyle=dash),
cl(color =green, linestyle=dash),c2(color =green,

linestyle=dash)], scaling=constrained, axes=none,

printtext=true);

7. Feladat

Forgassunk el egy egyenld oldalti haromszoget kozéppotja koriil, majd jeldljiik meg az eredeti
¢s az elforgatott oldalacgyenesek metszéspontjait. Igazoljuk, hogy a hdrom metszéspont ismét
egyenld oldalti haromszoget hataroz meg.

Megoldas:



> restart : with(geometry) :

point(A,-2,0) - point(B, 2, 0) : point(C, 0, sqrt(12)) :
_ sqre(12) _
pomt(E, 0, f) > triangle(T, [A,B,C)) :
IsEquilateral(T);

P
rotation(Tr, T, 3 > clockwise, E) :

line(ll, [A, B} - line(l2, [B, Cy) - line(l3, [C, A}) =

Pi
3
Pi i ) Pi ,

=3 - clockwise, E) : rotatlon(IBr, 13, 3 > clockwise,

rotation(llr, 11, clockwise, E) : rotation(er, 12,

E

intersection(P, 11, I1r) : intersectionQ, 12, 12r) :
intersection(R, 13, I3r) :
triangle(TT, [P, Q, R]) - Iskquilateral (TT);

true
al true (2.1.7.1)
8. Feladat
Megoldas:
\ 4

> restart : with(geometry) :

9. Feladat

Egy AB atmérdjti kor egy tovabbi pontja C. A-t C-re tikkrozve kapjuk D-t. Bizonyitsa be,
hogy az ABD haromszog egyenlOszara!

Megoldas:

\ 4

[> restart : with(geometry) :

point(A,-1, 0) - point(B, 2,-1) :
circle(c, [A, B], [X, Y], centername =00) :
randpoint(C, c) :
reflectionE, A, C) :
triangle(T, [A,B, E]) :

simplify(distance(B, E)); simplifydistance(A, B));
draw([T(filled = true, color =yellow), A, B, C, E, c], axes
=NONE, printtext=true);
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10. Feladat
Egy P pontbol ellokott golyo a két falon egymas utan iitkdzve az eredeti pontba ér vissza.
Szerkessze meg a golyd Utjat!

Megoldas:

\ 4

> restart : with(geometry) :

point(A,-1, 0) - point(B, 5, 0) : point(C, 4, 5) : point(P, 3,
5 -

-9):
lineAB, [A, By, [X,Yy]) - linelAC, [A,C], [X,Y]) =
reflection(P1, P, AB) : reflection(P2, P, AC) :

line(l, [P1, P2}, [X,Y]) :
intersection(Ql, AB, I) : intersection(Q2, AC, I :

segment(P1P2, P1, P2) : segment(Q1Q2, Q1, Q2) :
segment(PQ1, P, Q1) = segment(PQ2, P, Q2) :




segment(PP2, P, P2) - segment(PP1, P, P1) :

draw([AB(color =blue), AC(color =blue), P, P1(color =green),
P2(color =green),

P1P2(color =green, thickness=1), PQ1, PQ2, Q1Q2, PP1(color
=green, thickness=1, linestyle=dash), PP2(color
=green, thickness=1, linestyle=dash)], thickness=3,

axes=none, view=[0..4,-2_.47, scaling =CONSTRAINED,
printtext=true);

V Hazi feladatok

1. Feladat
Szerkessziink paralelogrammat, melynek két szomszédos csucsa két metsz6 kor kdzos pontjai,
masik két csticsa pedig ezen két kor egy-egy pontja!

2. Feladat
Adott pontbdl szerkessziink adott korhoz olyan szel6t, mely a korbdl adott hosszsaga hurt
metsz ki!

3. Feladat

Szerkessziink haromszoget, ha adott két cstcsa, tovabba a harmadik csucsanal levé szog




I_ szogfelezd egyenese!

¥ 3. Haromszdgekkel kapcsolatos feladatok

V Feladatok
1. Feladat

Milyen magas az a lejtd, amely 10°-os hajlasszogl és 2 km hosszu? Milyen hosszu a lejto
alapja?

Megoldas:

\ 4

A lejté magassagat jeloljiik x-szel.
X
> solve(sin(lo) = 2);
2sin(10) (3.1.1.1)

2 cos(10) (3.1.1.2)

2. Feladat

Egy derékszogli haromszog beirt kdrének sugara 2 cm, koriilirt korének sugara 5 cm.
Mekkorak a haromszog oldalai?

Megoldas:
\ 4

>restart:a == X + 2: b:=10-Xx + 2 :
fsolve(a? +b?=10%, Xx);

fsolve( (x +2)% + (10 =x +2)> =100, x) (3.1.2.1)

3. Feladat

Mekkorak annak a szimmetrikus trapéznak a szogei €s oldalai, amelybe 6 cm atmérdjii kor
irhato, és a hosszabbik alapja 10 cm?

Megoldas:
\ 4

A kiils6é pontbol a korhoz huzott érintd szakaszok egyenldk. A tarpéz alaphoz tartozé
magassaga 6 cm. Az ismeretlen alapot jeldlje .
2 B c\2 _
~(s+5) c)s

c
[> restart : c = fsolve(62 + (5 — 2)



b := c -
=7 +5;

alpha = solve(Sin(X) = % s x) ; convertialpha, "radical
ghar)n;na := 180 —alpha
¢ :=3.600000000
b :=6.800000000
o := RootOf (1000000000 Sin(_Z) — 882352941)
RootOf (1000000000 Sin(_Z) — 882352941)

ghamma := 180 — RootOf (1000000000 Sin(_Z) — 882352941) (3.1.3.1)

4. Feladat

Szerkessziink egyenl6 oldali haromsziiget, ha adott kozéppontja és egy oldalanak egyenese.

Megoldas:

Y

Vegyiink fel egy tetszéleges pontot €s két tetszéleges ponton at egy egyenest.

[> restart : with(geometry) :
point(A, [0, 0]) - point(B, [3, 3]) - pointC, [5,-1]) :
line(l, [A,B)) :

rotation(ll, 1, %,'counterclockwise', C) : rotation(lZ,
Pi _

1, 3 > "clockwise®, C

intersection(P1, I, I1) : coordinate(P1) :

intersection(P2, I, 12) : coordinate(P2) :

intersection(P3, 11, 12) : coordinate(P3) :

a = distance(P1, P2) : b:=distanceP1,P3): c
= distance(P2, P3) : verify(a, b, equal); verify(a, c,
equal);

draw(( I, 11, 12, P1, P2, P3] , printtext=true, axes
=normal);

true
true




5. Feladat

Egy haromszog egyik oldalat osszuk harom egyenld részre, és az egyik osztopontot kdssiik
Ossze a kozelebbi oldal felezOpontjaval! Az 6sszekotd szakasz hanyad részét metszi le a
haromszdg teriiletének?

Megoldas:
\ 4

> osztopont :=proc(A, B, p, Q)
local M, X, y;
x = (HorizontalCoord(A)*q + HorizontalCoord B
y = (VerticalCoord(A)*q + VerticalCoord(B) *p)
point(M, X, Vy);
returnM);

end:

)*P)/ (p+4d);
/pta);

point(A, 5,0) : point(B, 3, 4) : pointC,-2,0):

P1 := osztopont(C, A, 1, 2) - coordinates(P1l);

P2 := osztopont(C, B, 1, 1) - coordinates(P2);

triangle(T, [A, B, C}) - triangle(Tl, [P1, P2, Cy) :
t

t:=areaT); tl:=area(Tl); < -
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6. Feladat

Rajzoljunk egy szoget, jeloljiink ki egy iranyt és tlizziink ki egy pontot! Szerkessziibk olyan
haromszoget, melynek a kitlizott pont az a csticsa, melynél levo szoge 45 -os, a szemkozti
oldala a kijeldlt irdnnyal parhuzamos €s annak végpontjai a kijeldlt szog szaraira esnek!

Megoldas:
7. Feladat

Egy egyenld oldalii haromszog minden oldalat hosszabbitsuk meg egyik irdnyba ugyan azzal a
szakasszal Gigy, hogy mindegyik csucsanal csak egy meghosszabbitas kezd6djék. Bizonyitsuk
be, hogy az 1j végpontok altal alkotott haromszog is egyenld oldalu!

Megoldas:

8. Feladat

Egy derékszogli haromszog befogoira kifelé négyzeteket irunk. Igazoljuk, hogy a négyzetek
kozéppontjai, valamint a derékszdgii csucs egy egyenesre illeszkednek!

Megoldas:
\ 4

> with(geometry) :

point(A, 0, 0) : point(B, 4, 0) : point(C, 0, 3) :
point(Al,-3, 0) : point(Cl1,-3, 3) :

point(A2, 0,-4) : point(B2,4,-4):

triangle(Tl, [A,B,C));

square(sql, [A1,A,C,Cly) :

square(sq2, [A, B, B2, A2)) :

midpoint(M1, C1, A) : midpointM2, B2, A) :
AreCollinear (M1, M2, A);
line(l, [C1,B2)) :

draw([T1(colour =red), sql(colour =green), sg2(colour
=green), A, B, C, 1], printtext=true, axes=normal);

T1
true
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9. Feladat

Igazoljuk, hogy az egyenld oldalti haromszogbe irt kort sugara fele a koré irt kor sugaranak!

Megoldas:
\ 4

[> point(A, 0, 0) - point(B, 4, 0) : point(C, 2, sqrt(12)) :
triangle(T, [A,B,Cy) :
circumcirclecc, T, "centername®™ = 01);
incircle(ic, T, "centername®=02);
ri
rl:= radius(ic); r2:=radius(cc); eval(ﬁ);
draw([T, ic, cc]);
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10. Feladat

Rajzolunk egy kort és jeloliink ki egy pontot. Mi a kijeldlt ponton athaladé hurok
felezOpontjainak mértani helye?

Megoldas:
\ 4

> restart : withgeometry) - point(C, 0, O) : circlec, [C,
5]) - point(A,1,1):

V Hazi feladatok
1. Feladat

Szerkessziink derékszogli haromszoget, ha adott a befogok dsszege és a beirt kor sugara!

2. Feladat

Szerkessziink haromszoget, ha adott keriilete, beirt korének sugara és egy szoge!




3. Feladat
Szerkessziink egyenl0szart haromszdget, ha adott szarszogének nagysaga,
az alappal szemkdzti csticsa, valamint a masik két csticson 4thaladé egy - egy egyenes!

¥ 4. Négyszogekkel, sokszogekkel kapcsolatos feladatok

V¥V Feladatok
1. Feladat

Alakitsunk egy egy paralelogrammat olyan paralelogrammava, melynek egyik oldala adott,
szogei pedig az eredetiével egyenlok!

Megoldas:
\ 4

A megoldas leolvashat6 az abrarol.
[> restart :
withplots) : with(geometry) :
polyl = [(0, 07, (4,03, [6,1.5],2,1.5]]:
poly2 = [[0, Oy, (2,07, [4,1.5],[2,1.5]]:

poly3 = [[0, 0], (4,03, [5.-5,1.1257, (1.5, 1.1257]:
point(A, 0, 0) - point(B, 6, 1.5) : segment(l, [A, B}) :

pl := polygonplot([polyl], color ="magenta”, transparency
=0.5, axes=frame) :

p2 := polygonplot([poly2], color ="magenta®, transparency
=0.5, axes=frame) :

p3 := polygonplot([poly3], color ="magenta”, transparency
=0.5, axes=frame) :

p4 :=draw([l17);
display( {pl,p2,p3}, color =red, scaling=constrained

);

p4 == PLOT(...)




2. Feladat
Alakitsunk at egy paralelogrammat rombussza egy oldal megtartasaval!

Megoldas:
\ 4

> restart : with(geometry) : point(4, 0, 0) : point(B, 4, 0) :
pointtE, 1, 1.5) ¢ point(¢€s 53, 1.5) 3
dsegment(AB, [A, B]) : segment(BC, [B, C]) : segment(CE, [C,
El) + segment(kEA, [E; A]) ?
circle(c, [A, B]); line(l, [C, E]) :
intersection(P, ¢, 1, [M, N]); detail(P); dsegment(AM, [A,
M1y =

translation(BM, AM, AB); translation(MM, AB, AM);
draw([AB, BC, CE, EA, AM(color=Dblue), BM(color=>blue),

MM(color =blue), c(color=green)], printtext= true, axes
=normal);




name of the object

form of the object

name of the object

form of the object

[[M,N1]]
M
point2d

coordinates of the point [3.322875656, 1.500000000 ]

N
point2d

coordinates of the point [0.6771243445, 1.500000000 ]

BM
MM

dhslate A

center_c

C translate_B1 M

% | tragslate _S‘A_BM B

3. Feladat

A négyszoget atloi négy haromszogre bontjak. Igazoljuk, hogy a haromszdgek koréirt

5 6 7

koreinek kdzéppontjai egy paralelogramma cstcsai.

Megoldas:



[> restart : with(geometry) : with(plots) :
point(A,-2, 3) : pointB,-3,-4): point(E, 1,5): point(C, 2,
_2 -

) -
segment(AB, [A, B]) - segment(BC, [B, Cj) = segment(CD, [C,

D) : segment(EA, [E, A]) :
lineAC, [A,Cy) - line(BE, [B, E]) - Intersection(P, AC, BE);

coordinates(P);
triangle(T1, [A, B, P)) - triangle(T2, [A, E, P)) :
triangle(T3, [E, C, Py) - triangle(T4, [C, B, P)) :
circumcircle(cl, T1, "centername®"=01) : circumcircle(c2,

T2, "centername "=02) :
circumcircle(c3, T3, "centername "=03) = circumcircle(c4,

T4, "centername "=04) :

line(ll, [01, 02)) = Iine(l2, [02, O37) - line(13, [03, 047) :

line(14, 04,01y :
AreParallel (11, 13); AreParallel (12, 14);

GG :=draw([A, B, C, E, P, cl(color =green), c2(color =green),
c3(color =green), c4(color =green), I1(color =red),
12(color =red), 13(color =red), 14(color =red) ],
printtext=true, axes=normal) :

poly:=[[-2,3], [-3,-4], [2,-2], [1, 5]]:
G := polygonplot(poly, axes=none, color ="Orange",

transparency=0.5) :
display(({G, GG}, color =red, scaling=constrained);

Error. (in geometry:-segment) wrong type of arguments
P
[_i ﬁ}
147 56
true
true




4. Feladat

Osszuk egy negyszog oldalait 3-3 egyenlo reszre., s az osztopontok kéziil minden masodikat
kossiink Gssze egymassal. Igazoljuk, hogy az 6sszekotott vonalak trapezt alkotnak!

Megoldas:
\ 4

A trapéznak defincio szerint van egy par parhuzamos oldala.

[> restart : wi th(geometry) :
osztopont :=proc(A, B, p, q)
local M, x, y;
X = (HorizontalCoord(A)* g+ HorizontalCoord(B)*p)/ (p+q);
y = (VerticalCoord(A) * g+ VerticalCoord(B)*p)/ (p+ q):
polint(M, x, y);
return(M);
end:

pointeR, =2, 3% point({B,=3,-4) i point(E, 1, 5) % point(€, 2,
-2):

segment(AB, [A, B]) : segment(BC, [B, C]) : segment(CE, [C, E]) :
segment(EA, [E, A)]) :

Pl := osztopont(A, B, 1, 3) : P2:= osztopont(C, B, 1, 3) : P3



:= osztopont(E, C, 1, 3) : P4 := osztopont(E, A, 1, 3) :
coordinates(P1l) : coordinates(P2) : coordinates(P3) :
coordinates(P4) :

line(ll, [P1, P2y - line(12, [P2, P3}) - Lline(l3, [P3, P4)) :
line(l4, [P4,P1y) :

AreParallel (11, 13); AreParallel (12, 14); AreParallel (12,
13);

draw([I1(colour =green), 12(colour =green), 13(colour
=green), 14colour =green), A, B, C, E, P1, P2, P3, P4, AB,
BC, CE, EA], printtext=true, axes=none);
true
false

false

5. Feladat
A trapéz alapjai 16 cm és 7 cm. Mekkora a kdzépvonala?

Megoldas:



o 16.7
Z K=
k == 8.350000000 (4.15.1)

6. Feladat

Egy egyenld szaru trapéz hegyesszoge 60, az atlok merdlegesek a szarakra. mekkorak a trapéz
oldalai, ha a szar 5 cm?

Megoldas:
\ 4

5
> solve(sin(SO) =X x); solve(y=10—2-x);
5

sin(30)
{X=X,y=10 =2 x} (4.1.6.1)

7. Feladat

Egy konvex sokszdg oldalai koziil az egyik 2cm, a tobbi pedig 1cm hosszu. Igazoljuk, hogy a
sokszdgbe nem lehet kort irni!

Megoldas:
\ 4

Kiilsé pontbol korhdz huzott érintészakaszok egyenldk. A 2 cm-es oldalnal legoptimalisabb
esetben is 1 — 1 cmaz érintdszakaszok hossza. Ez a szomszédos oldalnal nem teljestilhet.

> with(plots) : with(plottools) :

ngon := n — [Seq([COS(2*Pi*1/n), sin2*Pi*i/n)], 1
=1..nyj: c := circle([0, 0], cos(22.5), color=Dblue) :

display([polygonplot(ngon(8), color =orange), c], axes
=none);




8. Feladat
Mutassuk meg, hogy egy konvex sokszogben legfeljebb 35 olyan szdg lehet, amely 17007-nal
kisebb!

Megoldas:

\ 4

0.

Egy n oladalt sokszog bels6 szogeinek 0sszege n-w — 2 w. Szdmoljuk ki, hogy mi torténik,

ha egy n oldalt soksz6g minden szége 170 °. Ekkor 10 n — 360 a maradék, amin — 35 db
szogre kell szétosztani. Azn — 35 szoge a sokszognek nem lehet nagyobb 180 — 180-nal.

> a:=n-180—2-180;
b:=35-170 + (n —35)-170;
( (a—b )
n—35 )’
a:=180n—360
b:=170n
10 n — 360
i n—35
Feladat

(4.1.8.1)

Az ABCE paralelogramma AB oldalanak felezéspontja F, a EA oldalaé pedig G. Mutassuk



meg, hogy CG ¢és CF a BE atlot harom egyenld hosszu részre bontja!

Megoldas:
\ 4
[> restart : with(geometry) : withplots) :
point(A, 0, 0) : point(B, 4, 0): point(E, 1,1.5): point(C,
5,1.5):

midpoint(F, A, B) - midpoint(G, E, A) :
segmend(CG, [C, G]) - segment(CF, [C, F]) - segment(BE, [B,

Ey :
line(ll, [C, Gy = line(l2, [C,F]) - line(ll, [B, E}) :
intersection(M1, 11, II) intersectionM2, 12, II),
distance(B, M2); distance(Ml, M2); distance(E, Ml) ;

polygon([[0, 03, [4, 01, [5, 1.5], [1, 1.5]]):

M1
M2

1.118033989

1.118033989

1.118033989 (4.1.9.1)

10. Feladat
Egy négyszdgbe négy kort irtunk oly médon, hogy mindegyik pontosan két masik kort érint

kiviilrél, s mindegyik érinti a négyszog két szomszédos oldalat is.
Mutassuk meg, hogy ha a négyszdg érintdnégyszog, akkor valamely két szemkozti kor sugara

megegyezik!

Megoldas:
\ 4
[> restart : x —sqrt((r1+r2)2—(r2—r1)2) :
y :=sqrt((r2+r3)2— (r3—r2)?) :
z:=sqrt((r3+r4)2— (r4—r3)?) :
V= sqrt((r4+rl) —(rl—r4)?):
ex == simplify(a+x+b)y+c+z+d)-(a+y+d)+ b+v
+C)))s

factor(ex, r1 —r3);

ex:=2rlr2 +2r3rd —2\/r2r3 —2\/ r4 rl

| LLalgebraic extension
V¥ Hazi feladatok




1. Feladat

Egy paralelogramma egy egyenes egyik oldalan helyezkedik el. Két szomszédod csucsa az
egyenestdl 6 cm-re, illetve 9 cm

-re, kozéppontja pedig 7 cm-re van. Hatarozzuk meg a masik két csucsnak az egyenestdl mért
tavolsagat!

2. Feladat

Szerkessziink trapézt, ha adott két alapja, tovabba
a. egyik szoge és aszOggel szemkozti atld

b. a két atlo

c. egyik atloja és a magassag.

3. Feladat

Bizonyitsuk be, hogy ha a téglalp atl6i 120-os szdget zarnak be egymassal, akkor az egyik
oldal fele az atlonak.

¥ 5. Terulettel kapcsolatos feladatok

V Feladatok
1. Feladat

Mekkora az a oldalti szabalyos haromszdog teriilete?

Megoldas:
\ 4

a2
> restart :m:= sqrt[a2 — (2) );
et &M
Terulet = > s
m= 23V
Teriilet := % a3 Ja (5.1.1.1)

2. Feladat

Egy egyenld szara derékszog haromszog atfogojara félkort, a derékszog csucsbol a befogoval
egyenld sugarti negyedkort rajzolunk.

Bizonyitsa be, hogy a keletkezett holdacska teriilete a haromszdg teriiletével egyenld!

Megoldas:




>

>

restart: with(geometry) :with (plots) :with(plottools):
poly:=[[0,0],[4,0],[0,4]1];
a := arc([2, 2], sqrt(32)/2, -Pi/4..Pi-Pi/4):
b := arc([0,0],4, 0..Pi/2):
G:=polygonplot (poly, axes=boxed, color="DarkGreen",
transparency=0.5) ;
display({a,b,G}, color=red, scaling=constrained);
poly:=[[0,0], [4,0], [0,4]]
G:=PLOT(...)

£t(2):x \?
(2% g

; Tn:i= 2 ; Tf = 5 ;

%2 x2:Pi

Th = >
Tho:= Th+ Tf — Tn;

verify(Th, Tho, egqual);

I%F=%nf

Tn :=%x21t

If = szn
4



Tho := X

l\.)|»-k

true (5.1.2.1)
3. Feladat

Kosstik 0ssze a négyzet csucsait a szemkozti oldalak felez8pontjaival.
Hanyadrésze a négyzet kdzepén kortilzart kis négyzet az eredeti négyzetnek?

Vilaszat indokolja!

Megoldas:
\ 4

> restart : with(geometry) :
point(A, 0, 0) - point(B, 4, 0) : point(C, 4, 4) - point(E, O,
4 -

) =

midpoint(F1, A, B) : midpoint(F2, B, C) : midpoint(F3, C, E) :
midpoint(F4, E, A) :

line(ll, [A, F3)) - line(l2, [F1,Cy) - line(l3, [B, F4)) :
line(l4, [F2,E)) :

intersection(M13, 11, 13) : intersectionM14, 11, 14) :
intersection(M23, 12, I3) - IintersectionM24, 12, 14) :
distance(M13, M14); distanceM13, M23); u := distanceM14,
M24,) ;
Tk

Tk:=u?: T:=4%2: —;

(5.1.3.1)

4. Feladat

Egy paralelogramma egyik atlojan kijeldliink egy pontot, €s parhuzamosokat htizunk rajta
keresztiil a paralelogramma oldalaival.

Igazolja, hogy az igy keletkezett négy paralelogramma koziil kettdnek a teriilete egyenld!

Megoldas:

Egyenld teriiletekbdl egyenldket levonva, a maradék is egyenlé marad.

> restart:
withplots) : with(geometry) :



osztopont :=proc(A, B, p, Q)
local M, X, y;
= (HorizontalCoord(A) *q + HorizontalCoord(B)*p)/ (p +Q);
y = (VerticalCoord(A)*q + VerticalCoordB)*p)/ (p +q);
pointM, X, y);
return(M);
end:

polyl = [[O, O], 14,071, [6, 3. 5], [2,3.5]]:
point(A, 0, O0) : point(C, 6, 3.5) : point(B, 4, 0) :

segment(l, [A, C)) :

line(kl, [A,B7}) - linek2, B, Cy) :
P1 := osztopont(A, C, 6, 5) :

ParallelLineklp, P1, K1) :
ParallelLinek2p, P1, k2) :

dI3 :=draw([klpj);

dl4 = draw([k2p7);

pl:= polygonplot([polylj], color ="magenta”, transparency
=0.5, axes=frame) :

p4 = draw([l]) :

dlsplay( {p1, p4} color =red, scallng constramed)

arguments
Error in_geometryv:-draw) unknown geometric object

dl4 :=PLOT(...)



5. Feladat

Tetszoleges konvex négyszog csucsain at huzzunk parhuzamosokat az atlokkal. Igazoljuk,
hogy a negyszog kore irt paraleolgramma teriilete a negyszog teriiletenek ketszerese!

Megoldas:
\ 4

[> restart: with(geometry) : with(plots) :

point(A,-2, 0) : point(B, 4, 0) : point(C, 3, 3) : point(E, -1,
4y :

line(1l1, [A, C]) : 1line(12, [B, E]) :
ParallelLine(pll, 11, B) : ParallelLine(plZ2, 11, E)
ParallelLine(p2l, 12, A) : ParallelLine(p22, 12, C)

intersection(Pl, pll, p21) : intersection(P2, pll, p22) :
intersection(P3, pl2, p22) : intersection(P4, pl2, p21) :
coordinates(Pl); coordinates(P2); coordinates(P3);
coordinates(P4);

triangle(ABC, [A, B, C]): triangle(CEA, [C, E, A]):
triangle(P1P2P4, [Pl, P2, P4)): triangle(P2P3P4, [P2, P3,
P47 :




Tpl := area(ABC) +area(CEA);

Tpl
Tp2 := area(P1P2P4) + area(P2P3P4); T—pZ;
segment(AC, [A, C]) - segment(BE, [B, E}) :
sl :=draw(AC, printtext=true, linestyle=dash) : s2
= draw(BE, printtext=true, linestyle=dash) :

4
polyl = [[-2, 0], [4, 07, [3, 3], [-1, 4]] : poly2:= H7

72 39 33 4 173 31 68
- 35 ’[7’35}’[7’ 35 ’[‘7’35H

G1 := polygonplot(polyl, axes=none, filled=true, color
="green", transparency=0.5) :

G2 := polygonplot(poly2, axes=none, color ="yellow",
transparency=0.5, view=[-5..5.6, -2.2..57]):

display((G1, G2, s1, s2), scaling=constrained, axes
=none);




>

6. Feladat

A derekszogu haromszog oldalai fole szerkesztett felkorok ket holdacskat hataroznak meg
(Hippokratesz holdacskai). Igazoljuk, hogy a holdacskak teriiletének Gsszege a haromszog
tertiletével egyenlo!

Megoldas:
Y

[> restart : with(geometry) : with(plots) : with(plottools) :
poly:=[[0, 0], [4, 0], [0, 4]]:
& = arc({2, 21, -sqrt(32y/2, -Pi/4 ., . Pi-Pi /@)

P1
b = arc([O,Z],— , T..—Pl/Z):

c = arc([2,0) 2, 0.,.-Pi):

G = polygonplot(poly, axes=boxed, color = "DarkGreen",
transparency=0.5);

display({a, b, ¢, G}, color=red, scaling=constrained);

G:=PLOT(...)



X 2 ;
(z) =
—F—; Tfn:i=

>Th'—X2° Tfk = ;
T r T 2 r 2 r

2

Tho:= Th+2- Tfk—Tfn;
verify(Tho, Th, equal);

true (5.1.6.1)

7. Feladat

A haromszog oldalait osszuk harom egyenlo részre, s valasszuk ki minden oldalon a masodik
osztopontot (egy meghatarozott koriiljarasi iranyt tartva). Az osztopontokat kdssiik Gssze a
szemkozti csuccsal. Mutassuk meg, hogy az 0sszekoto szakaszokkal koriilzart haromszog
teriilete, az eredeti haromszog tertileteének hetede!

Megoldas:



> restart : with(geometry) : withplots) :

osztopont :=proc(A, B, p, Q)
local M, X, y;
X := (HorizontalCoord(A) *q +HorizontalCoord(B)*p)/ (p +Qq);
y = (VerticalCoord(A)*q + VerticalCoord(B)*p)/ (p +0Q);
point(M, X, y);
return(M);

end:

point(A, 0, 0) : point(B, 4, 0) : point(C, 3, 3) :
01 := osztopont(A, B, 1, 2) - 02 := osztopontB, C, 1, 2) : O3
= osztopont(C, A, 1, 2):

line(ll, [A,02)) = Lline(l2, [B, 03} = Iine(l3, [C, 01y :
intersection(M1, 11, 12) = intersectionM2, 11, 13) :
intersection(M3, 12, 13) :

triangle(ABC, [A, B, C}) : triangleM1M2M3, [M1, M2, M37) :
12
tl := area(ABC); t2:= areaM1M2M3); 1>

segment(A02, [A, 027) : segment(BO3, [B, 03]) : segment(CO1,
[C, 01y :

draw({ABC(filled = true, color =yellow, transparency=0.5),
MIM2M3(Filled = true, color =green, transparency=0.4),
AO2(linestyle=dash), BO3(linestyle=dash),
CO1(linestyle=dash)), scaling=constrained, axes
=none, printtext=true);

tl1:=6
6
12:=—
7

1

7




8. Feladat

Alakitsunk at haromszoget egyik szogenek megtartasaval olyanna, hogy a szog melletti egyik
oldala adott hosszusagu legyen!

Megoldas:
\ 4

[» restart: with(geometry) : with(plots) :

POinErA: 0.0Y » pozatiB, & 0) & pernkre, 3; 8y s-pvEntiE. 6,
0) :

line(l1, [E, C]) + ParallelLine(12, 11, B) : 1line(13, [A, C)]) :
intersection(P, 12, 13) :
segment{EC, [E, €]) ¢ segment{BP, [B; P]) :

triangle(ABC, [A, B, C]): triangle(AEP, [A, E, P]):
area(ABC); area(AEP);

sl = draw(EC, printtext= true) : s2:= draw(BP, printtext
= true) :




9. Feladat

Szerkesszink kort, melynek tertilete kétszer akkora, mint egy adott kére!

Megoldas:
\ 4

Szamitsuk ki az uj kor sugarat, majd szerkessziik azt meg!\/ 2 -r szerkesztheto egy r
befogoju egyenlo szaru derekszogu haromszdog atfogojakent.
> restart: wi th(geometry) :

Tk := r?-Pi;

solve(2:-Tk=R?Pi, R);

Pi
triangle(T, [4, angle'=—s—j 4]]; with(plots) :

2
with(plottools) :




V2r,-J2r
T

G:=PLOT(...)

J 2 rszerkesztése

10. Feladat

Igazolja, hogy a trapez atloi a trapezt negy olyan haromszogre bontjak, amelyek koziil
kettonek a teriilete egyenlo!

Megoldas:

relagat
Igazolja, hogy a trapéz atloi a trapezt négy olyan haromszogre bontjak, amelyek koziil
kettonek a teriilete egyenlo!

Megoldas:

[) restart : with(geometry) : with(plots) :
V)

|-> restart : with(geometry) : with(plots) :



poly:= 1[0, 01, (4, 0], [3, 3], [1.5, 3]]:
point(A, 0, 0) : point(B, 4, 0) : point(C, 3, 3) : point(E, 1.5,
3):
segment(AC, [A, C]) : segment(BE, [B, E]) :
line(l1l, [A, C)) : line(l2, [B, E]) : intersection(P, 11, 12):
triangle(APE, [A, P, E]): triangle(BCP, [B, C, P]):
area(APE); area(BCP);

sl := draw(AC, printtext= true) : s2:= draw(BE, printtext
= true) :
G:= polygonplot(poly, axes=none, color ="yellow",
transparency=0.5) :
display({G, 81, 82), color=red, scaling=constrained);
1.636363636

1.636363636

V Hazi feladatok

1. Feladat

Rajzoljunk egy hegyesszogi haromszog ket oldala folé négyzetet. Igazoljuk, hogy ezeknek a
negyzeteknek azon darabjai, melyeket a haromszog megfelelo magassagvonalainak
hosszabbitasai levag beloliik, egyenlok!




2. Feladat

Alakitsunk at egy haromszoget egyenld szaruva, adott alappal. (Az atalakitas elotti és utani
haromszogek teriilete egyenld.)

3. Feladat

Adott egy négyzet és a négyzet oldalanal hosszabb szakasz. Erre a szakaszra szerkesszilink két
| négyzetet, melyek teriiletének dsszege akkora, mint az adott négyzeté.

V 6. KOr és részei

¥ Feladatok
1. Feladat
Hogyan szerkeszthetjiik meg egy kdzéppont nélkiil felrajzolt kor kozéppontjat?

Megoldas:
\ 4

> restart : with(geometry) :
point(A, 0, 3) : pointB, 6, 1) : point(C,-1,-5) :

circlec, [A,B,Cy :

line(ll, [A,B)) - line(l2, [B, Cy) - line(l3, [C, A}) =
midpoint(M1, A, By : midpointM2, B, C) :
PerpendicularLine(l1lp, M1, 11):
PerpendicularLine(12p, M2, 12) :

intersection(00, I1p, 12p) :
distance(A, 00); distance (B, 00); distance(C, 00);

draw([c(color=red), A, B, C, 00, I1(color =green, linestyle
=dash), 12(color =green, linestyle=dash), 13(color
=green, linestyle=dash), I1pcolor =blue, linestyle

=dash), I2p(color =blue, linestyle=dash)], scaling
=constrained, printtext=true, axes=none, view=[-7

..10,-8..7));
%\/ 221 4 10
11—0\/ 221 4 10
11—0\/ 221 V 10




>

2. Feladat

Egy konvex sokszog oldalai koziil az egyik 4 cm, a tobbi 2 cm hosszu. Igazoljuk, hogy a
négyszogbe nem lehet kort irni!

Megoldas:

Kiils6é pontbdl korhoz huzott érintészakaszok egyenldk.
[>

3. Feladat

Két kor az A és B pontban metszi egymast. A B ponton at huzott egyenes a két kort a C ill. D
pontban metszi. Ezeken a pontokon keresztiil hiizzunk érintdket a korokhoz, melyek
metszéspontja legyen P. Bizonyitsuk be, hogy A, C, D és P egy korre illeszkedik!

Megoldas:



> restart : withgeometry) :

point(01, 0,3) - rl:=3:

point02,6,1): r2:=4:

circle(cl, [01, rl1y) - circle(c2, [02, r2)) :
intersection(H, cl1, c2, [A, B]) - point(K,-3, 4):

line(ll, [B, K]) - iIntersectionH2, 11, c1, [C, B}) :
intersection(H3, 11, c2, [B, E}) :

TangentLine(tC, C, cl):

TangentLine(tE, E, c2) : intersection(P, tC, tE) :

circle(cc, [C, P, E]) - IsOnCircle(A, cc);

draw([cl(color =yellow), c2(color =yellow), cc(color
=red), A,B,C, P, E, tCcolor =green, linestyle=dash),
tE(color =green, linestyle=dash), 11(color =blue,
linestyle=dash)], scaling=constrained, printtext
=true, axes=none, view=[-9..10,-9..7);

true

4. Feladat

Igazoljuk, hogy a haromszog koré irt kor kozéppontja a legnagyobb oldalhoz van legkozelebb.



Megoldas:

\ 4

> estart : with(geometry) :

point(A, 0, 3) : point(B, 6, 1) : pointC,-2,-7) :

circle(c, [A, B, Cy) - triangle(T, [A,B,Cy) :
line(ll, [A,B]) - line(l2, B, Cy) : line(l3, [C, A} :

midpoint(M1, A, By : midpointM2, B, C) :
PerpendicularLine(l1p, M1, 11):
PerpendicularLine(12p, M2, 12) :

intersection(00, I1p, 12p) :

dl := distance(00, I11); d2 := distance(00, 12); d3
= distance (00, 13);
nl:= distance(A, B); n2 := distance(B, C); n3 := distance(C,
A);
ve)riﬁ/(dl, d2, greater_than); verifydl, d3,
greater_than);
verifynl, n2, greater_than); verifynl, n3,
greater_than);

draw(c(color=red), A, B, C, T(color =green, linestyle
=dash)j], scaling=constrained, printtext=true, axes
=none, view=[-7..10,-8..77);

dl .= % Vv 10
d2 = % J2
43 = % 26
nl:=.40
n2:=+ 128
n3:=+ 104
true
true
false



5. Feladat

Egy téglalap két szomszédos csucsa A(1;-3) és B(7;7). A masik oldal fele olyan hosszt, mint
AB. Hatarozza meg az atlok metszéspontjat!

Megoldas:
\ 4

[> point(A, 1, 3) - point(B, 7, 7) : line(a, [A, B], [X,Y]) -
r :==distanceA, B)/74;

Equation(PerpenBisector(e, A, B), [X, Y]);
midpoint(F, A, B); coordinates(F);
Equation(circlek, [F, r], [X,¥]), [X,Y])
intersection(OB, e, k, [P1, P2]);

coordinates(P1l);

coordinates(P2);

draw([a, e(colour =blue), A, B, k, P1, P2], printtext=true,
view=70.1..8,0..8],
axes =none);




r:=L\/52

4
-444+6x+4y=0
F
[4,5]
—ljl +x2+y2—8x—10y=0

6. Feladat

Mi annak az origon atmend kornek az egyenlete, amelynek kozéppontjan athalad az
X+2-y=12és azx —Yy =0 egyenletli egyenes?

Megoldas:



> point(P,0,0) :
linge, x+2*y=12, (X, Y] :
line(f, x-y=0, [X,Y]) :
coordinates(intersection(00, e, F));
r .= distance(00, P);
Equation(circlek, [00, ry, [X, ¥])» [X> Y])

draw([e, ¥, 00, P, k(color =green, linestyle=dash)],
printtext=true, view=[-3..12,-3..12], axes=normal);

7. Feladat

Adott egy kor és rajta kiviil egy pont. Szerkessziink a pont koriil egy kort, mely az adott
korbol adott hosszuisiagu hirt metsz ki.

Megoldas:

|'> restart : with(geometry) :



point(A, 0, 3) : pointB,6,1):r:=3: d:=4

d2 := distance(A, B);

4 2
solve((i) +x%=r?, );
4 2
solve({yz—I- (7) =r1?, sqrg(5) —|—y:d2}, (Y rl});
circlecm, [B, rl1}) = circle(c, [A, r]) :

draw([c(color =red), A, B, cm(color =green, linestyle
=dash)], scaling=constrained, printtext=true, axes
=none, view=[-7..10,-8..77);

Error., unable to parse
restart : with(geometry) :

point(A,O 3) pomt(B 6, 1):r 3:

solve((g)

sotve([y2+ (3 )

circlecm, [B, rly) - circle(c, [A, r]) :
draw([c(color =red), A, B, cm(color =green, linestyle
=dash)], scaling =constrained, printtext= true, axes
=none, view=[-7..10,-8..77);

2
+x2=r2, j;

=rl?, sqrg(5) —|—y:d2}, Y rl});

8. Feladat

frja fel az X + y2 =25 kor (-4;-3) pontjahoz tartozé érintdjének egyenletét!
Megoldas:

\ 4

> circle(k, x*2 +y”~2=25, [X, Y], centername™ =0, :
point(E,-4,-3) :

lineOE, [0, E], [X, Y] =
Equation(PerpendicularLinea, E, OE), [X, ¥]);

draw([k(color =green), E, OE(color =yellow, linestyle

=dash), a, 0], printtext= true, view=[-6..7,-6..67,
axes=normal);

-25—4x—3y=0




9. Feladat

[rja fol az X+ y2 +40=10- (X +y)egyenletii kor 4 abszcisszaji pontjaiban hiuzhat6 érintd
egyenletét!

Megoldas:
\ 4

> circle(k, X2 +y~"24+40=10* (x+Vy), [X, Y], centername”
_O)

lineh, x=4, [X,y]) :

intersection(OBJ3, k h, (M1, M27);

Equatlon(tangentpce M1, k), [X,¥Y])s

Equation(tangentpc(f, M2, Ky, [X,¥Y]);

draw([k(color =green), M1, M2, e(color =red, linestyle
=dash), f(color =red, linestyle=dash)], printtext
=true, axes=none, view=[-1..9,-1_..97);

IS _expected of type-name
-20—x+3y=0

10 —x—3y=0




10. Feladat
frja fol az X+ y2 +40=10- (X +Y) egyenletli kdrnek a 3x-y=-1 egyenessel parhuzamos
érintdit!

Megoldas:

\ 4

> circle(k, X2 +y”"2+40=10* (x +Y), [X, Y], centername

:O) z
line(g, 3*x-y=1, [X, y] -
PerpendlcularLlne(gm »9) -

intersection(MM, k, gm, [Ml M27);

Equation(PerpendicularLineel, M1, gm), [X, Y]);
Equation(PerpendicularLinee2, M2, gm), [X, Y]);

[M1, M2]
-3x+y=0
20—3x+y=0 (6.1.10.1)

Y Hazi feladatok



1. Feladat

Szerkessziink két adott korhoz kozos belso és kiils6 érintoket!

2. Feladat
Szerkessziink egy adott szakasz végpontjan at kort ugy, hogy az egyik végpontjdhoz hiizott
sugar a szakasszal 60 °-os szoget zarjon be.

3. Feladat

Szerkessziink kort, amely egy haromszdg minden oldal4tol 1 cm- re halad.

V¥ 7. Mértani testek

V Feladatok
1. Feladat

Egy kocka éle a méterrel hosszabb, mint egy masiké; a két térfogat kiilonbsége b. Mekkorak az
¢élek?

Megoldas:

\ 4

> erestart:
solve(x3— (x+a)3=b, (X});
1 -3a°+/-3a°—12ab ] {x:-i 38+ -3a —12ab
6 a ’ 6 a
x+a (7.1.1.1)

X:

>

2. Feladat

Egy téglatest térfogata 30 cm’. Minden élének hossza egész szam. Keressiik meg az 6sszes
ilyen téglatestet! Hatarozzuk meg az ¢élek hosszat, szamitsuk ki a téglatestek felszinét!

Megoldas:
\ 4

[> restart : ifactor(30);
A faktorizaciobol felirhatd az 6sszes lehetséges eset.

al:=1: bl:=1: c1:=30:
a2:=1: b2:=2: c2:=15:
a3:=1: b3:=3: c3:=10:

ad:=1: b4:=5: c4:=6:
a5:=2: b5:=3: c5:=5:
F1:=expand(al-bl +al-cl+bl-cl);
F2 := expand(a2-b2 +a2-c2 + b2-c2);




F3 := expand(a3-b3 +a3-c3 + b3-c3);
F4 := expand(a4-b4 +a4-c4 +b4-c4);
F5 := expanda5-b5 +a5-c5 + b5-c5) ;
(2) (3) (5)
F1:=31al+30
F2:=47
F3:=43
F4 =41
F5:=31

3. Feladat

Egy kup palastja r sugara félkor. Mekkora a felszine és térfogata?

Megoldas:

Y

> restart :

2'rm_
K — 2 L]
Kkor := K; solve(2-R-m=Kkor, R); R:=%;

2
. r’m
Felszin :=R*n+ —5—; a:=r?—R?

m:= sqrt(a);

2.5
Térfogat := R :;tm ;
K:=rn
Kkor:=rm
Ly
2
1
R:=—
7T

Felszin := % rr

3P
a: 4

m:= % ek
Térfogat := i NN

4. Feladat

Mekkora az egyenl6 oldalu kup alkotoja, ha felszine 1 m??

Megoldas:

(7.1.2.1)

(7.1.3.1)



> restart :
Felszin := r2-n+ r'Tl:'Z'I";
solve(FeIszin: 1,{r});

alkotd :=2-r;

Felszin:==3rn
UVE [ 1
3 In 3 [
alkoto:=2r (7.1.4.1)

5. Feladat

Egy 45 cmmagas gulat két sikkal, melyek az alaplappal parhuzamosak, harom egyenld
térfogatl részre osztunk. Szamitsuk ki az egyes részek magassagat!

Megoldas:
\ 4
i ) 145 13- (45 —x — )
> restart : Vgula := 3 > Vkisgula = 3 -
. . t2- (45 —x)
Vkozepesgula = —— 35—

V1 := Vgula — Vkozepesgula;
V2 = Vkozepesgula — Vkisgula;
solve((V1=V2,V2=Vkisgula, Vkisgula=V1}, (X,VY});

15 (-2+3 t2)
solve(

= = 45— 4512, t2);

45
SO"’e[ 15 (-2+3 €2 ( 15 (2-2 t3)) :t_‘3>’t3J’

45— t2 t3 t2
1
15 (-2+3 (g \/"6'j)
x1 :=evalf 1 ;yl:=evalf
3 V6

= ((3vw)-2 (3.)

1 1 ’
(53] (5 o)
M1 := evalf(45 —x1 —yl);

Vgula:=15
Vkisgula := % t3 (45 —x—y)

Vkozepesgula := % t2 (45 —Xx)

V1 := 15—%t2 (45 —X)




V2:=it2 (45 —x) —ltS (45 —x—y)

3 3
{X: 15 (-2 +312) :_15(t2—2t3)}
2 Y 312
sol ve( 15 (_2tZ+3t2) —45 — 4512, tzj
| |
SANET

X1 :=8.257653862
yl:=10.76158406

6. Feladat

M1 :=25.98076208 (7.1.5.1)

Egy 26 cm és 33 cm oldalu téglalapot kétféleképpen csavarhatunk hengerré. Hogyan aranylik

egymashoz ennek a két hengernek a térfogata?
Megoldas:
\ 4

> restart: withplottools) : withplots) : K1:=26: ml

=33 :
K2:=33: m2:=26":
K1 K2
rli=——;r2:=—;
2T 2'T
V1 :=rl2-n-ml; V2 := r22-t-m2;
%
V2 -’

displaycylinder((1, 1, 1y, 1, 2), orientation=_[60, 70],
scaling = constrained);

rl:= 13
T
r2 .= 33
2T
V1= 5577
i
V2 = 14157
2T
26

33




7. Feladat

Egyenld oldali egyenes korhenger paléstja 25 m”. Mekkora a térfogata?
Megoldas:

\ 4

[> restart :
solve(2:-rm2-r=25,r);
Térfogat := r2-n-2-r;

eval (Térfogat, r= % \/'5');
5.5
NEREENL
Térfogat :=2 rn

5
" NER: (7.1.7.1)

8. Feladat

Egyenes csonkaktip alapkorének sugara 33, 42 cm, magassaga 21, 16 cm, alkotoja 30, 17 cm.
Mekkora a fedolap sugara, és mekkora szoget zarnak be az alkotok az alaplappal?



Megoldas:

Y

> restart:R:=33.42: m:=21.16: a:=30.17 :
solve(m?+ (R—r)2=2a2, r);
m
fsolve(sin(alpha)—a , alpha); convert(%-degrees, radians);
54.92542490, 11.91457510
0.7773022087
0.004318345604 nt (7.1.8.1)

9. Feladat

Egy gombbe irt kocka felszine 144 cm’. Mekkora a gomb felszine?

Megoldas:
\ 4
[> restart :
solve(6-a?=144, a);
a=2,/6;
t:=a-sqrt(3);
Py— t -
r:= P
Felszin :=4-r?.x;
2J6,-2J6
a:=2\/F
t:=2J6 3
r=v6 .3
Felszin:=72 & (7.1.9.1)

10. Feladat

Egy gomb felszine 40 cm’. Mekkora a felszine annak a gombnek, melynek térfogata kétszer
akkora, mint az el6z6 gombé?

Megoldas:

\ 4

> restart :
F:=40:
with( RealDomain ) : solve(4-r2n=F, r);

VAT

Jr




LN
VvV Vv

\)

\Y

4-r3-;
3 ’
4-r23.
R := solve(% =2-V1, rzj;

Felszin = 4-R2.xt;

V1 :=

J10o /10
= =
vi= 2 0
/=
5/6
R:= 25 \/?
Jr
Felszin := 40 2*
with(plottools):
with(plots):

c := sphere([1, 1, 1], 3.3):
display(c, scaling=constrained, axes=boxed);

(7.1.10.1)



¥V Hazi feladatok

1. Feladat

Egy kocka éleinek hossza 3 m. Mindegyik lap kozepére helyezve egy-egy 1 m
oldalhossztsagu lyukat vagunk a szembenfekvo lapig. A lyukak élei parhuzamosak a kocka
¢leivel. Mekkora az igy keletkezett test teljes felszine?

2. Feladat

Forgassunk meg egy négyzetet az egyik csucsan és a vele szemkozti egyik oldal felezépontjan
atmend egyenes koriil! Szamitsuk ki a keletkez6 forgastest felszinét!

3. Feladat
Mennyi a 12 cm kiilsé sugara és 1 cmfalvastagsagu tires golyo térfogata?

¥ 8. Kupszeletekkel kapcsolatos feladatok

V¥V Feladatok

1. Feladat

frja fel annak a parabolénak az egyenletét, amelynek tengelye az y tengely,
tengelypontja az origod és fokusza a (0;4) pont.

Megoldas:

\ 4

> point(T, 0, 0) : point(F, 0, 3) :
parabola(p, [ focus™ =F, “vertex =Tj, [X, Y]) :
Equation(p, [X, Y]);

-108y +9x°=0 (8.1.1.1)

2. Feladat
Egy parabola egyenlete y =2 X* — 4-x+3. Hatarozza meg a tengelypont koordinatait!

Megoldas:
\ 4

> parabolap,y=2- x*"2—-4*x+3, [X, Y]);
coordinates(vertex(p));
P
[1,1] (8.1.2.1)

3. Feladat




Szamitsa ki azy = 1 X parabola 7-X — 3-y — 30 =0 egyenesre illeszkedé hurjanak hosszat!

9

Megoldas:

\ 4

[> solve((y=1/9*x"2,7*x—3*y —30=0}, (X, Y});

point(P, 6, 4) : point(Q, 15, 25) :
distance(P, Q);

{x=6,y=4}, {x=15,y=25}
522 (8.1.3.1)

4. Feladat

Az y2 =12-x parabola 2,6,-3 ordinataji pontjaiban a parabolahoz érintéket huzunk.
Hatarozzuk meg az érintési pontok altal meghatarozott haromszog €s az érintdk alkotta
haromszog teriileteinek aranyat!

Megoldas:

\ 4

> erinto_P :=proc(p, Q)

local e, fok x, fok y, R;

fok_x = degree(lhsEquation(p, [X, Y])), X);

fok_y = degree(lhsEquation(p, [X, ¥])), Y);

if fok x=2 then

point(R, (HorizontalCoord Q) +HorizontalCoordvertexp)))

Vertic’aICoord(verteX(p)));

Ti;

if fok y=2 then

point(R, HorizontalCoordvertex(p)), (VerticalCoordQ) +
VerticalCoord(vertex(p)))/2);

Ti;

linece, [Q, Ry, [X, ¥]);

returne);

end:

parabolap, y*2=12*x, [X, Y]) :
point(P1,1/3, 2) : pointP2, 3, 6) : point(P3,3/4,-3) :
triangle(T1, [P1, P2, P3]) - area(Tl);

el == erinto_P(p, P1) : Equationcel, [X,Y]);
e2 :=erinto_P(p, P2) : Equation(e2, [X, Y]);
e3:=erinto_P(p, P3) : Equation(e3, [X, Y]);

area(T1)

triangle(T2, [el, €2, e3)) = area(12); - - 75/

3



draw([p(colour =orange), P1, P2, P3, el(linestyle=dash),
e2(linestyle=dash), e3(linestyle=dash), T1(filled
= true,
colour =yellow), T2(filled = true, colour =COLOUR(RGB, 0.8,
0.8,0.8))], view=[-5..10,-6..87);

15

2
1 1
- tX——y=0
3 XY
94+3x—3y=0

9 3 3.
2x 4y—O

o0

10

5. Feladat

[rjuk fel az y2 =16-X parabola érintdjének egyenletét az x=4 abszcisszaju pontban.

Megoldas:



[> parabola(p, y*2=16*x, [X, Y]) :
solve((Equation(p, [X, ¥Y]), X=4}, (X, ¥});

point(P1, 4, 8); point(P2, 4,-8);
el :=erinto_P(p, P1);
e2:=erinto_P(p, P2);
Equationcel, [X, Y]);
Equation(e2, [X, Y]);

draw(p(colour =green), el, e2, P1, P27, printtext=true, view
=[-4..10,-10..107], numpoints =200, axes = NORMAL) ;

{x=4,y=8}, {x=4,y=-8}
P1
P2
el:=e
e2:=e
16 +4x—4y=0
-16 —4x—4y=0




6. Feladat

[rjuk fel az y2 = 16-X parabola érintdjének egyenletét, amely parhuzamos a2-x —y +4 =0
egyenessel.

Megoldas:
\ 4

> erinto_n:=proc(p, nl, n2)
local eq, s, e, b, bm, em;
e=nl*x+n2*y+b=0;
s := allvalues(solve({Equation(p, [X, Y]), €}, {X,Y}))>
eq = o0p(2, op(l, s[1]))-op(2, op(l, s[2)));
bm := solve(eq, b);
linecem, subs(b=bm, e), X, ¥Y]);
returncem);
end:

parabolap, y*"2=16*Xx, [X, Y¥]) :
line(ll,2*x—-y+4=0, [X,Y]) :

e:=erinto_np, 2,-1) :
Equation(e);
draw([p(colour =green), I1, e}, view=[-3..8,-6..87,
numpoints =200, axes = NORMAL) ;
2Xx—y+2=0




7. Feladat

Milyen messze van a3-X +4-y + 46 =0 egyenes az y = % X parabolatol?
Megoldas:

\ 4

Tavolsagon jelen esetben az egyenes és a parabola kozotti legrovidebb szakaszt értjiik.

> erintesi_pont :=proc(p, €)
local E, s, a, b;
s := solve((Equation(p, [X, Y]), Equation(e, [X, Y])}, {X, Y});
ifT op(l, op(l, s[1l]))=x then
a:=o0p(2,op(l, s(ly));
b :=op(2, 0p(2, s[1]));
else
b:=op(2, op(l, s[l]));
a:=o0p(2, 0p(2, s[ly));
Ti;
point(E, a, b);
return(E);
end:




parabolap, y=1/16*x"2, X, Y]) :
linge,3*x+4*y+46=0, [X,Y]) :
f:=-erinto_n(p, 3, 4):

E :=erintesi_pont(p, f); Equation(f, [X,VY]);
coordinates(E);

d :=distance(E, e);
draw(p(colour =blue), e, f(color =magenta, thickness=2,

linestyle=dash), Ej], printtext= true,
view=[-35..35,-5..40], numpoints =500, axes =NORMAL);

selector
3x+4y+9=0

o577

40

-30 10 20 30

8. Feladat
frjuk fel az y2 =16-X parabola érintdjének egyenletét, amely merdleges a3-x +2-y —5=0



egyenesre;
Megoldas:
\ 4

> parabolap, y*"2=16*x, [X, Y]) :
ling(12,3*x+2- y—5=0, [X,Y]) :

e2 :=-erinto_n(p, 2,-3);
Equatione2);

draw(p(colour =blue), 12(linestyle=dash, color =green),
e2(linestyle=dash)j, view=[-2..14,-8..15],
numpoints =200, axes = NORMAL) ;
e2:=em
2Xx—3y+18=0

15 P~

¥V Hazi feladatok

1. Feladat

Milyen messze vana -2-X + 5-y + 16 =0 egyenes az




y= X parabolatol?

1
25
2. Feladat

[rjuk fel az y2 =9-X parabola érintdjének egyenletét az X =2 abszcisszaju pontban.
3. Feladat

Szamitsa ki azy = % X parabola 5-x —4-y — 26 =0 egyenesre illeszkedd hurjanak hosszat!

¥ 9. Koordinata geometriai feladatok

V Feladatok
1. Feladat

a)Egy egyenesre illeszkednek-e a kdvetkez6 pontok:
P(5,5;-4,8),Q(-5,5; -9,2),R(15, -1)?

b)Hatarozza meg a PQ egyenesnek azokat a pontjait, amelyek haromszor olyan messze vannak
P-t61, mint a Q!

Megoldas:
\ 4

> with(geometry) :
point(P,5.5,-4.8) : point(Q,-5.5,-9.2) : point(R, 15,-1) :
AreCollinear(P, Q, R);

true (9.1.1.1)

> osztopont :=proc(A, B, p, Q)
Iocal M, X, V;
(HorizontaICoord( ) q+Hor|zontaICoord( y*py/ (p+Qq);
y (VerticalCoord(A) *q + VerticalCoordB)*p)/ (p +Qq);
point(M, X, Vy);
return(M);
end:
vegpont :=proc(C, D, p, Q)
local M, X, Vy;

X = ((p +q)*HorizontalCoord(D)-q*HorizontalCoord(C))/p;
y = ((p +9)*VerticalCoordD)-g*VerticalCoord(C))/p;
point(M, X, Vy);

returnM);

end:

P1 := vegpont(Q, P, 1, 3) :
coordinates(P1);
P2 := vegpont(P, Q, 1, 2)




coordinates(P2);

[38.5,8.4]
[-27.5, -18.0] (9.1.1.2)

>

2. Feladat

Adott az A(2;6) és a B(-6;3) pont. Hatarozza meg az AB egyenesén azokat a P pontokat,
melyekre AP/PB=8/5!

Megoldas:

\ 4

> osztopont :=proc(A, B, p, Q)
Iocal M, X, Y;

(HorizontaICoord( ) q+Hor|zontaICoord(B)*p)/(p+q);
y (VerticalCoord(A) *q + VerticalCoordB)*p)/ (p +0q);
point(M, X, Vy);
return(M);

end:
vegpont :=proc(C, D, p, Q)

local M, X, y;

= ((p +q) *HorizontalCoord(D)-q*HorizontalCoord(C))/p;

y := ((p +q)*VerticalCoordD)-g*VerticalCoord(C))/p;
point(M, X, y);

returnMy;

end;

point(A, 2, 6) - point(B,-6, 3) :

P1 := osztopont(A, B, 8, 5);

P2 := vegpont(A, B, 3, 4) : coordinates(P1l); coordinates(P2);
vegpont:= proc(C, D, p, q)

local M, x, y;
= ((p + Q) * geometry:-HorizontalCoord(D) — g * geometry:-
HorizontalCoord(C)) /p;
y:=((p+q) *geometry:-VerticalCoord(D) — q* geometry:-
VerticalCoord(C)) /p;
geometry:-point(M, X, y);
return M
end proc
PL:=M
3 4
[' 13 }
[- S0 1] 9.1.2.1)

[>

3. Feladat



Egy hdromszdg cstcsai A(16;-15), B(-20;33), C(36;0). Hatarozza meg azoknak a pontoknak a
koordinatait, amelyekben a bels6 szogfelezOk metszik az oldalakat!

Megoldas:
\ 4

[> point(A, 16,-15) : point(B,-20, 33)
AB = simplify(distance(A, B));
BC := simplifydistanceB, C));
AC := simplifydistance(A, C));
M1 := osztopont(A, B, AC, BC) :

M2 := osztopont(B, C, AB, AC)
M3 := osztopont(A, C, AB, BC) :
AB =60
BC =65
AC =25
5
6 - =
o]
[ 332 165 ]
[ 128 39

[> line(c, [A, Bl X, y]; i
[X> Y1)

triangle(T, [A,B,Cp;

bisector(fc, C, T); bisector(fb, B, T);
intersection(N1, c, fc);
intersection(N2, a, fa);
intersection(N3, b, fb);

332 165 ]
il
N3
128 39
[ 5° 5 |

,[B Cl, [X,¥Y])s

> draw(ra, b, c, A, B, C, faccolour =green),

> point(C, 36, 0) :

coordinates(M1);
: coordinates(M2);
coordinates(M3);

(9.1.31)
lineb, [A, Cy,

bisector(fa, A, T);
coordinates(N1);
coordinates(N2);
coordinates(N3);

(9.1.3.2)

fb(colour =green),



fc(colour =green), N1, N2, N3, T(filled=true, colour
= COLOUR(RGB, 0.8, 0.6, 0.6))7,
view=[-25..40,-20..40], printtext=true);

4. Feladat

Egy haromszdg cstucspontjai: A(1;2), B(3;-2), C(-3;0). Hol metszi az x és az y tengelyt
a) Az A-bdl indul6 sulyvonal

b) A B-bdl indul6 magassagvonal?

Megoldas:
\ 4

> point(A, 1, 2) - point(B, 3,-2) - point(C,-3, 0) = triangle(T,
[A, B, C]);
line(x_tengely, y=0, [X, VY]
liney_tengely, x=0, [X, VY]
median(sa, A, T) - Equation(sa, [X, Y]);
intersection(P1, sa, x_tengely) : coordinates(P1);
intersection(P2, sa, y_tengely) : coordinates(P2);
altitudemb, B, T) : Equation(mb, [X, Y]);




intersection(Ql, mb, x_tengely) : coordinates(Q1);
intersection(Q2, mb, y_tengely) : coordinates(Q2);

-
-1+3x—y=0
1
5]
[0, -1]
8—4x—-2y=0
[2,0]
L [0, 4] (9.1.41)
> draw([sa(colour = red), mb(colour =green), A, B, C, P1, P2, Q1,

Q21
T(filled = true, colour =COLOUR(RGB, 0.9, 0.9,0.9))],
printtext=true, axes=normal);

3

5. Feladat

Egy téglalap két szomszédos csucspontja A(6;-2) és B(3;5). Az AB-vel szemkozti
oldalegyenes egy pontja P(8;2). Hatarozza meg a téglalap tovabbi csticspontjainak
koordinatait.



Megoldas:
\ 4

> point(A, 6,-2) - point(B, 3, 5) : point(P, 8, 2) :
Equation(line(a, [A, B, [X, Y], [X,Y]):
EquationParallelLine(c, P, a), [X, Y]);
Equation(PerpendicularLine(d, A, a), [X, Y]);
Equation(PerpendicularLineb, B, a), [X, YV]);
coordinates intersection(C, b, c));
coordinates intersectionE, d, c));

36 —7x—3y=0
62 —7x—=3y=0
32 —-3x+7y=0
-26 —3x+7y=0

[ 178 184 ]
29 29
265 19
[ R (9.15.1)

> draw([a(color =green), b, c, d, A, B, C, E], printtext=true,
i

view=[-1..11,-5..9], axes=normal);




6. Feladat

Egy paralelogramma két oldalegyenesének egyenlete x-2y=9 és 2x+3y=4; kozéppontja (3;1).
Hatarozza meg a paralelogramma csucspontjainak koordinatait!

Megoldas:
\ 4

[> linga, x-2*y =9, [x,y]) : lingb, 2*x+3*y=4, [X,Y]) :
point(P, 3, 1) :
AreParallel(a, b);

coordinates(intersection(A, a, b));
C:=vegpont(A, P, 1, 1);
coordinates(C);
Equation(ParallelLine(c, C, a), [
coordinates(intersection(B, c, b
Equation(ParallelLined, C, b),

coordi nates intersection (D,

X
)) s
[X
a,d));

false
[5, -2]
C=M
[1,4]
7+Xx—2y=0
13 18
[' 7707 ]
-14+2x+3y=0
55 4
[7, -2 (9.1.6.1)

> draw([a(colour =green), b(colour =yellow), c,d, A, B, C, D,
P1,
view=[-5..10,-5..87], printtext=true, axes=normal);




0
[\S}
+0

7. Feladat

Egy téglalap két szomszédos csucsa A(1;-3) és B(7;7). A masik oldal fele olyan hosszt, mint
AB. Hatarozza meg az atlok metszéspontjat!

Megoldas:
\ 4

> restart : with(geometry) : point(A, 1, 3) - point(B, 7, 7) :
linea, [A,B], [X, Y] :
r :==distanceA, B)/74;
Equation(PerpenBisector(e, A, B), [X, Y]);
midpoint(F, A, B) : coordinates(F);
Equation(circlek, [F, r], [X,¥]), [X,Y])
intersection(OB, e, k, [P1, P2]);
coordinates(P1l);
coordinates(P2);

rzzix/ 52

4
-44+6x+4y=0
[4,5]




—121 Xy —8x—10y=0

[P1, P2]

2]

5, } 9.17.1)

(SYEN N‘;

> draw([a, e(colour =green), A, B, k, P1, P2}, printtext=true,
view=[0..9,0..9],
axes=normal);

8. Feladat

Mi annak az origon atmend kornek az egyenlete, amelynek kézéppontjan athalad az x+2y=12
¢s az x-y=0 egyenletii egyenes?

Megoldas:




coordinates(intersectionM, e, ));
r .= distanceM, P);
Equation(circlek, M, ri, [X, ¥Y]), [X> Y]);

[4,4]
r-=+32
X +y' —8x—8y=0 (9.1.8.1)

> draw([e(colour =magenta), ¥, M, P, k(colour =green),
printtext=true, view=[-3..12,-3..12], axes=normal);

12

9. Feladat
frja fel az x"2+y~2=25 kor (-4;-3) pontjdhoz tartozé érintdjének egyenletét!

Megoldas:
\ 4

> circlek, x"2 +y”2=25, [X,Yy], centername” =C) :
point(E,-4,-3) :
lineCE, [C, E], [X, Y] :
Equation(PerpendicularLinea, E, CE), [X, Y]);

N1 N 1N



i -25—4x—-3y=0 (9.1.9.1)
> draw((k, E, CE(color =green), a(color =magenta), Cj,
printtext=true,
view=[-7..8,-7..5], axes=normal);
4
2
) 4 ) 0 2 4 6 8
-2
-4
-6
10. Feladat
[rja £l az x*2+y"2+40=10(x+y) egyenletii kornek a 3x-y=-1 egyenessel parhuzamos érintgit!
Megoldas:
\ 4

> circlek, x*2+y”2+40=10* (X +Vy), [X, Y], centername”
=C) :
lineg, 3*x-y=1, [X,Y]) :
PerpendicularLinegm, C, g) :
intersection(M, k, gm, (M1, M27) :
Equation(PerpendicularLineel, M1, gm), [X, Y]);
Equation(PerpendicularLinee2, M2, gm), [X, Y]);

-3x+y=0
20—3x+y=0 (9.1.10.1)




¥V Hazi feladatok

1. Feladat
frja fel az X + y2 —4 X+ 2y=20 egyenletli korhoz a P(9;-2) pontbol huzhato érinték
egyenletét!

2. Feladat

frja felaz (X —2)
egyenletét!

24 (y—1) =1ésaz (x+2)° 4 (y + 1) =9 kordk kézos érintdinek az

3. Feladat
Milyen szogben metszik egymast az X+ y2 =1l6¢ésaz (X—35 )2 + y2 =5 korok?

V¥ 10. Két vektor skalaris szorzata

V Feladatok
1. Feladat

Hatédrozzuk meg az a hosszat, ha
a) a(1,3,5),
b) a(-1,-2,7).

Megoldas:
\ 4

a
I:)> ewith(VectorCalculus):
|:> Norm(<1,3,5>);

V35 (10.1.1.2)
b)
> Norm(<-1,-2,7>);
3J6 (10.1.1.2)
[>
2. Feladat
Mekkora szoget zarnak be az a, b vektorok, haa(2,-3,5) és b(-1,-2,5)?
Megoldas:
\ 4

[> with(LinearAlgebra):
> VectorAngle(<2,-3,5>,<-1,-2,5>);

arccos( 29 mm) (10.1.2.1)

1140




3. Feladat

Hatarozzuk meg a-b-t, ha
a) a(1,2,5), b(-1,3,-7),
b) a(0,2,3), b(-2,1,3).

Megoldas:
\ 4
a)
> DotProduct(<1,2,5>,<-1,3,-7>);
1 -1
DotProduct| | 2 |,| 3 (10.1.3.1)
5 -7
B
b)
> DotProduct(<0,2,3>,<-2,1,3>);
0 -2
DotProduct| | 2 |, 1 (10.1.3.2)
3 3
>
4. Feladat

Adott a(1,-1,2). Hatarozzuk meg a b(5,-1,x) harmadik koordinatajat tigy, hogy b meréleges
legyen a-ra.

Megoldas:
\ 4
> DotProduct(<l,-1,2>,<5,-1,x>);
_ 6+2x (10.1.4.2)
> x:=solve((10.1.4.1),x);
i X:=-3 (10.1.4.2)
N
5. Feladat
frjuk fel a P(1, 5,-7) ponton atmend, n(1,-1,2) normalvektoru sik egyenletét.
Megoldas:
\ 4

[> with(geom3d):

> point(P,1,5,-7);

i P (10.1.5.1)
[> v:=vector([1,-1,2]);

(10.1.5.2)



vi=[ 1 -1 2]

> plane(p, [P, VD);
p
> Equation(p);
1I8+x—y+2z=0

6. Feladat

(10.1.5.2)

(10.1.5.3)

(10.1.5.4)

Hatéarozzuk meg az A(5,7,2) pontnak a P(-2,3,4) ponton atmend és n(1,2,1) normalvektora

siktol valo tavolsagat.

Megoldas:

4
[> with(geom3d):

> point(P,-2,3,4);
P
> v:=vector([1,2,1]);

vi=[12 1]

> plane(p, [P, VD);
p
> Equation(p);
-8 +Xx+2y+z=0
> point(A,5,7,2);

> distance(A,p);

7. Feladat

(10.1.6.1)
(10.1.6.2)

(10.1.6.3)
(10.1.6.4)

(10.1.6.5)

(10.1.6.6)

[rjuk fel az A(2,1,3) ponton atmené és a2 X — 7y + 5 z=6 sikkal parhuzamos sik egyenletét,

¢s hatarozzuk meg a két sik tavolsagat.

Megoldas:
4
[> with(geom3d):
> plane(p,2*x-7*y+5*z=6, [X,Y,z]);
L p
[> v:=NormalVector(p);
| vi=1[2,-7,5]
> point(A,2,1,3);
A
> plane(pl,[A,Vv]);
_ pl
[> Equation(pl);
| -124+2x—=7y+52=0

(10.1.7.1)
(10.1.7.2)
(10.1.7.3)
(10.1.7.4)

(10.1.7.5)



{f distance(p,pl);

[>

8. Feladat

(10.1.7.6)

frjuk fel az A(1,2,3) és B(-1,-2,3) pontok meghatéarozta szakasz felezémeréleges-sikjanak az

egyenletét.

Megoldas:

\ 4
;> with(geom3d):
> point(A,1,2,3), point(B,-1,-2,3);

A B
> midpoint(C,A,B);

C
> coordinates(C);
[0,0,3]

> line(l,[A,B]D);

> v:=ParallelVector(l);
vi=[-2,-4,0]
> plane(p, [C,v]);
p
> Equation(p);
-2X—4y=0

9. Feladat
Irjuk fel a P(1,-1,2) ponton atmend, v(5,1,-3) irdnyvektorii egyenes paraméteres
egyenletrendszerét.

Megoldas:
\ 4

;> with(geom3d):
> point(A,1,-1,2);
i A
> v:=vector([5,1,-3]);
vi=[5 1 -3 ]

> line(l1,[A,V]);

I
> Equation(l, "t");

[1+45t-14+12—31]

10. Feladat

(10.1.8.1)
(10.1.8.2)
(10.1.8.3)
(10.1.8.4)
(10.1.8.5)
(10.1.8.6)

(10.1.8.7)

(10.1.9.1)
(10.1.9.2)

(10.1.9.3)

(10.1.9.4)

Irjuk fel az A(1,2,-3) és B(2,-1,-5) pontokat sszekoté egyenes paraméteres egyenletrendszerét.



Megoldas:

\ 4
> point(A,1,2,-3), point(B,2,-1,-5);
i A, B (10.1.10.1)
> line(1,[A,B]D);
i | (10.1.10.2)
> Equation(l,"t");
i [14+t2—3t-3—2t] (10.1.10.3)
>

¥V Hazi feladat

1. Feladat
Hatarozzuk meg a-b-t, ha a(2,3.,4), b(5,7,-1).

2. Feladat
Hatéarozzuk meg az A(0,0,0) pontnak a P(7,3,2) ponton atmend és N(2,-1,1) normalvektoru
siktol vald tavolsagat.

3. Feladat
Irjuk fel az A(2,3,4) és B(-1,-2,3) pontok meghatarozta szakasz felezémerdleges-sikjanak az
egyenletét.

V 11. Két vektor vektorialis szorzata

V¥V Feladatok

1. Feladat
Hatarozzuk meg aza x b-t és |[a x b|-t, haa(1,2,1), b(2,3,-2).

Megoldas:
\ 4

[> with(LinearAlgebra):
> a:= <1,2,1>;
a:=e,+2€e +e, (11.1.1.2)

[> b:= <2,3,-2>;
b:=2e, +3e,—2e, (11.1.1.2)

> v:=CrossProduct(a, b);

(11.1.1.3)




-7
vi=| 4 (11.1.1.3)
-1
:> with(VectorCalculus):
> Norm(Vv);
i J66 (11.1.1.4)
>
2. Feladat

Szamitsuk ki annak a paralelogrammanak a teriiletét, amelyet az a(-9,0,9) és b(7,2,-5) vektorok
feszitenek ki.

Megoldas:

3. Feladat
Szamitsuk ki az ABC haromszog teriiletét, ha A(-1,1,2), B(1,-1,-2), C(1,1,1).

Megoldas:








