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Bevezetés

A feledatgytijtemény célja kettés. Egyrészt egy olyan gyakorlokényvet adni az érdeklédo
didkok és tanaraik kezébe, amellyel egyszeriien elsajatithatnak olyan technikdkat és
modszereket, amikkel sikeresen oldhatnak meg nehezebb versenyfeladatokat is. Masrészt,
a szamitogéppel tamogatott feladatmegoldéasi eljarasokat is népszerisiteni kivanja a
konyv, mindig szem elott tartva, hogy az 6tleteket nem helyettesitheti semmilyen sza-
mitégép, vagy szamitogépes program.

A feladatok kivalogatisaban nagyon nagy segitségemre voltak a Kozépiskolai Mate-
matikai Lapok illetve az Art of Problem Solving honlapjai, lasd a [3] illetve [4] hivat-
kozasokat. Koszonetet mondok Dr. Szalay Lészlénak, aki a konyv lektoraként lelkiis-

meretesen atnézte és javitotta munkamat.






Roviditések

AIME — American Invitational Mathematics Examination
ARML — American Regional Mathematics League

CMO - Canadian Mathematical Olympiad

HMMT - Harvard-MIT Math Tournament

KoMaL — Kozépiskolai Matematikai Lapok

MOSP — Mathematical Olympiad Summer Program

USAMO — United States of America Mathematical Olympiad
IMOLL — International Mathematical Olympiad Long List
IMOSL — International Mathematical Olympiad Shortlist
JMOP — Japan Mathematical Olympiad Preliminary

TITEE — Tokyo Institute of Technology Entrance Examination
FTST — France Team Selection Test

ARO — All-Russian Olympiad

1Z0 — International Zhautykov Olympiad

RNO — Romania National Olympiad

USAIMTS — USA International Mathematical Talent Search
SMT — Stanford Mathematics Tournament

PUMC — Princeton University Mathematical Competition
USAPC — USA Purple Comet






1. fejezet

Egyenletek

1. Feladat. (KéMaL B.4433.) Oldjuk meg az (1 + x)% + (1 + 22)* = 822* egyenletet!

Megolddsvizlat: Mivel az x = 0 nem megoldisa a feladatnak, igy oszthatunk z*-nel.

Adédik, hogy
1 1 1\*
x4+ —+2) +(z+=) =82
a xr

Legyen y = = + % + 1. Az \j valtozdval egyenletiink
(y+1)'+y—1)"=82
alaku lesz, amelyet kifejtve kapjuk a masodfokira visszavezethet6
2(y* + 692 — 40) =0

egyenletet. Ebbdl y? = —10 vagy 32 = 4 kovetkezik, az els6 érték valés a-re nyilvan nem

lehetséges, a masodikbdl = + %-re —3 illetve 1 adédik. Ez utébbi érték valés x-re nem

lehetséges, hiszen barmely nullatdl kiillonbozé valds szamnak és reciprokanak az Gsszege
legalabb ketto illetve legfeljebb —2, az x el6jelétdl fuggden. fgy az eredeti 8-ad foku
egyenletiink Osszes valés gyoke az 22 + 3z + 1 = 0 egyenlet gydkeivel egyezik meg.

Megoldds MAPLE-lel: factor((x +1)%+ (1+ :U2)4 — 82 x4> ;
2 (22432 4+1) (2 —a+1) (2* + 223 + 1322 + 22 + 1)

Mivel 22 — 2 +1>0és 2 + 223 + 1322 + 22+ 1 =22 (2 + 1)2 + 1122 + (2 +1)2 > 0

5



minden valds x-re, kapjuk a fent vazolt eredményt.
2. Feladat. (K6MaL B.4027.) Oldjuk meg az

241 1 [11lz—6

2411 6V 6—=x

egyenletet!

Megoldadsvdzlat: Négyzetre emelések és az atszorzasok utan kapjuk a
472° — 2222 + 3142% — 5642% + 13672 — 942 =0

egyenletet. Néhany helyettesités utdan adddik, hogy az x = 1,2 és az ¢ = 3 gydkei az

5-0d fokt egyenletnek, azaz a polinom szorzatta alakithato:
4725 — 2222 + 31423 + 1367z — 942 = (z — 1)(z — 2)(z — 3)(472% + 60x + 157).

A maésodfoku kifejezés diszkriminansa 3600 — 4 - 47 - 157 < 0, igy az eredeti egyenlet

Osszes lehetséges valés gyoke az 1,2 és 3, amelyek ki is elégitik azt.

Megoldds MAPLE-lel: factor(47x5 — 2222% + 3143 — 56422 + 13672 — 942);

(x —1)(x — 2)(z — 3)(472* + 60z + 157)

Megjegyzés: A feladat megoldédsa leolvashat6 a 1.1 abrarol.

3. Feladat. (KoMaL C.1118.) Oldjuk meg a

3

egyenletet a valés szdmok halmazan.

Megolddsvdzlat: Négyzetre emelés és atrendézések utan kapjuk a
2563* + 9627 — 642 +9 =0
egyenletet. Az eredeti feladatnak az z = i gyoke, ezért

2562* 4+ 9622 — 64z 4+ 9 = (4o — 1)(642> + 162% + 28z — 9)



-0,2

-0,3

-0,4-

. z241 1
1.1. dbra. Az I T 6

tovabba, mivel az % gyoke a harmadfoku polinomnak is, ezért
642> 4 1622 + 282 — 9 = (4 — 1)(1622 + 82 + 9).

A maésodfoku kifejezés pozitiv minden valés z-re, igy az eredeti egyenletnek egy meg-

1

olddsa van, r = 7.

Megoldds MAPLE-lel: Lasd a 1.2 abrat!

4. Feladat. (KoMaL B.3403.) Bizonyitsuk be, hogy ha az a, b, ¢ valés szdmokra

1 _1+1+1
a+b+ec a b ¢

teljesiil, akkor
1 1 1 1

B+P+ @ O
Megolddsvdzlat: Felhasznélva, hogy

BRSO
a+b+c a b ¢
adédik, hogy az
(a+b)(a+c)(b+c)



0,84

0,6

0,4

0,2

0 T T T T T T T 1
0 0,1 0,2 0,3 0,4

a négyzetes fliggvény a gyokos ﬁiggvényl

1.2. dbra. A 42?2 + % és a 2./x fliggvények grafikonjai

szorzat 0. Ez azt jelenti, hogy a = —b vagy b = —c vagy a = —c teljesiil. Barmelyik

egyenlGség teljesil, adédik a bizonyitando allitas.

Megoldds MAPLE-lel: factor( N R l) ,

_(c+d)(cta)(atbd)
(a+b+c)abe
tovabba
1 1 1 1.
factor(m P R - R 075) )

(c+b)(ct=cb+...+bY)(c+a)(ct —cBa+...+aY)(a+b)(a* —adb+ ... +b%)
(ad + b5 + ®)adbPcd

Megjegyzés: A feladat konnyen altalanosithatd: tegyiik fel, hogy az a, b, ¢ valds szamokra

1 1 1 1

a+b+c:a+b



teljesiil, ekkor
1 1 1 1

= + +
a2k‘+1 + b2k;+1 + c2k+1 a2k;+1 b2k:+1 c2k+1 )

ahol k tetszdleges pozitiv egész.

5. Feladat. (K6MaL C.562.) Keressiik meg azt a pozitiv egész n szdmot, amelyre

1 1

1
+ + .o ———— =100.
1+v2 V243 Vn+vn+1

Megolddsvdzlat: A nevezdket gyoktelenitve

1 1 1
+ +t———=
1+v2 V243 V4 vn+1

=(V2-1)+(VB-vV2)+ ...+ (Vatl-Vn)=vntli-1

kovetkezik, azaz v/n + 1 — 1 = 100, amibél n = 1012 — 1 = 10200.

Megoldds MAPLE-Iel:

evalfog(sum(l/(sqrt(n) + sqrt(n+1)),n = 1..10119)) = 99.598210719674333584

evalfgg(sum(1l/(sqrt(n) + sqrt(n +1)),n = 1..10200)) = 99.999999999999999999
és

evalfgp(sum(1l/(sqrt(n) + sqrt(n +1)),n = 1..10201)) = 100.00495037373168276
A megoldas: n = 10200.
6. Feladat. (KoMaL C.551.) Hatarozzuk meg az

x2—|—y2 =z, 2xy=1y

egyenletrendszer 6sszes megoldasét!

Megolddsvdzlat: Két esetet kiilonboztetiink meg: ha y = 0, akkor 22 = z, vagyis két

megolddspért kapunk, (z1,y1) = (1,0) és (z2,52) = (0,0). Ha y # 0, akkor 2 = % és

y? =1 amibél (z3,93) = (3, 1) és (z4,51) = (3, —2).
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Megoldds MAPLE-lel: solve({2xy =y, 22 +y* = 2}, [x,9]);

[£=0,y=0,[zr=1y=0[z=1/2,y =1/2], [z =1/2,y = —1/2]]

7. Feladat. (KéMaL B.3365.) Bizonyitsuk be, hogy ha abc =1 és

1 1 1
atbte=—-+_-+-,
a b ¢
akkor az a, b, ¢ szamok koziil legalabb az egyik 1-gyel egyenlo.

Megolddsvdazlat: Az egyenlet mindkét oldalat megszorozva abc = 1-gyel, adédik, hogy
a+b+c=ab+ be+ ac,
és
abc —ab—bc—ac+a+b+c—1=0.

Az el6z6 egyenlet bal oldala éppen az (a — 1)(b — 1)(c — 1) szorzattal egyezik meg, igy

allitasunkat bizonyitottuk.
Megoldds MAPLE-lel: factor (a +b+c— é — % — %) ;

a?bc + abc + abc? — be — ac — ab
abe

amibdl kovetkezik, hogy
11 1
a+b+c————-—— =a+b+c—ab—ac—be.
a b c
A feladat megoldasa a fenti gondolatmenettel fejezhetd be.
8. Feladat. (KéMaL C.601.) Oldjuk meg az
Pttt 4+7=5

egyenletet a valds szamok halmazan.

Megolddsvdzlat: Legyen y = vVa? + x + 7. (A négyzetgyok alatti kifejezés minden valds
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30

20+

1.3. dbra. Az 2° + 2 + Va2 + x4+ 7 — 5 fiiggvény grafikonja

x-re pozitiv). Az Gj véltozéval egyenletiink

Y —T+y=75,
azaz
V+y—12=0
alakd, amibdl y; = —4,yo = 3 adddik. A negativ értéket kizdrva 22 +x —2 = 0

kovetkezik, és x1 = 1,20 = —2 értékeket kapjuk. Behelyettesitve latjuk, hogy valédi
megoldasokat kaptunk.

Megoldds MAPLE-lel: solve ((z*+z —5)? —a2? —2 —7=0,2);

11 11
—2,1,—= — =37, —= + =37
LTy TVt Ty

Lasd még a 1.3 abrat!

9. Feladat. (K6MaL B.4057.) Oldjuk meg az 2% — 62 + 5 = 0 egyenletet.



12

Megolddsvazlat: Latszik, hogy az x = 1 megoldédsa az egyenletnek. Ezért
25 —6x+5=(x—1)(a+2t+ 22+ 22+ 2 —5).
Vegyiik észre, hogy a jobb oldalon all6 6t6d foku polinomnak az 1 gyoke, ezért
2% — 62 +5 = (x —1)*(2? + 223 4+ 322 + 42 + 5).
Megmutatjuk, hogy z* + 223 + 322 + 42 + 5 > 0 minden valés z-re. Valéban,

2t 4223 4322+ dr +5 =22z + 1)+ 2+ 1)2 4+ 3 > 3.

Megoldds MAPLE-lel: factor(x® — 6z + 5);
(. — 1)%(z* + 223 + 322 + 42 +5)
és fsolve(x? + 223 + 322 + 42 + 5 = 0, 2);
{0.287... + 1.416...I,—1.287... + 0.8571, —1.287... — 0.857...1,0.287... — 1.416...1'}
A polinomnak négy nem-valds gyoke van, ami mutatja, hogy
2t 4+ 20% 4 322 + 42 +5>0

minden valés z-re.
Megjegyzés: Lasd a 1.4 abrat!

10. Feladat. (KoMaL C.925.) Mutassuk meg, hogy az

z y ., 2r—y)
-1 1-—23 2242+3

kifejezés helyettesitési értéke allandé minden olyan helyen, ahol a kifejezés értelmezve

van és ¢ +y = 1.

Megolddsvdzlat: A tagokat rendezve és felhaszndlva, hogy y = 1 — x, kapjuk az

x 1—x 22z —1)
(1—z)3-1 1-—2a3 22(1—2)>+3
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200

150

100

1.4. dbra. Az 25 — 6z + 5 fiiggvény grafikonja

kifejezést. Egyszerisitve adddik, hogy

1 PR S c" T
—3+3zx—22 l1+4+z+22 22(1-2)2+43

Ko6z6s nevezore hozas utan a kifejezés szamldléja
(22 +2+1) (22 (2—1)24+3)+(—22+32—-3) (z? (2—1)2+3)+ (2> +2+1) (—2>+32—3)2(2z—1) =

(22— 12 +3)4r —2) + (2 + 2+ 1) (=2 + 32— 3)2(2z — 1) =
(4 —2) ((z*(z — 1) +3 -3 —2® + 22° — 2%).

Konnyt 1atni, hogy az utolsé tényezé azonosan nulla.
Megoldds MAPLE-Iel:

__r Y 2z —y).
-1 1-—23 224243’

g:

expand(subs(y = 1 — z, g);
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11. Feladat. (KoMaL B.3903.) Oldjuk meg az alabbi egyenletet:

T 2

x+3 2x+3

Megoldasvdzlat: Atrendezve az eredeti egyenletet, kapjuk, hogy

2 x

43 z+3
Négyzetre emelve mindkét oldalt:

(2 +3z—-2)?
(x+3)2  z+3

és
(% 4 3z — 2)% = 2% + 3.

Legyen y = 2% + 3z — 2. Ezzel az 4j valtozéval y? = y + 2, amib6l
Y1 = 27 Y2 = _1)

tovabbaé,
_ —3+/13 —3— 13
==L _

kovetkezik. Konnyen ellendrizheto, hogy =1 és az x3 hamis gyok.

Megoldds MAPLE-lel: solve (az — /IL_HJ) — %_H,), :U) ;

—3- V13
2

xr1 = _47‘%.2 = 1,%3

L,

Lasd még a 1.5 és 1.6 dbrakat!

12. Feladat. (KoMaL B.3907.) Oldjuk meg az aldabbi egyenletet:

sinxz 4+ cosx +sinxcosx =1
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L5. dbra. Az x — /4= = %4’3 fiiggvény grafikonja a [0, 5] intervallumban
o)
Hl
T T T T 0

— 7T T T " T T T — T T T T
-5 -48 -46 -44 -42 -4 -38 -36 -34

-2
-3
-4
-5
1.6. dbra. Az x — /4= = %‘l{’) figgvény grafikonja a [—5, —3.2] intervallumban
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Megolddsvdzlat: Konnyl atalakitds utan adédik, hogy
sinx + cosx =1 — sinx cos x.
Négyzetre emelés utan kapjuk, hogy
1+ 2sinzcosz =1 — 2sinz cosz + sin? z cos? z.
A megfelel6 egyszeriisitések utéan:

4sinz cosz = sin® z cos® z.

Ebbdl az egyenletbdl sinx = 0,cosx = 0,2sinxzcosx = sin2z = 8 adddik. Az utolsd

eset nyilvan nem lehetséges, igy
r=km,x= g + I

adédik a megoldasokra, ahol k és [ tetszOleges egész szam. Azonban hamis gyokok
jelentkeznek, a végeredmény
x = 2k, g + 2Im.

Megoldis MAPLE-lel: solve(sinx 4 cosx + sinzcosx — 1, x);

s 3 1 3 1 3 1 3 1
§,O,arctan (—2 — 5\/?_[, —5 + 2\/?_[) ,arctan (—2 + 5\/?_[7 —5 — 2ﬁ[>

Lasd tovabba a 1.7 4brat!

13. Feladat. (KéMaL B.3893.) Oldjuk meg a valés szdmok halmazan az (22 + y?)? =
(23 — y%)? egyenletet.

Megoldasvdzlat: Ha y = 0, akkor a fenti egyenlet minden z-re teljesiil, hasonléan igaz,
hogy ha x = 0, akkor is a fenti egyenlet minden y-ra igaz az egyenlet. A tovdbbiakban
feltehetjiik, hogy xy # 0. A zardjelek felbontasa utédn a

3zty? + 2233 + 3221 = 0



17

0,59

1.7. abra. Az sinx + cosx + sinx cosz — 1 fliggvény grafikonja

egyenletet kapjuk, amelybdl 23y3 valé osztds utdn
324324020
Y x
Az a = % helyettesitéssel adédik, hogy

1
3<a+) = 2.
a

Mivel egy nemnulla szam és reciprokanak Gsszege abszolit értéke legalabb kettd, ezért

ennek az egyenletnek nincs valés megoldésa.

Megoldds MAPLE-lel: factor(z? + y?)% — (23 — %)?);
x2y% (32 + 3y° + 2y2)

Mivel a zardjelben all6 kifejezés

322 + 3y + 2yx = (z + y)% + 222 + 2%,
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ez csak az x = y = 0 esetben lesz nulla.

14. Feladat. (KéMaL C.845.) Aprilis elsején egy osztilyban az algebrai atalakitasokat

gyakoroltdk matematikadran. A feladat szerint egyszer(ibb alakra kellett hozni az

(z+2)°%+ (y+2)?
(z+2)3 — (y—2)3

tortet. Agi (aki az osztédly legjobbja matematikabdl) vicces kedvében volt, ezért azt
mondta, hogy ha a nevezd nem nulla, akkor ”egyszeriisitsiink” a harmas kitevokkel,

vagyis az eredmény
r+2+y+ax  2x+y+2

r+2—-(y—2) z—y+4’

Dontstik el, hogy jé-e a végeredmény!

Megoldasvdzlat:
(x+2)2%+ (y+z)3

(z+2)3—(y—2°

e +y+2)(2® +4x +4—zy — 22 — 2y — 22+ 2% + > + 22y B
(r—y+4) (22 +4o+4+oy+2y —20 —4+y2—4dy+4)

Cr+y+2)(a®+y?+ay+22—2y+4) 2z+y+2
(z—y+4) (2?2 +y2 +ay+20—2y+4) r—y+4’

tehat a végeredmény jo.

Megoldds MAPLE-lel: simplify(((z +2)%+ (z+y)?)/(x +2)> = (y—2)3) — 2z +y +
2)/(x =y +4));

15. Feladat. (KoMaL C.849.) Mekkora ctgx értéke, ha ctgx = sinz?

cos T 2 2

sinx’

pozitiv és az el6z6 masodfoki egyenletbol

Megolddasvdzlat: Mivel ctgz = x =1—cos”xz. A cosx

adédik, hogy cosx = sin

V5 —1
cosx =
2
kovetkezik. Innen
5—1
sinx = + V5
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és ugyanennyi ctgx is.

Megoldds MAPLE-lel: solve(m1 = )i
-2+ 25 —2+2V5
arctan (| ————=— | , —arctan | ——————
~1++5 —14++/5

1 1 1
arctan (2 —2-2v5, - 2\/5) arctan ( 1/ =2 — 25, ~57 3%

simplify (sin (arctan (% \/—2—72\/5) ) )

\/—2+2f

16. Feladat. (KoMaL C.826.) Oldjuk meg a kovetkez§ egyenletet:

3 3
T,
-1 x-1
Megolddsvdzlat: Az osztés miatt x # 1.
323 x _21‘3—1'2—.7}
B3-1 z—-1  23-1

amibdl
e —2=(@+2)(z—-1)=0

adddik. A feladat megolddsa: = = —2.

3

Megoldds MAPLE-lel: solve ( R 2,:,;);
_9.

Lasd még a 1.8 abrat!
Megjeqyzés: Az

B-1 r-1

”
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1.8. dbra. Az x33x_31 — %3 — 2 fiiggvény grafikonja

fiiggvénynek megsziintetheté szakadasa van az © = 1 pontban. Valéban,

20% — 2% — 2z + 1
lim f(z) = lim 25 % = gy 220D
z—1 z—1 3 —1 x—>1$2+$—|—1

17. Feladat. (KoMal C.815.) Az a és b valés szamokrdl tudjuk, hogy szorzatuk 1,

tovabba
a+b+2 1 1

4 _a+1+b+1'

Hatarozzuk meg az a és b értékét.

Megolddsvdzlat:
1 1 a+b+2

a+1+b+1:ab—|—a+b+1:

vagyis a + b = 2,ab = 1, az egyenletrendszer megoldasa a = 1,b = 1.

L,

Megoldds MAPLE-lel: solve({ab =1, “t042 = aTl-l + bq%l}v [a,b]);
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18. Feladat. (KoMal B.3945.) Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszert:
2 +yP 420 =8,

:U2+y2+22:22,

Megolddsvazlat: A harmadik egyenlet miatt egyik szdm sem lehet 0. Beszorozva mind a

két oldalt xyz-vel, kapjuk, hogy
yr+azday+22=(x+2)(y+2) =0

Ebbdl vagy & = —z vagy y = —2. Az elsd esetben y = 2,222 = 18,2 = 43,2 = F3, a
mésodik esetben x = 2,2y? = 18,y = +3, 2 = T3.

Megoldds MAPLE-lel: factor(: + % +14 )i

(z+y)(z+ )
Yz

19. Feladat. (KoMaL C.871.) Igazoljuk, hogy ha az

1’2 y2 2’2

G-9@-2 G-0-2  G-2)(C-1

kifejezés értelmezve van, akkor értéke fliggetlen az x,y, z valtozok értékétol.

Megolddsvdzlat: Kozos nevezore hozva a kifejezést, kapjuk, hogy

Py = 2) Pla-2 L Pa-y
G—na——2) G-na-2u—2 @-na-u-2

tovabbd,

22y —2) —y*(z = 2) + 2%z —y) = (& —y)(z — 2)(y — 2).

A kifejezés értéke 1, fliggetleniil az x,y és z valtozol értékétol.
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23

0,24

0,1

-0,1 1

1.10. dbra. Az (%)2 — (%"1)3 fliggvény grafikonja

21. Feladat. (KoMaL C.881.) Oldjuk meg az

G-

egyenletet.

Megolddsvazlat: A hatvanyozasok kifejtése és a beszorzasok elvégzése utdn kapjuk, hogy
47 — 1502 + 120+ 4 =0.
Ennek az egyenletnek az x = 2 gyoke, vagyis
43 —152% + 122 + 4 = (z — 2)(42? — Tz — 2).
L

A feladat megoldasai: x1 = 2,29 = 2,23 = —

Megoldds MAPLE-lel: Lasd a 1.10 abrat!
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22. Feladat. (KoMaL C.1095.) Melyik szam a nagyobb:

555555555553 - 666666666669 vagy 555555555557 - 6666666666647

Megolddsvdzlat: Legyen a = 111111111111. Ekkor a két szdmot
(5a — 2)(6a + 3) = 30a® 4 3a — 6

és
(5a + 2)(6a — 2) = 30a® + 2a — 4

alakban irhatjuk fel. Lathato, hogy az elsé szorzat a nagyobb.
Megoldds MAPLE-lel:

555555555553 - 666666666669 — 555555555557 - 666666666664;

=111111111109

23. Feladat. (K6MaL B.4176.) Oldjuk meg a kdvetkez6 egyenletet:

(sin x + sin 22 + sin 3x)% 4 (cos z 4 cos 2z 4 cos 3z)% = 1.

Megolddsvdzlat: Felhasznaljuk az
(a+b+c)? =a®+ b+ & + 2ab + 2ac + 2be,

illetve

sin asin 3 + cos acos § = cos(f — «)

osszefliiggéseket, kapjuk, hogy
3+4cosz + 2cos2z = 1.
Mivel cos 2z = 2cos® x — 1, ezért az egyenlet a

cos’z+cosxz =0



25

_1 .
1.11. dbra. A cos? z + cos x fiiggvény grafikonja

egyenletté egyszerlisodik, amibél cosxz = 0 vagy cosz = —1, illetve v = 5 + km és

x = 7 + 2l7w kovetkezik, ahol k és [ tetszOleges egész szam.

Megoldds MAPLE-lel: Lasd a 1.11 abrét!

24. Feladat. (KéMaL B.4156.) Oldjuk meg az aldbbi egyenletet:
7r
tgx + ctgx + 1 = cos (:B+ Z)
Megolddsvdzlat: A feladatot a jobb és bal oldalon 4ll6 fiiggvények értékkészletének vizs-

galataval hatarozzuk meg. Ismert, hogy egy nemnulla szam és reciprokanak az Osszege

mindig nagyobb vagy egyenl6 2-nél, illetve kisebb vagy egyenlé —2-nél. fgy
—1>tgx+ctgz+1

vagy
tgxr +ctgx+1 > 3.
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1.12. dbra. Az 1+ sinx cosx — sin x cos x cos (a; + %) fliggvény grafikonja

Mivel
—1 < cos (aH—%) <1,

ezért egyenléség csak a

(i) =
cos|z+ — ) =—
4

esetben allhat fenn, vagyis ha x = ?ﬂf + 2km, ahol k egész szam. Ekkor a bal oldal értéke

is —1, tehat pontosan ezek a szdmok szolgaltatjak az egyenlet megoldésat.

Megoldds MAPLE-lel: Lasd a 1.12 abrat!
25. Feladat. (KéMaL B.4157.) Oldjuk meg az alabbi egyenletet:
[z] = 2% — 222

Megolddsvdzlat: A keresett x megolddst (megolddsokat) felirhatjuk

x = [z] + {z}
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alakban, ahol {z} az z tortrészét jelenti. Ekkor
{2} =2 — 2% + 227,

és igy
OSx—x4+2x2<1.

Azonban, ha |z| > 2, akkor
z < 222, v+ 227 < 42? < 2*,
ezért —2 < x < 2, vagyis [z] = —2,—1,0,1. A megfelel6 negyedfoki egyenletek
zt— 222+ 2 =0,
ot =222 +1=0,
zt— 2% = 0,
at — 222 ~1=0.
Az elsé egyenletnek nyilvan nincs valés megolddsa, mert
gt =222 2= (22 -1)2 4+ 1.

A maésodik egyenlet atirhato
(2> =1)*=0

alakban, amib6l x = =£1 kovetkezik, azoban az [r] = —1 feltétel miatt z = —1. A

harmadik egyenletet konnyen szorzatta tudjuk alakitani:
zt — 227 = 2%(2% - 2) = 0.

Ekkor a gytkok x = 0,2 = £+1/2, azonban az utébbi két megoldds nem tesz eleget az
[x] = 0 feltételnek. Végiil a negyedik egyenletet atalakitva

(22 -1)2 =2
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1
)
1
2=

1.13. dbra. Az [z] és az 2* — 222 fiiggvények grafikonjai

egyenletet kapjuk, és ebbdl
2% —1=+V2,

:1:2:1+\/§,

r==x\1+ V2
adodik. Mivel [z] = 1, ezért © = /1 + /2,
Megoldds MAPLE-lel: Lasd a 1.13 abrat!

és

26. Feladat. (KéMaL B.4144.) Igazoljuk az aldbbi egyenlétlenséget:
2(x* + 2%y + y*) > 3ay(a? + ?).
Megoldadsvdzlat: Atrendezés utan az
22t — 3x3y + 20%% — 3xyd + 24 > 0

egyenlotlenség adédik. Ha y = 0, akkor vilagos, hogy igaz az &llitas és ekkor z = 0.
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A tovabbiakban tegyiik fel, hogy y # 0 és osszuk el az egyenlGtlenség mindkét oldaldt

y*-nel. Ekkor
z\* z\? 2\ x
2() —3<> +2(> —3<>+220
Yy Yy Yy Yy

egyenlétlenséget kell bizonyitani. Vizsgaljuk a 2t — 3t3 + 22 — 3t + 2 negyedfoki poli-

nomot. Koénnyt latni, hogy az 1 zérushelye ennek a polinomnak, azaz
2t — 33 4 2% -3t 4+2=(t—1)2> — >+t —2),
tovabba, mivel az 1 zérushelye a jobb oldalon all6 harmadfoku polinomnak is, ezért
ott — 313 262 — 3t +2=(t —1)2(2t2 +t +2).

A pozitiv f6egyiitthatés masodfoki polinom diszkrimindnsa negativ, igy az minden t-re

pozitiv. Leolvashaté az is, hogy egyenlGtlenség a t = 1, vagyis az x = y esetben all fenn.
Megoldds MAPLE-lel: factor(2x* — 323y + 222y — 3zy3 + 2y?);

(222 + 2y + 2y*) (—y + 2)?

27. Feladat. (KéMaL B.4148.) Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert:
23y + zy® =10

3:4+y4 =17.

Megolddsvdzlat: Az elsé egyenletbdl
zy(z? +y*) =10

adédik, ezért 1j ismeretleneket vezetiink, legyen a = zy és b = z? 4+ y?>. Ezekkel a
jelolésekkel
ab = 10,b% — 2a® = 17.
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Az elsé egyenletbsl a = 12| ezt a mésodik egyenletbe helyettesitve kapjuk, hogy
gy b

Ezt atrendezve:
bt — 17b% — 200,

illetve
(b* —25)(b* +8) = 0.

Nyilvan a b? + 8 > 8 tényez6 nem lehet 0, ezért by o = £5. Mivel b nemnegativ (hiszen
y b

két négyzetszam Osszege), igy
2 =xy,5 =22+

és ezért

r—y==xl,z+y==3.

A keresett megolddsok:

(x,y) € {(17 2)7 (27 1)7 (_17 _2)7 (_27 _1)}’

Megoldds MAPLE-lel: solve ({z* + y* = 17,23y + y3x = 10}, [x,9));
[z=2,y=1,[zr=1,y=2|,[r =—-1,y = —-2],[r = -2,y = —1],

[z = RootOf(%4+1,label =1, 3),y = 2RootO f(%+1,label =1, 3)],
[z = 2RootO f(4+1),y = RootOf(4+1)],

[z = 9/20Ro00tO f (45 —68%+625)—1/10( RootO f (45 —6834625))°, y = RootO f (4%, —683+625)]]

28. Feladat. (KéMaL B.4151.) Legyen a = w/14. Mennyi sin a sin 3a sin 5o értéke?

Megolddsvdzlat: Felhasznalva a

. ™
Sl xr = COS 5 — T
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Osszefiiggést, kapjuk, hogy a keresett szorzat

.om . 3w . bmw s 2 3T
Sln — Sln — Sln — = CO0S — + COS — + cos —.

14 14 14 7 7 7

Ismert, hogy

cos(x — y) + cos(x + y) = 2 cosz cosy,

ezt tobbszor alkalmazva kapjuk, hogy

T n 2 n 3 1 2 2 n 47
COS — + COS — + €coS — = — oS — | cos — + cos — | =

7 7 7 2 7 7 7
— 1 cos0 4 cos 2T+ cos T 4 eos T =
=1 cos cos - cos - cos )=

= cos cos - cos - cos - cos - cos - cos - .
Meghatarozzuk az
S = co80 + cO8 2 + 08 = + cos O + cos O + 08 o + cos o
= cos cos - cos - cos - cos - cos - cos -

osszeget. Legyen
T Lis T
z = cos = +isin —,
7 7
és tekintsiik az

1+22 424+, + 212

Osszeget. Vildgos, hogy S ennek az Osszegnek a valds része. A mértani sor (a hanyados

22) Gsszegképletét és a Moivre-formuldt hasznélva, kapjuk, hogy

2\7
-1
1+z2+,z4+...+z12:L

22 -1
Azonban z'* —1 =0, ezért
0+ 2 n 4 n 6m n 8 n 107 n 127 0
cos Cc0S — + cos — + cos — + cos — + cos — + cos — = 0.
7 7 7 7 7 7

Ebbol konnyan ldthato, hogy a keresett érték é.
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Megoldds MAPLE-lel: evalfy(sin % sin 3% sin 27);

0.12500000000000000001

29. Feladat. (KéMaL C.973.) Oldjuk meg az 1 4 cos3x = 2 cos 2z egyenletet.

Megolddsvdzlat: Ismert, hogy
cos 3z = 4cos® x — 3cosz,

és

cos 2z = 2cos® x — 1.
Ezeket behelyettesitve az egyenletbe, kapjuk, hogy

30 —4cos’z —3cosx+3=0.

4 cos
A harmadfoku kifejezést konny(i szorzatta alakitani:

4cos®x —4cos®x — 3cosx + 3 = (cosz — 1)(4cos® z — 3).

fgy cosx =1 vagy cosx = i@, amibdl ¥y = 2km, xo = £ + I, ahol k,l € Z.

Megoldds MAPLE-lel: solve(l + cos3xz —2cos2x =0, z);

Lasd a 1.14 abrat!
30. Feladat. (KéMaL B.4138.) Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet:

V2(sinz + cosz) = tgz + ctg .

Megolddsvdzlat: Ha jobb oldal értelmezve van, akkor

[tgx + ctgx| > 2.
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]
1

1.14. dbra. Az 1+ cos3x — 2 cos 2x fiiggvény grafikonja

Azonban
[V2(sinz + cosz)| = 2?(] sinx + cosz|) = 2| cos(45° — x)| < 2,
ezért az egyenlet minden x megoldésara
|cos(45° —z)| =1
teljesiil, azaz x = 7 + km. Ezen lehetséges megolddsok koziil azonban csak az
T = il + 2km

4

alaku szogek megoldasai az eredeti egyenletnek.

Megoldds MAPLE-lel: Lasd a 1.15 abrat!

31. Feladat. (KéMaL C.967.) Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert:

322 —ay =1,
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o
N
o\

1.15. dbra. A v/2(sinx + cosz)sinx cosz — 1 fiiggvény grafikonja
9zy + 1% = 22.

Megolddsvazlat: Vegyiik észre, hogy
3(32% — xy) + 92y + y* = (3 +y)* = 25.

Ezért 3x +y = £5. A tovabbiakban két esetet kiilonboztetiink meg.
) y =5— 3z. Ekkor 322 — (5 — 3z)z = 1 és igy 622 — 5x — 1 = 0, amibél
1
xr1 = 1,.%'2 = —é,yl = 2,y2 = 5.5.
) y = =5 — 3z. Ekkor 322 — (=5 — 3x)x = 1 és igy 622 + 5x — 1 = 0, amibdl

1
I3 — —1,1’4 = g,yg = —2,y4 = —5.5.

Megoldds MAPLE-lel: solve({3z? — zy = 1,9xy + v* = 22}, [2,9]);
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[z=1,y=2],[r=1/6,y = —11/2],[x = =1/6,y = 11/2],[x = -1,y = —2]]

32. Feladat. (Ko6MaL C.955.) Oldjuk meg a 10z — 5 = 9[x] egyenletet a valds szamok

halmazén (ahol [x] az x egészrészét jelenti).

Megolddsvdzlat: Legyen
x = [z] +{z},

ahol {z} az x valds szdm tortrészét jeloli. Ezzel egyenletiink
10[z] + 10{z} — 5 = 9[x]

alaki, amibol
5— [z] = 10{z}

kovetkezik. Ezért 10{z} egész szam, igy {z} lehetséges értékei: k-0.1,k =0,1,2,...,8,9.

Az el6z6 egyenlet segitségével az [z], és az x értéke konnyen meghatdrozhato.

Megoldds MAPLE-lel: Lasd a 1.16 abrat!

33. Feladat. (KoMaL B.4104.) Keressiik olyan a,b, ¢ szamokat, amelyekre minden

pozitiv n egész esetén teljesiil az
(n+3)%=a(n+2)?2+bn+1)%+ cn?

egyenliség.

Megolddsvdzlat: Mivel minden n pozitiv egész esetén teljesiilnie kell a fenti egyenloségnek,

ezért specidlisan igaz n = 1,2 és n = 3-ra is. Ezeket behelyettesitve, kapjuk, hogy
16 = 9a + 4b + ¢,

25 = 16a + 9b + 4c,
36 = 25a + 16b + 9c.

Az elsé egyenletbdl ¢ = 16 — 9a — 4b, ezt behelyettesitve a masodik és harmadik egyen-
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_10_
1.16. dbra. A 10z — 9[z] — 5 fliggvény grafikonja

letekbe, a megfelel6 Gsszevonasok utan
20a + 7b =39
és
56a + 20b = 108

adddik, amit megoldva

ésc=1.

Megoldis MAPLE-lel: solve({9a + 4b + ¢ = 16,16a + 9b + 4¢ = 25,25a + 16b + 9c =
36}, [a, b, ]);
[[a=3,b=-3,¢c=1]]

34. Feladat. (KoMaL B.4323.) Oldjuk meg a kdvetkez6 egyenletet:

1+ 24 3

(1+x)4 4
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Megolddsvdzlat: Az egyenlet kifejtése és atrendezése utan
at — 1223 —182% — 120+ 1 =0

adédik. Az egyenlet szimmetrikus, az = 0 nem megoldésa, igy oszthatunk z2-tel:

12 1
x2—12x—18——+—2:0.
i i

Uj valtozdt vezetiink be, legyen y = x + % Ekkor az egyenlet
y? — 12y — 20

alakid, amelynek gyokei y12 = 6 £ v/56. Mivel egy nemnulla szdm és reciprokanak

osszegének az abszolut értéke legaldbb kettd, elegendd az
22— (6 +V56)x+1=0

egyenletet megoldani, amelynek megoldasa

T12 =3+ V14 1+1/22+6Vv14.

Megoldds MAPLE-lel: Lasd a 1.17 és a 1.18 abrakat!

35. Feladat. (K6MaL B.4297.) Mutassuk meg, hogy tetsz6leges valés z, y szdmokra

(z+y)(1l—zy) 1

S U+ 012 =2

1
2
teljestil.

Megoldasvdzlat: Ha xy = 1, akkor a kifejezés 0, és az egyenlStlenség igaz. Ha xy # 1,
akkor legyen

xr =tana,y = tan
és ekkor értelmezhetd tan(a + ). Tovabba teljesiil, hogy

5 sin?a+cos?a 1
1+2° = 3 = 5 s
cos® o Cos= o
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0,24

0,14

-0,1

-0,2

-0,3

_0’4_

-0,5-

-0,6-

1.17. dbra. Az (ii; — % fiiggvény grafikonja a [0, 3] intervallumban

-0,14

-0,24

-0,3

-0.41

1.18. dbra. Az (ii; — % fiiggvény grafikonja a [3, 15] intervallumban
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1
14y =
ty cos? 3’
és
r+y
t = .
an(a + ) Ty

Ezekkel a formuldkkal

(z+y)(1 —zy)

1+ 21+ = tan(a + 8)(1 — tan actan §)2 cos® accos® 3 =

tan(a + 3)(cos a cos § — sin asin 3)? = sin(a + ) cos(a + 3) =
1
3 sin2(a + )
teljesiil, amibdl kovetkezik az allitas.

Megoldds MAPLE-lel: factor(% + %) ;

1(zy —y—x—1)°

2 (1+22)(1+y?)

x+y)(l—x
factor(% — 7((1+fz))((1+yyz))> ;

1(zy+y+a—1)>

2 (1+22)(1+y?)

36. Feladat. (KoMaL B.4239.) Oldjuk meg a
8x(2z2 —1)(8z* — 822 +1) =1

egyenletet.

Megolddsvdzlat: Ha |z| > 1 akkor konnyti latni, hogy a bal oldalon &ll6 szorzat abszolit
értéke legaldbb 8. Ezért az Osszes x megoldésra |z| < 1 teljesiil. Létezik olyan ¢ valds
szam, hogy

T = cost,

és ezzel a helyettesitéssel egyenletiink

8costcos2tcosdt =1
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alaki lesz. Felhasznélva a

2cos acos 3 = cos(a + ) + cos(a — )
Osszefliggést, kapjuk, hogy megoldandd a

2(cost + cos 3t + cos bt +cosTt) —1 =0

egyenlet. Vilagos, hogy az eredeti egyenletnek az x = % a megolddsa. Felhasznélva az

eredeti egyenlet trigonometrikus alakjat, adédik, hogy a

t—27Tt 47Tt o
2_773_774_77
t_ﬂt_57rt_77r
5 976_977_9

értékek kielégitik a trigonometrikus egyenletet, ezért az eredeti egyenletnek a gyokei

1 2 47 6
T1 = —,T9 = COS —, X3 = COS —, Ty = COS —
2’ 7’ 7’ 7’

s 57 T

Iy5 = COS §,.’E6 = COS j,ﬂf? = COS ?

Mivel az eredeti egyenletiink hetedfoki, és taldltunk 7 olyan kiilonb6z6 szamot amelyek

kielégitik az egyenletet, a feladat megoldédsa teljes.
Megoldds MAPLE-lel: Lasd a 1.19 és 1.20 abrakat!

37. Feladat. (KéMaL B.4225.) Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszert

Vet zt Ity VYT EVTEy
VYy+z VT +z

Ve+z+Vr+y+vVz+y=4.

=14 -4V +2z—-4/y+z,

Megolddsvazlat: Uj véltozdkat bevezetve, legyen a = /y+ 2,b = Vx 4+ z,¢c = J/x + y.
Vilagos, hogy a,b pozitiv szdmok, ¢ nemnegativ. Ezekkel a jelolésekkel egyenleteink a

kovetkezd formaban irhatdak:

b+c¢c a+c
_|_
a b

=14 — 4a — 4b,
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1.19. dbra. Az 8z(222—1)(8z*—8x2+1)—1 fiiggvény grafikonja a [—0.4, 0] intervallumban

1.20. dbra. Az 8z (222 —1)(8z*—8x2+1)—1 fiiggvény grafikonja a [—1, 1] intervallumban
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a+b+c=4.

A masodik egyenletbdl ¢ = 4—a—b, ezt behelyettesitve az els6 egyenletbe, majd rendezve

azt: ! ]
a+b+—-—4+-=4
a b

adédik. Mivel a és b pozitiv szamok, tovabba egy pozitiv szam és reciprokanak az 6sszege

mindig legaldbb ketto, igy a fenti egyenletbdl a = b = 1 addédik. Vagyis
y+z=x+z=1zxz+y=4,

ésr=y=2,2=—1.

Megoldds MAPLE-lel: solve({z +y=4,x+z=1,y+2z=1},[z,y,2]);

38. Feladat. (KoMaL A.527.) Hatdrozzuk meg azokat a p valés szdmokat, amelyekre
az
23+ 3pz® + (4p— Dz +p=0

egyenletnek van két olyan valés gyoke, amelyek kiillénbsége 1.

Megoldadsvadzlat: Vegyiik észre, hogy a bal oldalon allé polinomot szorzatta lehet alakitani:
2%+ 3px® + (4p — Dz +p = (z+1)(«* + 3p — 1)z + p),

vagyis a harmadfokid polinom egyik gytke a —1. Harom esetet kiilonboztetiink meg.
1) eset: Ha az 22 + (3p — 1)x + p = 0 egyenletnek gyoke a 0. Ekkor p = 0.
) 2 _ s _ 6
2) eset: Ha az 2 + (3p — 1)z + p = 0 egyenletnek gycke a -2. Ekkor p = =.
3) eset: Ha az 22+ (3p — 1)z + p = 0 egyenletnek van két olyan valés gycke, amelyek
kiilonbsége 1. Legyenek ezek a és b. Ekkor a Vieta-formuldk alapjan

a+b:_(3p_1)vab:pv

és
1=(a—b)?2=(a+b)?—4ab=9p> —10p+1,
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azaz p =0 vagy p = %.

Megoldds MAPLE-lel: factor(z3 + 3pz? + (4p — 1)z + p);

(z+1)(z* + (3p — L)z + p)

39. Feladat. (KéMaL B.4367.) Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet:

3xr+3 z+1
=44+

VT Vi —z+1

Megoldasvdzlat: A feladat megoldasa a bal és jobb oldalon &ll6 fiiggvények értékkészle-
tének Osszehasonlitdsdval torténik. Az egyenlet értelmezési tartoméanya a pozitiv valds
szamok halmaza. Vilagos, hogy
r+1>2x.
Ebbol kovetkezik, hogy
3z 4+ 3
NZ

egyenl6ség pontosan akkor all fenn, ha = 1. Hasonléan kapjuk, hogy

> 6,

3(z% +1) > 6,

vagyis
4(z® —x+1) > (z +1)?

ahonnan

1
4y T 4

vz —x+1"

addodik. EgyenlOség itt is csak az © = 1 esetben allhat fenn, ezért a feladat megoldéasa

r=1.

Megoldas MAPLE-lel: Lasd a 1.21 abrét!

40. Feladat. (KoMalL B.3320.) Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet:
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254

20

5+

1.21. abra. A 3%3 —4— \/;2”%—916_’_1 fiiggvény grafikonja

1/2

Megoldasvdzlat: Uj valtozét vezetiink be. Mivel az egyenletben szerepel az x'/°, ezért

legyen y = x2. Az 1j valtozéval egyenletiink

y2y _

T2
alaki. Derivélassal bebizonyithatd, hogy az f(y) = y?¥ fiiggvény az 0 < y < é interval-
lumban szigorian monoton fogyd, ha y > %, akkor szigoriian monoton névekve, vagyis

mindkét részen a a fliggvény legfeljebb egyszer veszi fel az % értéket. Konnyen lathaté

és behelyettesitéssel ellendrizhetd, hogy az a két hely a % és az %. Ebbdl a két megoldas

cLlge L
x-re: 7 €8 15.

Megoldds MAPLE-lel: Lasd a 1.22 dbrét!
41. Feladat. (KoMaL C.694.) Mekkora a
[logy 1] + [logy 2] + [logy 3] + . . . + [logy 2002]

Osszeg értéke?
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0,8

0,7

0,6

0,54

0,1 0,2 03 04 0,5 0,6
X

1.22. dbra. Az 2@° fliggvény grafikonja

Megolddsvdzlat: Konnyl latni, hogy
logy(2* + k)] = a,
ha k=0,1,2,...,2% — 1. Ezért az Gsszeg

1-04+2-14+4-248-34+16-44...+27-9+ (2002 — 1023) - 10 =
9
:Zk-2k+9790: 17984.
k=1

Megoldds MAPLE-lel: sum(floor(logyn),n = 1..2002);

17984

42. Feladat. (KéMaL C.688.) Oldjuk meg az [z/2] + [x/4] = = egyenletet. ([z] az x

egész része, az r-nél nem nagyobb egészek legnagyobbika)
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1.23. dbra. A [x/2] + [x/4] — x figgvény grafikonja

Megolddsvdzlat: A bal oldalon két egész szam Osszege all, igy x egész szam. x néggyel
osztva 0,1,2,3 maradékot adhat, legyen elOszor © = 4k alakd. Ekkor 2k + k = 4k,
amibol £ = 0 addédik. Ha x = 4k + 1 alaku, akkor 2k + k = 4k + 1, amibol k£ = —1
kovetkezik. A harmadik esetben z = 4k + 2, ekkor 3k + 1 = 4k + 2,k = —1 adddik, és
végil x =4k + 3-bél k = — — 2. fgy az egyenlet megoldasai x = 0, —3, —2 és —5.

Megoldds MAPLE-lel: Lasd a 1.23 abrat!
43. Feladat. (KoMaL B.3572.) Oldjuk meg az [x/2] + [x/4] = [z] egyenletet. ([z] az x
egész része, az x-nél nem nagyobb egészek legnagyobbika.)
Megolddsvdzlat: Legyen [z] = n, vagyis jelolje x egész részét n. Ekkor
5= 5= [3]
21 1207 14]  La)”
Az n szam néggyel vald osztasi maradékatdl fiiggden 4 esetet kiilonboztetiink meg. Ha

n = 4k alaku, akkor
4k = 2k + k,
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1.24. dbra. A [x/2] + [x/4] — [z] fliggvény grafikonja
vagyis k = 0,n = 0. Ha n = 4k + 1, akkor
4k +1 =2k + k,

vagyis k = —1,n = —3. Ha n = 4k + 2, akkor

4k +2=(2k+1) + K,
vagyis k = —1,n = —2. Végil, ha n = 4k + 3, akkor

4k +3=(2k+ 1)+ k,
vagyis k = —2,n = —5.

Az egyenlet megoldésai azok a valés szamok, amelyeknek az egész része 0, —2, —3, —5.

Megoldds MAPLE-lel: Lasd a 1.24 abrat!

44. Feladat. (KéMaL B.3577.) Oldjuk meg a sin3z + 3cosx = 2sin2z(sinz + cos x)
egyenletet.
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Megoldasvazlat: Uj valtozokat vezetiink be. Legyen
a =coszx,b=sinzx.
Ezekkel a jelolésekkel
sin 2x = 2sinx cosz = 2ab,
cos2z =a®> —b*> =1—2b*> = 2a° — 1,
sin 3z = sin 2z cos z + cos 2z sinx = 3a%b — b3.
Felhasznalva az el6z6 képleteket, egyenletiink
3a2b — b® + 3a = 4a®b + 4ab?
alaki lesz. Ebbol
3a = a®b + 4ab?® + b® = b(a® + b?) + dab?
kivetkezik. Mivel a? + b% = 1, ezért
3a = b+ 4ab® = b+ 4a(1 — a?),

és

b=a(4a® —1).

Az egyenletet négyzetre emelve
v’ =1—a® = a*(16a* — 8a* + 1),

azaz egy az a’-ben harmadfoki egyenletet kaptunk. Az A = a? véltozé bevezetésével
egyenletiink
16A4% —8A% + 24 —1=(24—-1)(84% +1) =0

1
2
Ne felejtkezziink el a gyckok ellen6rzésérol!

alaku, ezért A = =, és a = cosx = :l:% és x = 7 + km, ahol k tetszOleges egész szdm.

Megoldds MAPLE-lel: Megoldds MAPLE-lel: Lasd a 1.25 abrat!
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K

1.25. dbra. A sin3x + 3 cosx — 2sin 2z (sinx 4 cos x) fliggvény grafikonja

45. Feladat. (KoMaL B.3579.) Oldjuk meg az aldbbi egyenletet:

= \/—3—|—4\/—3—|—4\/—3+4a:.

Megolddsvazlat: Tobbszoros négyzetre emelésekkel kapjuk, hogy
2® + 1225 + 1502* + 68422 — 16384 + 15537 = 0.
A nyolcadfoké polinomot szorzatta tudjuk alakitani,
2® + 122°% + 1502" + 6842® — 16384 + 15537 =

= (z — 1)(x — 3) (2% + 42° + 2521 4 8823 + 42722 + 14442 + 5179),

=~
[}
w0

igy a feladat megolddsa az x1 = 1 és x9 = 3. A négyzetgyokvonds miatt = >

konnyen lathato, hogy ilyen x-ekre

28 + 425 + 252* + 8823 + 42722 + 14442 + 5179 > 0.
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24

1.26. abra. Az x — \/—3 + 4\/—3 + 4v/—3 + 4z fliggvény grafikonja

Megoldds MAPLE-lel: Lésd a 1.26 abrat!

46. Feladat. (KoMaL A.291.) Oldjuk meg az

egyenletet.

Megolddsvdzlat: Konny latni, hogy az = megoldast (megolddsokat) a [—2,2] interval-

lumban kereshetjiik. Ekkor létezik olyan y szog, amelyre 0 < y < 7 és x = 2cosy.

Ekkor
\/2+x:\/2+2cosy:1/2—|—4cos2%— :2005%,
\/2—\/2+x:1/2—2608%:2sin%:2cos<%—%),

és az els6 atalakitashoz hasonldéan

\/24—\/2—\/24—:13:2005(1—%),

tovabba




o1

1.27. dbra. Az x — \/2 +v2 — V2 + x fiiggvény grafikonja

vagyis a
(i-%)
cosy =cos|——=
Y 18
trigonometrikus egyenletet kapjuk, aminek az y = %’r a megoldasa. Ebbol z = 2%.

Megoldds MAPLE-lel: Lasd a 1.27 &brat!

47. Feladat. (KoMaL B.3536.) Hatarozzuk meg

22

3 + x cosx + cos 2z
legkisebb értékét.

Megolddsvdzlat: Felhasznaljuk a
cos2x = 2cos’x — 1

azonossagot. Ekkor

2 2

1
%—F:L’COS:L’—{—COSQQ?Z %+IECOSIL‘—|—2COSQIE— 1= g(az+4cosm)2 —-1> -1,
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20
15

10

/]
0 4 VWV NS s g

1.28. dbra. Az %2 + x cosx 4 cos 2z fliggvény grafikonja, —10 < z < 10

és egyenlGség pontosan akkor all fenn, ha
f(z) =x+4cosx = 0.

A fliggvény értéke a 0 helyen 4, a 7 helyen m — 4, vagyis a folytonossag miatt lesz egy
olyan xo pont a [0, 7] intervallumban, amlyre f(xzo) = 0. Ekkor a keresett minimélis

fliggvényérték —1.

Megoldds MAPLE-lel: Lasd a 1.28 és a 1.29 abréakat!

48. Feladat. (Ko6MaL C.665.) Mennyi az alabbi tort értéke, ha a szamldlo és a nevezd

ugyanannyi szamjegyet tartalmaz?
166...6

66...64

Megolddsvdzlat: Tegyiik fel, hogy a szamldlé és a nevezd is n szamjegybdl all. A
szamlaloban all6 kifejezést felirhatjuk

10™ -1

6 —5.10"1!
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-1~

1.29. 4bra. Az % + x cos

alakban, a nevezo

Konnyt ellendrizni, hogy

x 4+ cos 2z fliggvény grafikonja, —2 < x < 5

10" -1
9

6 2.

4 (2(10" ~1)-5- 10“1> = %(10” —1) -2,

azaz a tort értéke %.

Megoldds MAPLE-Iel:

666666666664 4

166 1
664 4
1666 1
6664 4

166666666666 1
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49. Feladat. (KoMaL C.667.) Legyen

@.

Mutassuk meg, hogy az a? + b% + ¢ — abe kifejezés értéke nem fiigg z-t6l és y-tol.
g, hogy

1 1 1
a=x+—,b=y+—,c=xy+
x (Y

Megolddsvdzlat: Konnyl kiszdmolni, hogy

a2

1 1 1
x2+;§+2ﬁ2:y2+§§+2¢2:x%2+475+2

1 1 1
abc= |z +— | \y+— ) |2y + —
z Yy
1 x oy 1
=lzy+ —+-—+= | |\2y+— | =
Yy Yy Ty

111
R by

tovabba

y2 o a?
igy a keresett, x és y-tol fiiggetlen kiilonbség 4.
Megoldds MAPLE-lel: a .=z + %; b:=y+ %; c:=zxy+ ;ly;
expand(a® + b? + ¢* — abe);

50. Feladat. (KoMaL B.3524.) Az x,y valds szamok Osszege 1. Hatérozzuk meg
zyt + 2%y legnagyobb értékét.

Megolddsvdzlat: Szorzatta alakitva a kifejezést, kapjuk, hogy

zy* + 2ty = zy((z +y)* — 3zy(z +y)) = zy(1 — 3zy).

Ez a figgvény mésodfokd xy-ban, a maximuma az xy =
1

%-ban van, maximalis értéke
Az eredeti kifejezés maximuma sem lehet nagyobb %—nél, s6t ezt az értéket csak
akkor veszi fel, ha az

1
r+y=1Llzy=c
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0,08
0,07
0,06
0,05
0,04+
0,03
0,02

0,014

1.30. dbra. Az x(1 — z)* + 2*(1 — 2) fiiggvény grafikonja

egyenletrendszernek van valés megoldasa. Konnyti szdmolds adja a két maximumbhelyet:

1 " 1
X = — _—
P27

Megoldds MAPLE-lel: Lasd a 1.30 abrat!
51. Feladat. (KéMaL B.4275.) Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet:

2 —2® — 222 —1=2(x —2° +1)Va.

Megolddsvdzlat: Myilvanvalé, hogy a megoldasokat a nemnegativ valés szamok kozott

keressiik. Legyen y = \/z. Ezzel az 0j véltozdval egyenletiink
y 22y — 2t — 2P —2y—1=0
alakot olti. Vegyiik észre, hogy

Y-S =2 1=y - (P )= (S - - D+ D),
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és mivel
29" — 2y — 2y = 2y(y° — ¢’ - 1),
ezért a polinomot szorzattd tudjuk alakitani:

yP 2yt —yf -2yt =2t 2y —1=(0 - - D+ +2y+ 1) =0.

Mivel a masodik tényezOben az Osszeadandok pozitivak vagy nem-negativak, ezért ele-

gendd az els6 tényez6 zérushelyeit vizsgdlni. Legyen z = y3, ekkor
2 —2-1=0

1+V5

¢és mivel z nemnegativ, ezért z = =5~ amibdl

B 1+\/5% B 1+\/5%
¥y= D A B

Megoldds MAPLE-lel: factor(y'? 4 2y" — 4% — 2y* — 23 — 2y — 1);

W -y -+ +2y+1)

Lasd a 1.31 4brat!

52. Feladat. (KoMaL B.4263.) Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszert:

23 + 4y = y3 + 16z,

1 2
1+
1+ a2

Megolddsvdzlat: Az els6 egyenletbol
z(2® —16) = y(y* — 4),

a masodik egyenletbol
y? — 4 = 5z
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40
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1.31. dbra. Az 2% — 2% — 222 — 1 — 2(z — 2% + 1)/7 fiiggvény grafikonja

adédik. Ez utobbit behelyettesitve az elsé egyenletbe, kapjuk, hogy
z(2? — 16) = 52%y.

Ha x = 0, akkor y = £2, ellenkezd esetben

2 —16
5

y:

amibdl

2
5u? 14— 2 —16
bx

egyenlethez jutunk. Ebbdl az z = 22 helyettesitéssel a
1242% + 1322 — 256 = 0

egyenletet kapjuk, aminek az egyik megoldasa negativ, a masik z = 1. Ebb6l x = +1 és

y = +3. Ellenorzés utdn a koévetkez6 szamparok a megoldésai az eredeti egyenletrend-
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40

30+

20

2
1.32. dbra. Az 522 44 — (%) fliggvény grafikonja az 0.5 < x < 3 intervallumon

szernek:

(0,2),(0,=2), (1,-3), (—1,3).
Megoldds MAPLE-lel: Lasd a 1.32 és 1.33 dbrakat!

53. Feladat. (KoMaL B.3479.) Keressiik meg a 6t2 + 352 — 4st — 8t + 6s + 5 kifejezés

minimumat.

Megolddsvdzlat: 1. megoldas: Vegyiikk a t illetve s szerinti parcidlis derivaltakat, a
kétvaltozds fiiggvénynek ott lehet szélséértéke, ahol a parcialis derivaltak eltiinnek, ezért
megoldandé a

12t —4s — 8 =0,

6s—4t+6=0

egyenletrendszer. Konny latni, hogy az egyenletrendszer megoldasa s = —%, t=
II. megoldas: A

3
5.

6t2 4+ 352 —dst — 8t +6s+ 5
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2
1.33. dbra. Az 5a%+4 — (%) fliggvény grafikonja az —3 < x < —0.5 intervallumon

. o2 — 3 2+14 L3 2+8
T3 3 7 7

alakban. Vildgos, hogy ez utébbi kifejezés akkor lesz a legkisebb, ha

kifejezés felirhatd

2t_3t 3
S = — = -
3 7
vagyis
5t 3
S = —— = —
7 7

Megoldds MAPLE-lel: solve({6s — 4t = —6,12t — 4s = 8}, [s, t]);

[[s = =5/7,t = 3/17]]

54. Feladat. (KoMaL C.689.) Oldjuk meg az

$10g2(16x2) o 4$10g2(4x)+1 - 16x10g2(4x)+2 + 641}3 -0
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0,4

0,74

0,61

0,5

0,4

0,3

0,21

0,1

0= T T T T T T T T T 1
0,20 0,22 0,24 0,26 0,28 0,30

1.34. dbra. Az z'082(162%) _ galog;(40)+1 _ 1gylogs(40)+2 4 6443 fiiggvény grafikonja a
0.2 < z < 0.3 intervallumon

egyenletet!

Megolddsvdzlat: A logaritmus miatt > 0. Osszuk el az egyenlet mindkét oldalat 6423-
nal, és vezessiik be az y = logy x valtozét. Ekkor x = 2Y, és ezekkel a jelolésekkel

egyenletiink
920°—y—6 _ ov’—4 _ ov’+y-2 L 1 _

alakud lesz. A bal oldalt szorzatta alakitva
22y2_y—6 _ 2y2—4 _ 2y2+y—2 + 1= (2y2—4 _ 1)(2y2+y—2 _ 1) =0

adddik. Ebbdl
Yy = 17y2 = _27y3 = 27
és

1
Tl :2,1'2 :4,:L‘3 = Z

Megoldds MAPLE-lel: Lasd a 1.34 és 1.35 dbrakat!
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10004

04— .

- 1000:
72000:
- 3000:
74000:
- 5000:
- 6000:

-7000

- 8000

1.35. dbra. Az z!082(162%) _ galoga(40)+1 _ 1651082(42)+2 4 6443 fiiggvény grafikonja az
0.3 < z < 4.02 intervallumon

55. Feladat. (KéMaL C.623.) Oldjuk meg a kovetkez& egyenletrendszert:

a??® —a?—ab+1=0,

alc—ab—a—c=0,

abc = —1.

Megolddsvdzlat: A harmadik egyenletbdl kapjuk, hogy

1
ab=——.
c

Ezt behelyettesitve az els6 egyenletbe

1, 1
7—& +7+1:0
C C
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adédik. Ebbdl
V1i+ce+c?

a==+
|c|

kovetkezik (konnyen lathaté, hogy a négyzetgyok alatt mindig pozitiv szam all). Ezt a
méasodik egyenletbe behelyettesitve, kapjuk, hogy

2
iﬁ\/l-ﬁ-c—i-czz et
C

)
C

amibdl négyzetre emeléssel és atrendezéssel kapjuk, hogy ¢ = —1 és igy a = £1. A szdba
johet6 megoldasok
(av ba C) = (17 17 _1)
és
(CL, ba C) = (_17 _]-a _1)5

amelyek koziil csak a masodik elégiti ki az eredeti egyenletrendszert.

Megoldds MAPLE-lel: solve({abc = —1,a%0* —a? —ab+1 = 0,a%c —ab—a — ¢ =
0}, [a, b, c]);
[[a=-1,b=—-1,c = —1]]

56. Feladat. (KoMaL C.502.) Az 2% — 2bx + b> — c? = 0 egyenlet gyokeit jelolje 21 és

73. Mutassuk meg, hogy az 2 — 2b(b? + 3¢?)z + (b* — ¢?)3 = 0 egyenlet gyokei z3 és 3.

Megolddsvdzlat: Konnyen kiszamolhatd, hogy az
a2 —2bx + 02— =0

egyenlet gyokei

2b + V4b?2 — 4b2 4 4c?
T12 = 5 +ic =b=tec

Tekintsiik a
(x—(b+e)®)(z+ (b+c)?)

szorzatot! Ekkor

@—0—)®)z+0+c)®) =2 —(b+c)*+b—c)* )+ (b+c)*(b—c)?



63

adodik, azonban
(b4¢)® + (b —¢)® = 2b> + 6bc?,

és

(b+e)’(b—c)’ = (b° = ),

ami bizonyitja a feladat allitasat.
Megoldds MAPLE-lel: solve(x? — 2bx + b% — ¢ = 0,1);

[[—c+ b,c+b]]

solve(x? — 2b(b? + 3c®)x + (b2 — )3 =0, 2);

(6% — 3¢b® 4 3bc? — 3,03 + 3cb? + 3bc? + )

57. Feladat. (AIME, 1983) Két komplex szam négyzetének 6sszege 7, kobeik Gsszege

10. Mennyi lehet a két szdm Osszegének a maximuma?
Megolddsvdzlat: A feltételekbdl az
24+t =722+y3=10
egyenletrendszer adédik. Az elsé egyenletet atalakitva, az
(z+y)* =20y =7
egyenletet kapjuk, tovabba,
2® +y’ = (2 +y)(@® +y° —ay) = (2 +y)(7 - 2y) = 10.

Uj valtozdkat vezetiink be, legyen a = x+y és b = xy. Ezekkel a?—2b = 7 és a(7—b) = 10,
vagyis b =7 — %. Ezt behelyettesitve, kapjuk, hogy

1
a2—2<7—0> =1,
a
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amibdl

és
a® —21a + 20 = 0.

Konnyt latni, hogy az a = 1 gyoke az egyenletnek, ezért
a® —21a+20 = (a—1)(a* +a—20) = (a —1)(a+5)(a —4) = 0.

fgy az a = x + y legnagyobb értéke 4.
Megoldds MAPLE-lel: factor(a® — 21a + 20);

(a—1)(a+5)(a—4)

58. Feladat. (AIME, 1983) Mennyi a minimuma a

922sin?x + 4

rsinx
kifejezésnek, ahol 0 < x < 7.
Megolddsvazlat: Vilagos, hogy
927 sin® x + 4
e R O
rsinx rsinx

A 0 < x < 7 intervallumban a sin fé6ggvény pozitiv, igy alkalmazhatjuk a szadmtani-mér-

tani kozép kozotti egyenlétlenséget, amibol

9rsinz + —=
5 TSMT > 4 9z sinx -

=6

rsinx

adddik. fgy a keresett minimum 12, feltéve, hogy a

4

rsinz

9z sinz =

egyenlet megoldhatd, ami a folytonossag segitségével igazolhatd.

Megoldds MAPLE-lel: Lasd a 1.36 abrat!
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30+

254

20

wo—

.2,5. ——

——
Ju—
W
o

0’5....

1.36. dbra. A fzsin’z+d fliggvény grafikonja

rsinx

59. Feladat. (AIME, 1984) Mennyi a pontos értéke a kovetkezo kifejezésnek?

10 ctg (arcctg3 + arcctg 7 + arcctg 13 + arc ctg 21)

Megolddsvdzlat: Ismert, hogy

tgx +tgy

Jelolje a = arcctg3,b = arcctg 7,c = arcctg 13 és d = arcctg 21. Ekkor

t —1 t b—l t = 1 tgd = !
ga’_37 g _77 gc_lga g _217
és felhasznalva az addiciés formulat
1,1
s+ = 1
t b)=2—T =—
g(a+0) -1y
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€S 1 n 1 .
tg(c+d) = 13 2l — L
3
végiil

2
tg(a+b+c+d):§.

A keresett érték 10 - % = 15.

Megoldds MAPLE-lel: expand(10ctg(arcctg 3 + arcctg 7 + arcctg 13 4 arcctg 21));

15
60. Feladat. (AIME, 1986) Mennyi a
12
4
Vo= vz

egyenlet gyokeinek az Osszege?

Megolddsvdzlat: Uj valtozét bevezetve, legyen y = x. Ekkor
v —Ty+12=0,
igy y1 = 3,y2 = 4. Ezekbodl kapjuk, hogy 1 = 81, x5 = 256, és a gyokok Osszege: 337.

Megoldds MAPLE-lel: solve(s/z — 7}%/5 =0,7);

81,256

61. Feladat. (AIME, 1986) Mennyi 3x4 + 2x5, ha 1, z2, x3, x4 és x5 kielégiti az aldbbi
egyenletrendszert:
201 + a0+ 23+ T4 + 5 = 6,

r1 4+ 2x9 + 13+ x4 + x5 = 12,
r1 + T2 + 213 + x4 + x5 = 24,
z1 + T2 + 23 + 2x4 + x5 = 48,

1+ 22+ 23+ 24 + 225 = 96.
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Megoldasvdzlat: Osszeadva az egyenleteket, kapjuk, hogy
6(.1‘1 +To + T3+ T4 + .7,‘5) = 186,
és
1+ 22+ 23+ 24 + 25 = 31.
Ha kivonjuk ezt az egyenléséget a negyedik illetve 6t0dik egyenletekbdl, kapjuk, hogy

x4 = 17 , illetve x5 = 65, ezért 3x4 + 225 = 181.

Megoldds MAPLE-lel: solve({xl +xo+ax3+ T4+ 225 = 96,1+ 29+ T3+ 204 + 25 = 48,
1+ xo+ 223+ x4 + 5 = 24,21 + 229 + T3 + x4 + 25 = 12,
2.%1 + Zo + x3 + T4 + T5 = 6}7 [x17x27$37$47x5]);

[[.%1 = —25,1‘2 = —19,1‘3 = —7, T4 = 17, Ty = 65]]

62. Feladat. (AIME, 1988) Mennyi (log, z)? ha log,(logg ) = logg(logy ).

Megoldasvdzlat: A kovetkezo dtalakitasokban a logaritmus fliggvény jé ismert azonosségait
hasznaljuk. A kezdé

logy(logg =) = logg(logy x)

egyenletbdl adédik, hogy

log,(logg x) = ng(l;ng),
amibol

3logy(logg ) = logy(log, @),
illetve

log, (logg © )3 = logy(logy )

kovetkezik, igy

logy z = (logg z)3.

Végiil kapjuk, hogy
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amibdl, mivel logy x nem nulla, ezért
(logy )2 = 27.
Megoldds MAPLE-lel: a :=solve(logy(logg z) = logg(logy ), x); (logy a)?;

27

63. Feladat. (AIME, 1989) Mennyi /28 - 20 - 30 - 31 + 17

Megolddsvdzlat: Altaldnosan oldjuk meg a feladatot, és bebizonyitjuk, hogy minden n

pozitiv egész szam esetén

Van+1D)(n+2)(n+3)+1=n>+3n+1.

Koénnyfi 14tni, hogy n(n +3) =n? +3n és (n + 1)(n +2) = n? + 3n + 2. Ezért

Vin+Dn+2)n+3)+1=v/m2+3n+1-1)n2+3n+1+1)+1=n>+3n+1,
a keresett végeredmény 282 + 3 - 28 + 1 = 869.

Megoldds MAPLE-lel: sqrt(n(n+ 1)(n+2)(n+ 3) + 1);

(n?+3n+1)2

64. Feladat. (AIME, 1997) Legyen

44 o
Do cosn

TS snne
ne1 SN 7

Mennyi 100z egész része?
Megolddsvdzlat: Kiirva az 0sszegeket, kapjuk, hogy

SOM cosn®  cos1®+cos2° 4 ... + cos44°
r = = —
2#:1 sin n° sin1° 4+ sin2° + ... 4 sin44°

cos(45 — 1)° 4 cos(45 — 2)° + ... + cos(45 — 44)°
sin1° +sin2° 4 ... 4+ sin44°




69

Felhasznaljuk a

cos(45° — o) = —=(cos a + sin @)

1
V2
Osszefliggést, és igy

1 cos 1°+cos2°+ ... 4+ cos44° +sin1° +sin 2° 4+ ... + sin44°
V2 sin1° 4+ 8in2° + ... + sin44° ’

xr=

Ebbél adddik, hogy

és x =2+ 1~~2414.... A keresett érték 241.

?

kg
Megoldds MAPLE-lel: evalf <1OOW)

sumsin %,k:l..44

241.42135623730950486

65. Feladat. (AIME, 2000, I) Tegyiik fel, hogy z,y,z hdrom pozitiv valés szdm,

amelyekre

1 1
zyz=l,zr+—-=5y+— =29
z x

teljesiil. Ekkor z + % = ", ahol m és n relativ prim, pozitiv egész szamok. Mennyi

m+n?

Megolddsvdzlat: Tekintsiik az

() oo3) (1) o

szorzatot. A bal oldalt kifejtve, kapjuk, hogy

1 1 1 1 m
ryztr+yt+z+—+-+-+—=2+5+29+—.
xr Yy z  xyz n

A fenti két egyenletbdl adddik, hogy r = 7 = % = %. fgy m+mn=>5.

Megoldds MAPLE-lel: solve({zyz = 1,24+ 1 =5y + 1 =29}, [z,y, 2]);

[z =1/5,y =24,z = 5/24]]



70

66. Feladat. (AIME, 2000) A
1g(2000zy) — (Igz)(Igy) = 4,
lg(2yz) — (lgy)(lgz) = 1,
lg(z2) — (Ig 2)(1g @) = 0
egyenletrendszernek két megoldasa van, (z1,y1,21) és (z2,y2,22). Mennyi y; + y2?
Megolddsvdzlat: Felhasznédlva a logaritmus azonossagait, kapjuk, hogy
lgz+1gy — (Igz)(lgy) =1—-1g2,
lgy+1gz— (lgy)(lgz) =1 -lg2,

lgz+1gz — (Igz)(lgz) = 0.

Bevezetve az a, b, c 4j valtozokat a lgx,lgy,lg 2z ismeretlenek helyére és atrendezve az
egyenleteket, kapjuk, hogy
ab—a—-b+1=1g2,

bc—b—c+1=1g2,

és

ac—a—c+1=1.
Alakitsuk szorzattd a bal oldalakat, ekkor addodik a kovetkezd egyenletrendszer:
(a—1)(b—-1)=1g2,
b—1)(c—1)=1g2,
(a—1)(c—1)=1.
Osszeszorozva az egyenleteket, majd gyokot vonva

(a—1)(b—=1)(c—1)==xlg2,
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fgyb—1==lg2éslgy=b==x1g2+ 1. Ebbdl y; = 20,y2 = 5, azaz y; + y2 = 25.
Megoldis MAPLE-lel: solve({ab—a—b+1=1g2,ac—a—c+1=1bc—b—c+1=
lg2}, [a, b, c]);

In10 —In2 In2+1In10

la=0b=—75—c=0la=2b=— "7

¢ =12
67. Feladat. (AIME, 2000, II) Ha

2 3
log, 20006 * logs 20006

felirhat6 ** alakban, ahol m és n pozitiv egész szdmok, akkor mennyi m + n?
Megolddsvdzlat: Konnyl latni, hogy

2 N 3 _ log, 16 logs 125
log, 20006 * logs 20006  log, 20006  logs 20000

1g 16 1g125  1g2000 1

1920006 | 1320006 1220006 _ 6’

és a keresett Osszeg 7.

Megoldds MAPLE-lel: simplify(10g4 30006 + fox 30006);
1
6

68. Feladat. (AIME, 2000, II) A

20002% + 1002° + 1023 + 2 —2 =10

egyenletnek pontosan két valés gyoke van, amelyek koziil az egyik M alaku, ahol

m,n,r egészek, m és r relativ primek, és r > 0. Mennyi m +n + r?

Megolddsvdzlat: Megprébéljuk faktorizalni a hatodfokd polinomot:

200025 — 2 + 2(100z* + 1022 + 1) = 2(10002° — 1) + 2(1002* + 1022 + 1).
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Vegyiik észre, hogy
100028 — 1 = (1022 — 1)(1002* 4 1022 + 1),
és igy
20002 + 1002° + 102% + = — 2 = (202 + 2 — 2)(100z? + 1022 + 1).

Vilagos, hogy a negyedfoki faktor pozitiv minden x valés szamra, ezért az eredeti egyen-

letiink valds gyokei

-1+ 161
40 ’

vagyis m + n + r = 200.

Megoldds MAPLE-lel: solve(2000x% 4 100x° 4 1022 + 2 — 2 = 0, 2);

11 11 1
—— + —V161, —— — —+/161,——\/ =5 + 51
20 TaoV b g TVl TV RS V3,

1 1 1
—10\/—5 — 513, 10\/—5 — 513, Vot 51V3

69. Feladat. (AIME, 2005, I) Jelolje P az 2* —4x3 4622 — 4z = 2005 polinom nem-valés
gyokeinek a szorzatdt. Mennyi [P]?

Megolddsvdzlat: Az egyenletbdl adédik, hogy
(z — 1) = 2006.
Tehat az egyenletiink gyokei:
21 =1+ v/2006, 22 = 1 — V2006, z3 = 1 + iv/2006, 24 = 1 — iv/2006.

Ezért

[P] = [1 + v/2006] = 45.
Megoldds MAPLE-lel: a:=solve(x* — 423 + 62? — 4z — 2005, z);

a = 2006"* + 1, 120064 + 1, —2006/* + 1, —12006'/* + 1
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expand(a[2]a[4]);
v2006 + 1

70. Feladat. (AIME, 2005,11) Legyen

4
V5+1D)(V5+1)(Vo+1)(V5+1)

Mennyi (z + 1)%8?

Megolddsvdzlat: Vilagos, hogy

45 -1)
(VB+D)(Vo+ (V5 +1)(V5+1) (Vb - 1)

xr =

Az a® — b? = (a — b)(a + b) azonossdgot felhasznélva, a nevezd 4, ezért
= V51

Ebbdl kovetkezik, hogy (z + 1)*8 = 125.

Megolddas MAPLE-lel: x :=

4 .
(VB+1)(V/B+1)(V5+1)( *¥/5+1)°

x :=0.1058230170

(z+1)%;
124.9999998

71. Feladat. (AIME, 2006, I) Mennyi azon z-ek Osszege, amelyre
cos® 3z + cos® b = 8 cos® 4z cos®

teljesiil, ahol az x szoget fokokban mérjik, és 100 < x < 200.

Megolddsvdzlat: Vegyiik észre, hogy
2cosdx cosx = cosdx + cos 3x.

A fenti Osszefliggést hasznélva, és bevezetve az a = cos3x,b = cosbx valtozokat, a
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0,5

1.37. dbra. A cos 3x cos bz(cos 3z +cos 5x) fliggvény grafikonja az [1.8, 3.6] intervallumon

kovetkezo egyenlet adodik:
a® + b3 = (a+b)3 =a®+b® + 3abla + b).
Ebb6l ab(a+b) = 0, vagyis cos 3z = 0 vagy cos bz = 0 vagy cos 3x +cos bz = 0. Azonban
cos 3x + cosbx = 2cosx cosdx = 0,

igy x lehetséges értékei: x € {150, 126,162,198,112.5,157.5}, a keresett Gsszeg 906.

Megoldds MAPLE-lel: Lasd a 1.37 abrat!

72. Feladat. (AIME, 2007, I) Adott a z = 9 + bi komplex szdm, ahol b egy pozitiv
valés szam, i az imaginarius egység. Tudjuk, hogy 22 és 23 képzetes részei megegyeznek.
Mennyi b?

Megolddsvdzlat: Ha 2% és 23 képzetes részei megegyeznek, akkor 23 — 22 valés szdm. A

23— 2% = 2%z — 1) = (81 + 18bi — b*)(8 + bi) = 648 + 144bi — 8b* + 81bi — 18b* — bi =
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= 648 — 26b% + (2250 — b%)i
szém valds, vagyis 225b—b3 = 0, amibdl b = —15, 0, 15 kévetkezik, azonban b pozitivitésa

miatt b = 15.

Megoldds MAPLE-lel: expand((9 + Ib)? — (9 + Ib)?); factor(225b — b%);

—b(b — 15)(b + 15)

73. Feladat. (AIME, 2008, I) Melyik az a pozitiv egész n, amelyre

1

1 1 1 =
arctg 3 + arctg 1 + arctg 5 + arctg o =1

teljesiil?

Megolddsvdzlat: Ismert Osszefliggés, hogy

tg(arctgx + arctgy) = . .

Ennek az 6sszefiiggésnek a kétszeri alkalmazasaval:

3
23

7 1
arctgﬁ + arctgg = arctgﬂ

kovetkezik. Felhasznalva ezeket az értékeket, kapjuk, hogy

23 1
arctgﬂ + arctgg = arctgl.

Az addicids képletet hasznalva adédik, hogy
23 1

Ut n

23 )

T 24n

amibdl n = 47.
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Megoldds MAPLE-lel: a := tan(§ — arctan 3 — arctan  — arctan 1);

—23 + 24 tan %
24 + 23 tan %

74. Feladat. (AIME, 2010, I) Jelolje (a,b,c) az
23— ayz =2,y° —xyz = 6,25 — xyz = 20

, I 3 3 3 , Lo 212
egyenletrendszer valés megolddsat. Az a” + b° + ¢” lehetséges legnagyobb értékét =

alakban tudjuk felirni, ahol m és n relativ prim pozitiv egészek. Mennyi m + n?

Megolddsvazlat: Legyen (a,b,c) egy lehetséges megoldasa az egyenletrendszernek. Az

egyenleteket O0sszeadva adddik, hogy
a® + b3 4+ ¢ = 28 + 3abe.

Jelolje t az abc szorzatot, ekkor

a=Vt+2,b=+t+6,c=vt+20,

amibdl
t=Vt+2Vt+6vt+20,
azaz,
t3 = (t+ 2)(t + 6)(t + 20),
és végiil
28t% + 172t + 240 = 0
kovetkezik. A mdsodfoki egyenlet megoldasai: — ,—%. Ebbdl a keresett legnagyobb

érték: 28 —3- 2 = 12, és m 4 n = 158.

Megoldds MAPLE-lel: solve(t® — (t + 2)(t + 6)(t + 20) = 0, 1);

[[—4, -15/7]]
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75. Feladat. (AIME, 2011, I) Tegyiik fel, hogy = € [0, 7/2] és

| W

10g24 sin x (24 COs .le) =

Mennyi 24ctg?z?

Megolddsvdzlat: A kezdofeltételbdl kapjuk, hogy
. \3
(24sinx)2 = 24 cos z.
Mivel cos? z = 1 — sin? z, igy adddik, hogy
24sin® z + sin’z — 1 = 0.
A sin z-ben harmadfoku polinom kénnyen szorzattd alakithato:
24sin® 2 +sin®z — 1 = (3sinx — 1)(8sin® x + 3sinz + 1),

tovabbé az x-re vonatkozo feltétel miatt a négyzetes faktor pozitiv, igy
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50

40

30

20

1.40. dbra. Az (22 —x —1)? — 23 — 5 fiiggvény grafikonja

Koénnyt latni, hogy a szorzat els6 tényezdje (z — %)2 + % > 0 pozitiv minden valds z-re, a
masodik tényezd zérushelyei 14 +/5. Ezek a megoldidsok adjék az eredeti egyenlet Osszes

megoldasat.

Megoldds MAPLE-lel: factor((2? —z +1)* —2® — 5);
(22 —x + 1) (2 — 22 — 4)
A feladat ezek utan konnyen befejezhetd. Lasd a 1.40 dbrat!
78. Feladat. (K6MaL B.4467.) Oldjuk meg az
V=2 -3z +1+ |z —1|

egyenletet!

Megoldasvdzlat: A megolddsokat az x > 0 feltétel mellett keressiik. Az abszolit érték

miatt két esetet kiilonboztetiink meg. Ha x > 1, akkor egyenletiink a kovetkez6 alaku:

\/E:x2—2x,
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amibdl, négyzetre emelés és dtrendezés utan
at — 4 42 — =0
adédik. A negyedfoku polinomot kénnyt szorzatta alakitani:
xt — 42’ +42? —x =x(x — 1) (2% - 3z + 1),

azonban x > 1, igy a széba joheté gyokok az x? — 3z 4+ 1 = 0 egyenlet gyokei, azaz

3++5

r12 = .
2

Ezen gyokok koziil csak a 3‘*'2—\/5 felel meg az = > 1 feltételnek, és valoban ki is elégiti az
egyenletet.
A masodik esetben x < 1. Ekkor egyenletiink

V=12 —4x+2

alakld. Négyzetre emelés, majd atrendezés utan a kévetkezd negyedfoki egyenletet kap-
juk:
ot — 82% 4+ 202 — 172 +4 = 0.

Konnyt 1atni, hogy az 1 és a 4 gydke a bal oldalon 4ll6 polinomnak, ezért
ot — 823 + 2022 —1Tx +4=(x —1)(z —4)(2* =3z +1) =0,

Az x = 1 nem gyoke az eredeti egyenletnek, és hasonléan a 4 sem. A mésodfoki

egyenletnek csak az egyik gyoke, x = 3_2‘/5, tesz eleget az x < 1 feltételnek és elégiti ki

az eredeti egyenletet.

Megoldds MAPLE-lel: Lasd a 1.41 4brat! Hasznaljuk a kdvetkezd parancsot: solve(x?—
3r+ 1+ |z —1| —/x=0)! Az eredmény

3 1 -1 )
5t 5V5 -1+ V)
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_2_

1.41. dbra. Az 22 — 3z + 1+ |z — 1| — \/x fiiggvény grafikonja



2. fejezet

Egyenlotlenségek

1. Feladat. (K6MaL Gy.3166.) Melyik szam a nagyobb: 199799 vagy 199919977

Megolddsvazlat: Ismeretes, hogy (1 + %)n < 3, minden pozitiv n egész szdmra. Ebbol

kovetkezik, hogy (1 + %)n < 9 is teljestil minden n természetes szamra. Ezért

1999 1997 ) 1997
(1997) - <1+ 1997> <9

teljesiil, a masik oldalon 19972 4ll, vagyis az els6 szam a nagyobb.

Megoldds MAPLE-lel: 19971999 — 19991997,
285595179412938389 . . . 096572256081334,

tehdt az 1997199 sz4m a nagyobb.

2. Feladat. (KoMaL Gy.3145.) Oldjuk meg az

1 1 1 1 1 1 1 7
gttt gt gt <

x 13 = 27

Ty
egyenl6tlenséget!

Megolddsvdzlat: Legyen y = % Ekkor egyenlotlenségiink
gy — 6+’ Py <0

83
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alaki. Az y =0 és az y = 1 lathatéan gyoke a bal oldalon all6 polinomnak. Ezért

y13+y11+y9—6y7+y5+y3+y=

4 3

=y(y — D" + "0 +2y° +2° +3y" +3y° — 3y° — 3y —2y° — 2y —y — 1),

és tovabb kisérletezve az y = —1 illetve y = 1 gyokokkel, a 11-ed fokd polinomot

faktorizalhatjuk a kovetkez6 mddon:
gt yt0 4200 £ 208 4307 £ 305 — 305 — 3yt — 23 — 2ty — 1=
= (y =Dy +1)*(y° +3y° + 6y" + 3y° + 1).
Osszefoglalva, egyenlStlenségiink a kovetkezé alaki
vyt Y =6y = wly — D2y + 120 3y 6yt + 3y 1) <0

Mivel a 8-ad foku faktor mindig pozitiv, a megolddsok halmaza kénnyen leolvashato:

y=1l,y=—-1lvagyy<0,azaz x =1,z = —1 vagy = < 0.
Megoldds MAPLE-Iel: factor(y13 +ylt 4+ % —6yT + 0+ P+ y);

y(y® +3y° +6y" +3y° + 1 (y — 1)*(y + 1)°

Megjegyzés: Lasd a 2.1 adbrat!

3. Feladat. (KéMalL C.498.) Oldjuk meg a kivetkezd egyenlétlenséget: 2341 > 22+ .

Megolddsvizlat: Az egyenlétlenséget dtrendezve, meg kell mutatnunk, hogy x® — 22 —

x + 1> 0. Kénnyt szorzatta alakitani a bal oldalon all6 polinomot:
2t tl=2* 1) (-1 =(@-1D*-1)=(z—-1)>*@x+1).

A feladat megoldasa {x € R,x > —1,z # 1}.
Megoldas MAPLE-lel: Lasd a 2.2 abrat!

4. Feladat. (KéMaL C.848.) Hatdrozzuk meg a

Vr—2++V3—x
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2.1. ébra. Az 2 + 2! 4+ 22 — 627 + 2° + 2 + z fiiggvény grafikonja

2.2. dbra. Az x® — 22 — x + 1 fiiggvény grafikonja
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2.3. dbra. A vz — 2+ /3 — x fiiggvény grafikonja

kifejezés legkisebb és legnagyobb értékét!

Megolddsvdzlat: A fiiggvény csak pozitiv értékeket vesz fel, ezért a pontosan ott veszi fel

a szélsoértékeit, ahol a négyzete. Ezért elegendd a

Vr—24+vV3—2)?=1+2Vz—-2V/3 -2

fliggvényt vizsgdlni. Ennek a fliggvénynek nyilvanvaléan minimuma van a x = 2 és
x = 3 pontokban. A maximum megéllapitdsahoz tekintsiik a szamtani-mértani kdzép

kozotti egyenlétlenséget:

r—24+3—=z 1
— B <227 -
G-2B-w) < 1 >

és pontosan akkor van egyenl6tlenség, ha x — 2 = 3 — x, azaz x = 2.5.
Megoldds MAPLE-lel: Lasd a 2.3 abrat!

5. Feladat. (KéMal B.3948.) A valos a, b szémokra teljesiil, hogy a? +4b> = 4. Milyen
nagy lehet 3a°b — 40a3b3 + 48ab®?
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Megolddsvdzlat: Ha a ¢ = a/2 helyettesitést alkalmazzuk, akkor a feltétel
A+ =1
alakba frhaté at, a feladatban szereplé kifejezés pedig
96¢°b — 3200 + 96¢b® = 32¢b(3¢ — 10¢%b? + 3b) =

= 32¢b(3(c* + b*)% — 16¢°b?) = 32¢b(3 — 16¢%b?).

Bevezetve az x = 4bc valtozdt, a
8x(3 — 2?)

kifejezés maximumét kell vizsgélni, ahol |z| < 2, mivel +bc < b? + 2. Legyen
f(x) = 24z — 8.

A polinomnak maximuma lehet a hatarokon (x = %2 helyeken) vagy ott ahol az els6
derivalt értéke 0, azaz
24 — 242? =0

egyenlet megolddsaindl, amelyek x = +1. A mésodik derivalt —48x, ezért a fiiggvénynek

(lokélis) maximuma van az x = 1 helyen és (lokélis) minimuma van az x = —1 helyen.

Megoldds MAPLE-lel: Lasd a 2.4 abrat!

6. Feladat. (KoMaL B.3944.) Abrazoljuk a derékszogii koordinata-rendszerben azokat

az (x,y) valés szdmpdarokat, amelyekre
z 1 y 1
S+ -+y2 4=+
y r oy

Megolddsvdzlat: Az osztas miatt x # 0 és y # 0. Atrendezve az egyenletet, kapjuk, hogy

Ezt a kifejezést szorzatta alakitva

(y—z)(z—1)(y—1)
Ty

>0
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2.4. dbra. A 8z(3 — x?) fiiggvény grafikonja

adodik.

Megoldds MAPLE-lel: factor(y/x+1/y+x —x/y—1/z —y);

(y=D(=1+2)(z —y)/(zy)

7. Feladat. (KéMaL C.542.) Milyen pozitiv egész n-ekre teljesiil az
(n—2)2+22+...+2") <n-2"

egyenl6tlenség?

Megolddsvdzlat: A mértani sor Gsszegképletébol
24224 . . 42 =2ontl_9o

igy az
(n—2)(2"" —2) <n.2"



89

-201

2.5. dbra. Az 2712 + 22 — 2 - 2% — 4 fiiggvény grafikonja

egyenl6tlenséget kell megoldani. A bal oldalt kifejtve
n-2"tl —ont2 _op 44 <. 2m,

és
n-2" +4 < 2"2 4 o

adédik. Felhasznéljuk a jol ismert és teljes indukciéval kénnyen bizonyithaté 2n <

2" n=1,2,3,... egyenl6tlenséget. Ezzel egyenlétlenségiink
n-2M44<2mt2 4 on —5.9"

alakld, amibdl n = 1,2,3,4 értékek lehetségesek, amelyek eleget is tesznek az eredeti

egyenlttlenségnek.

Megoldds MAPLE-lel: Lasd a 2.5 abrat!

8. Feladat. (AIME, 2000, IT) A z komplex szdmra teljesiil, hogy

1
z+ — =2cos3°.
z
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2000 +

Hatarozzuk meg azt a legkisebb egész szamot, amelyik nagyobb, mint z 22%00.

Megolddsvdzlat: A méasodfokid egyenlet megoldésai:
Z12 =cos3° £ -sin3°.
A szimmetria miatt elegendd a
z=co0s3° 4+ -sin3°
szammal foglalkozni. Ekkor a Moivre-képletet hasznalva kapjuk, hogy

22000 = 2 cos 6000°.

52000

Mivel cos 6000° = —%, ezért a keresett legkisebb egész a 0.

Megoldds MAPLE-lel: solve(z 4+ 1 —2cos & = 0, 2);

cos% + (cos%)2 — l,cos% — (cos %)2 —1

9. Feladat. (KoMaL C.873.) Milyen val6s z-ek esetén lesz a
V2sinz —sinx

kifejezés értéke a legnagyobb?

Megolddsvdzlat: Vezessiik be az

y=Vv2sinx
4j valtozét, amellyel az eredeti fiiggvénytink

14
Z/—§y

alaki lesz. Ez a masodfoku fiiggvény az y = 1 pontban veszi fel a maximalis értékét,
ezért

. 1
sinx = —.
2



91

0,5

0,4 1

0,3

0,2

0,1

|
N

|
[\S]
o
~

X

2.6. dbra. A +/2sinx — sinx fiiggvény grafikonja

Ezért figgvénytink értéke a

)
% + 2km, % + 2w
helyeken lesz a legnagyobb (k,l € Z), ez az érték %

Megoldds MAPLE-lel: Lasd a 2.6 abrat!
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3. fejezet

Szamelmeéleti problémak

1. Feladat. (KoMaL C.1115.) Mutassuk meg, hogy minden n természetes szdm esetén

n?(n®? —1)(n?> —n —2)

oszthato 48-cal.

Megolddsvdzlat: Elegend6 megmutatni, hogy a kifejezés oszthaté 3-mal és 16-tal. Vegytik
észre, hogy n? —1=(n—1)(n+1)ésn? —n—2=(n—2)(n+1), ezért

n*(n?* —1)(n®> —n—2) = (n—2)(n — L)n®*(n + 1)

A szorzatban 4 egymds utani egész szam szorzata szerepel, igy az oszthatd 4! = 24-gyel,

tovabba n és n + 1 koziil valamelyik paros, igy szorzatunk oszthaté 48-cal.

Megoldds MAPLE-lel: factor (n?(n* —1)(n* —n — 2));

(n—2)(n —1)n?(n+1)*

2. Feladat. (Ko6MaL C.3422.) Igazoljuk, hogy 72001 — 33335 oszthaté 100-zal.

Megolddsvdzlat: Konnyen ellenérizhet6, hogy a 2001 és 3335 legnagyobb ko6z0s osztoja
667. Ezért

72001 o 33335 — (73)667 o (35)667

oszthaté az alapok kiilonbségével, 73 — 3% = 100-zal.

93
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Megoldds MAPLE-lel: 72001 — 33335,
1099456543933 . . . 37230297195618300.

Megjegyzés: Lathato, hogy a feladat atfogalmazhaté az alabbi médon. Igazoljuk, hogy
a 72001 _ 33335 kifejezés 5-rendje kettd!

3. Feladat. (KoMaL Gy.3142.) Melyik az a legkisebb 28-cal oszthaté pozitiv egész
szam, amelynek 10-es szamrendszerbeli alakja 28-ra végzddik és szamjegyeinek Osszege
287

Megoldasvdzlat: A szamot 100k + 28 alakban keressiik, mert az utolsé két szamjegye 28.
A szam oszthaté 28-cal, igy 7-tel is, vagyis 100k-nak és k-nak is oszthaténak kell lenni
7-tel. 100k szamjegyeinek az Osszege 18, ezért a 100k oszthatd 9-cel, és k is oszthato
9-cel. Kaptuk, hogy k oszthat6 7-tel és 9-cel, vagyis 63-mal. Nézziik az elsé néhany ilyen
szamot:

6328, 12628, 18928, . ...

Az elsO, vagyis a legkisebb ilyen szam a 18928.

Megoldds MAPLE-lel: for a from 1 to 9 do; for b from 0 to 9 do; for ¢ from
0 to 9 do;
k= al0* + b10% + c10% + 28;
if ‘and‘(‘mod‘(k, 28) = 0, a+b+c = 18) then print(k); end if; end do; end
do; end do;

18928

37828

56728

69328

75628

81928

88228
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94528

4. Feladat. (KéMaL B.3353.) Mennyi

[2\/1~2~3+2‘3~4+...+1998-1999-2000]

értéke (az egész rész jele [ )7

Megolddsvdzlat: Foglalkozzunk a gyokjel alatt 4116 szammal.

1999 1999 1999
1-2-3+2-3-44...4+1998-1999-2000 = » (i — Di(i +1) =Y i* = .
1=2 1=2 1=2
Felhasznalva a .
S = k2(k+1)2
4 9
i=1
illetve
Zk:i Ck(k+1)
'
=1

formuldkat, amelyek konnyen bizonyithatéak teljes indukcioval, adédik, hogy

19992 - 20002 1999 - 2000
4 2 ’

1-2-3+2-3-44...4+1998-1999 - 2000 =
és
4(1-2-3+2-3-4—|—...+1998-1999-2000):19992-20002—2-1999-2000.

A keresett érték: 1999 - 2000 — 1 = 3997999.

Megoldds MAPLE-lel: £loor(2 sqrt(sum (i-(i+1)- (i +2),7 = 1..1998)))

= 3997999

Megjegyzés: Jakob Bernoullit6l (1654-1705) szarmazé klasszikus eredmény, hogy

1
Froh e 4@ = ) (Bi+1(z) — Br+1(0)),
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ahol By11(X) a (k + 1). Bernoulli polinomot jelenti, amelynek foka k + 1.

5. Feladat. (KoMalL C.490.) Bizonyitsuk be, hogy két paratlan négyzetszam kiilonbsége
oszthatd 8-cal.

Megolddsvdzlat: (2k+1)% — (20 +1)2 = 4(k2 - 12) + 4(k — 1) = 4(k — 1)(k + 1+ 1). Mivel
k—1 és k+1 paritdsa ugyanolyan, k —1[ és k+ 1+ 1 koziil valamelyik paros, azaz a szorzat

oszthato 8-cal.

Megoldds MAPLE-lel: factor((2k + 1)% — (20 + 1)?);

Ak + 14 1)k — 1)

6. Feladat. (KéMaL C.497.) Van-e olyan pozitiv n egész szam, amelyre 1-2-3---(n —
1) - n, azaz n! pontosan 100 nulldra végzédik?
Megoldadsvdzlat: Legendre formulaja szerint
n n n
as(nt) = [2] + 2] + |5 | + - -
ords(n!) 3 + 5% + 195 +

Meg kell oldani az

n n n

Sl 4 =] +...=1

5]+ [3s] + [+ =200
egyenletet a pozitiv egész szamok korében. n = 400 esetén a fenti Gsszeg 99, n =

405, 406,407, 408, 409 esetén 100.
Megoldds MAPLE-lel: ifactor(400!);

23973196 599

ifactor(401!);
23973196 599

ifactor(405!);
940032015100 401

7. Feladat. (KoMaL C.928.) Felirjuk az egész szamokat 1-t6l egy 50-nel oszthaté n
szamig, majd elhagyjuk koziilikk az 50-nel oszthatdkat. Mutassuk meg, hogy a megma-

radt szdmok Osszege négyzetszam.
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Megolddsvazlat: Legyen n = 50k. Ekkor
14+243+...4+(50k — 1) 4+ 50k — (50 + 100 + 150 + ... + 50k).

gy a megmaradt szamok Gsszege

50k(50k + 1) _50. kE(k+1)
2 2 ’
ami )
.49 .
w —925.49. k2.

Megoldds MAPLE-lel: factor(2 0%t _ o5k () 4 1));
1225k>

8. Feladat. (KoMalL K.58.) Hény olyan osztéja van a 857304000-nek, amely négyzetszam?

Megoldasvdzlat: A 857304000 szam primtényezds felbontdsa
857304000 = 2° . 37 . 5% . 72,
A szam egy altalanos d osztéjanak az alakja
d=2"-37.57.7
ahol
0<a<6,0<8<7,0<y<3,0<6<2.

Az oszté pontosan akkor lesz négyzetszam, ha minden kitevd péros. fgy a a-ra 4 le-
hetOség, [-ra 4 lehetbség, v-ra 2 és végiil d-ra is 2 lehetdség adddott. Ezért 64 esetben

kapunk négyzetszam osztot.
Megoldds MAPLE-lel: with(numtheory); A:=divisors(857304000); k := 0; for i
from 1 to nops(A) do; if type(sqrt(A[i]), integer) = true then k := k + 1;

end if; end do; print(k);
64

9. Feladat. (KéMalL B.3942.) Melyek azok a kétjegyti paros ab szamok, amelyek &todik
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hatvinya ab-re végz6dik?

Megolddsvazlat: Atfogalmazva a problémat, olyan kétjegy(i, paros x szamokat keresiink,

amelyekre 100|z° — z. A binomidlis tételbol
(ab)® = (10a + b)® =

(10a)° + 5(10a)*d + 10(10a)3b* 4 10(10a)?b> + 5(10a)b + b°.

Itt az els6 négy tag lathatéan oszthatd 100-zal, és az 6todik is, mert b paros szam. Tehét
(ab)® utolsé két szamjegye megegyezik b® utolsé két szamjegyével. A b = 0 esetet kénnyt
kizérni, b értéke 2, 4,6 vagy 8 lehet, amikor is b utolsé két szdmjegye rendre 32,24, 76,

illetve 68, ezek lesznek tehdt a megfelel6 kétjegyl szamok.

Megoldds MAPLE-lel: for i from 10 by 2 to 98 do: if mod(i® — i,100) = 0 then
print(i); end if; end do;
{24,32,68,76}

10. Feladat. (KoMalL B.4196.) Legyen n pozitiv egész. Hatdrozzuk meg a

Z”: k(k+1)

n
k=1

szam tizedesvesszO utani elsé szamjegyét.

Megolddsvdzlat: Teljes indukcidval kénnyti bizonyitani, hogy

1)(2 1
21924 2ol :

és
1+24+...4+n=

A keresett Osszeg
z”: k(k+1) (n+1)(n+2)

n 3

k=1
Lathato, hogy ha n nem oszthaté 3-mal, akkor az Osszeg egész szam, ha n harommal

oszthatd, akkor a tizedesvesszé utani elsé szamjegy 6.
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Megoldds MAPLE-lel: factor(sum(k(k+ 1), k=1..n));

én(n +1)(n+2)

11. Feladat. (KéMalL B.4378.) Legyen p pozitiv primszdm. Oldjuk meg az egész

szamok halmazén az
Bt — 2P et — by =p+2
egyenletet.
Megolddsvdzlat: A megoldas Gtlete az egyszeri
Byt a2 r by —2=p

atalakitason és a bal oldal szorzatta alakitdsan mulik, hiszen egy primszdmnak ”kevés”

osztdja van. Konnyt ellendrizni, hogy
x3y3 +x3y2 — x2y3 + .7523/2 —r+y—2=(zy— 1)(av2y2 + x2y — ny +2ry+x—y+2),

ezért xy — 1 = +1 vagy xy — 1 = £p, és a masik faktor ennek megfeleléen +p vagy +1.
xy — 1 =1: ekkor xy = 2 és

2+t — o+ 2ey+ e —y+2=442x—y)+4+z—y+2=3(x—y)+10.

Ha xz =1,y =2, akkor 3(z —y) +10 =7, ha x = 2,y = 1, akkor 3(x — y) + 10 = 13, ha
x=—1,y=-2, akkor 3(x —y) + 10 =13, ha x = =2,y = —1, akkor 3(x —y) + 10 = 7,
igy az

(z,y) = (1,2),(2,1),(=1,-2),(=2,-1)
szamparok megolddsai a feladatnak.
xy —1 = —1: ekkor xy = 0, vagyis x = 0 vagy y = 0. Az els6 esetben —y +2 = —p, azaz
y = p+ 2, a méasodik esetben x + 2 = —p, azaz * = —p — 2. A megoldasok az

(.’B,y) - (07p+ 2)7 <_p_ 270)
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szamparok.
xy — 1 = p, ekkor az
:E2y2+m2y—:vy2—|—2my+x—y+2

faktor 1. Azonban
2y + 2ty —awy + 2yt —y+ 2= (ey+ ey + 1+ —y) +1,
amibdl
(zy+(zy+1+a—y)=0

adédik. Mivel zy = p+ 1, ezért p + 2 + x — y = 0, amit visszahelyettesitve az el6z6
egyenletbe
z(p+2+z)=p+1
adddik, ami lehetetlen.
xy — 1 = —p, ekkor
(zy +)(zy +1+z—y)+1=—1,
amibél

2-p(l-pt+tz—y)=-2

kovetkezik, amibél p = 3 és igy (z,y) = (1, —2), vagy (2,—1).
Megoldds MAPLE-lel: factor (z3y> + 23y — 22> + 2%y> — o +y — 2);

(yz — 1)@y +y2® —y’z + 2yz + 2 — y + 2)

12. Feladat. (K6MaL K.311.) A 772009 772010 4 77200 4 772012 14thatéan oszthaté

7-tel és 11-gyel. Adjuk meg az Gsszes olyan primszamot, amivel oszthatd ez a szam.

Megolddsvdzlat: 772000 4 772010 4 772010 4 772012 — 7720091 4 77 4 772 4+ 77%) =
462540 - 772099 Kénnyen lathaté, hogy 462540 oszthaté 3-mal, 4-gyel és 5-tel. Rovid
probalkozéas utan kapjuk a 13-at és igy az 593-at. Tehat a szdm primtényezdinek hak-
maza: {2,3,5,13,593}.
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Megoldas MAPLE-lel: ifactor (772009 + 772010 4 77201 4 772012);

22.3.5.72009 112009 . 13. 593

13. Feladat. (KéMaL K.18.) Hatédrozzuk meg azokat az a, b, ¢ és d kiillonb6z6 szédmjegyeket
gy, hogy abed : decba = 4, ahol abed és dcba négyjegyli szamokat jelolnek.

Megolddsvdzlat: A feltételbdl kapjuk, hogy 4 - deba = abed. Atirva ezt szamjegyekre
1000a + 1006 + 10¢ 4+ d = 4000d + 400c + 40b + 4a

és

332a 4 20b = 1333d + 130c
adodik. Lathato, hogy d = 1 vagy d = 2 és mivel d paros, ezért d = 2. A 2a—3d = 2a—06
oszthaté 10-zel, a — 3 oszthato6 5-tel, igy @ = 3 vagy 8, azonban a legaldbb 4, ezért a = 8.
Ezeket az értékeket beirva, kapjuk, hogy

2656 4 20b = 2666 + 130c,

azaz
2b =1+ 13c.

Ez ut6bbi egyenletnek a (b, c) = (7,1) szamjegy-paros tesz eleget.

Megoldds MAPLE-lel: for a from 1 to 9 do; for b from 0 to 9 do; for ¢ from
0 to 9 do; for d from 1 to 9 do; if 1000a + 100b + 10c + d = 4(1000d + 100c +
10b+a) then print(1000a+100b+10c+d); end if; end do; end do; end do; end
do;

8712

14. Feladat. (KéMaL C.781.) Hatarozzuk meg azokat a pozitiv p > ¢ > r primszamokat,
amelyekre p? — (q +r)? = 136.

Megolddsvdzlat: A bal oldal kénnyen szorzattd alakithato:

(p+q+r)p—q—r)=136=2%-17.
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Tegyiik fel, hogy r > 2. Ekkor a p + g + r faktor paratlan, vagyis p + ¢ +r = 17 és
p —q—r =8, ami nyilvan lehetetlen. Kaptuk, hogy » = 2. Ekkor

Pra+2=34p—q-2=4,
vagy
p+q+2=68p—qg—2=28.
Az els6 esetben p = 19, ¢ = 13, a masodik esetben p = 38, ¢ = 28.

Megoldas MAPLE-lel: with(numtheory) ;
divisors(136);

{1,2,4,8,17,34,68,136}

15. Feladat. (KoMaL C.854.) Igazoljuk, hogy minden pozitiv egész n esetén fenndll a

kovetkezd egyenlGség:

B+33+53+ ... +(2n—1)>3

=2n% — 1.
1+34+5+...+(2n—1)

Megolddsvdzlat: Teljes indukcidval kénnyen bizonyithatd, hogy

1%+ 923 ¢+ +n3:M
1 ,
és )
1+2+...+n=”(”2+>.

teljesiil minden n pozitiv egészre. FEzeket a formuldkat felhaszndlva, kapjuk, hogy

3 _ (2n)%(2n + 1)? B 8n2(n +1)2

PB+32 455+, . +@2n-1
+3 45+ .+ (2n—1) 1 R

és

on(2n + 1 1
14+3+5+...+(2n—1) = "(Z+ )—2"("; ),

tovabba
n?(2n+1)% = 2n*(n+1)?  n?(2n? — 1)

n(2n+1) —nn+1) n?2
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I

Megoldds MAPLE-lel: factor (sum((2k—1)3,k:1..n)>

sSum(2k—1,k=1..n)

om? —1

16. Feladat. (KéMaL B.3671.) Oldjuk meg az (22 + y)(x + 3?) = (z — y)?® egyenletet

az egész szamok korében!

Megolddsvdzlat: Ha y = 0, akkor minden = egész szdm megolddsa az egyenletnek. A
tovabbiakban feltessziik, hogy y # 0. Az egyenletet atrendezve és leosztva y-nal, kapjuk
a

20% + (2% — 3z)y + (322 + ) = 0

y-ban masodfoku egyenletet. Mivel y egész, a masodfoku egyenlet diszkrimindnsanak

egész szamnak kell lenni, vagyis a
(2% —32)> —4-2-(32° + 2) = x(z — 8)(z + 1)*

kifejezésnek teljes négyzetnek kell lennie. Ez a kifejezés pontosan akkor lesz teljes

négyzet, ha z(r — 8) teljes négyzet, vagyis meg kell oldani az
z(z — 8) = k?
egyenletet x, k ismeretlen egészekben. Az egyenletetbdl
(x—4° -k =@+k—4)(z—k—4) =16
kovetkezik, amibdl a lehetséges x, k értékek

(x,k) = (-1,3),(0,0),(8,0),(9,3).

Megoldds MAPLE-lel: factor (x4 y)(y? + ) — (z —y)3);

y(yz? + 2% 4+ = + 32% — 3yx)

solve (yx? 4 2y% + x + 322 — 3yzr = 0,y ;
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1 3 1 1 3 1
——x?+ Sz + Z\/$4 — 623 — 1522 — 8z, —~2° +

e 4 _ 3 _ 152 —
1 1 1 4:U 4\/30 6x 5x 8x

factor (z* — 623 — 1522 — 8x) ;

z(z — 8)(x + 1)

17. Feladat. (KoMaL C.990.) Hatarozzuk meg azokat az egész szamokat, amelyekre a
622 — 167z — 4823

kifejezés értéke a) primszam; b) a lehet6 legkisebb egész szédm.

Megolddsvdzlat: A masodfokd polinomot konnyti szorzattd alakitani:
622 — 167z — 4823 = (22 — 91)(3z + 53).

Ezért (2o —91)(3x + 53) csak akkor lehet prim, ha a szorzat egyik tényezdje 1 vagy —1.
fgy négy lehetoségilink van.

I) 2¢ — 91 =1,z = 46,p = 191,

I) 2x — 91 = —1,2 = 45,p = —188,

II) 3z + 53 =10 = -2,
IV) 32z +53 = —1,2 = —18,p = 127. Vildgos, hogy a kifejezés értéke x = —18 és x = 46
esetében lesz primszam.

A feladat b) részére a vélaszt a teljes négyzetté kiegészités adja meg:

167 4823 167\% 143641
2 2
— 167z — 4823 = ——r—— )= -—) - :

167
12

egész szamot a minimumhelyet kozrefogd egész szamokndl, vagyis az x = 13 vagy x = 14

Lathatd, hogy a fiiggvény a minimumat az x = helyen veszi fel, ezért a legkisebb

helyeken veheti fel. @ = 13-ra a kifejezés —5980, z = 14-re —5985, igy a kifejezés értéke

x = 14 esetében lesz a legkisebb egész szdm.

Megoldds MAPLE-lel: a) factor(62? — 167z — 4823);
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-5000-
-5200-
-5400-
-5600-

-5800

3.1. dbra. A 6z2 — 167z — 4823 fiiggvény grafikonja

(32 + 53)(2z — 91)

b) Lasd a 3.1 &brat!

18. Feladat. (KoMaL C.994.) Legyen z < y < z. Oldjuk meg a természetes szdmok

halmazan a kovetkezo egyenletet:

3% 4+ 3Y + 3% = 179415.

Megolddsvdzlat: Mivel a bal oldalon 4ll6 6sszeadanddk 3-rendje kiillonb6zo, igy az Osszeg
rendje az Gsszeadanddk 3-rendjének a legkisebbike lesz, vagyis x. A 179415 3-rendje 4,
ezért © = 4. Ezt felhasznalva

3Y 4+ 3% = 179334.

A fentihez hasonlé okoskodéssal y = 7 adddik, amibél

3% = 177147 = 31,
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vagyis z = 11.

Megoldds MAPLE-Iel:
for z from 3 to 20 do: for y from 2 to 2 —1 do: for x to y—1 do:
if 3% +3Y+ 3% = 179415 then print(z,y,z); end if; end do; end do; end do;

{4,7,11}

19. Feladat. (KéMaL C.985.) Egy kétjegyli szamot megszoroztunk 4-gyel, majd a
kapott eredmény mogé irtuk az eredeti kétjegyt szamot. fgy olyan szamhoz jutottunk,

amelynek pontosan 6 osztdja van. Mi lehetett az eredeti kétjegyii szam?

Megolddsvdzlat: Jelolje x a keresett szamot. A fenti eljarast elvégezve a
4-100 -z +z =401z

szamhoz jutunk, aminek a feltétel miatt pontosan 6 osztéja van. Két esetet kell megkiilonboztetni,

a szamnak vagy egy darab primosztéja van, azaz
401z = p°,
vagy két kiilonboz6 prim osztja, ekkor
401z = pips

alakid. Vegyiik észre, hogy a 401 prim, ezért az els6 eset nem lehetséges. A masodikban
p2 = 401, x egy olyan kétjegyli szam, ami egy primszam négyzete. Két lehetoség van

x = 25 vagy x = 49.

Megoldds MAPLE-Iel:
B:={}; for z from 10 to 99 do; A:= divisors(40lx);
if nops(A) = 6 then B := B union {z} end if; end do; print(B);

B = {25,49}

20. Feladat. (KéMaL C.982.) Bizonyitsuk be, hogy 529°% 4 4 §sszetett szam.
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Megolddsvdzlat: Vilagos, hogy
52008 | 4 — (51004y2 4 o2 _ (51004 4 9)2 4 51004
Ebbdl adodik, hogy
52008 4 4 — (51004 _ 9. 5502 | 9y(51004 4 9 5502 4 9y,

Mivel a jobb oldalon &ll6 két tényezd nagyobb mint egy, ezért belattuk az allitas he-
lyességét.

Megoldds MAPLE-lel: factor (z* 4 4) ;

(2% — 22 + 2)(2° + 22 + 2)

21. Feladat. (K6MaL C.950.) Milyen szamrendszerben helyes a kdvetkez6 szorzas?

166 - 56 = 8590.

Megolddsvdzlat: A szorzasbol kovetkezik, hogy
(n® + 6n + 6)(5n + 6) = 8n> + 5n% + 9n.

Ezt kifejtve adddik, hogy
3n3 —31n? —57Tn — 36 =0,

amit szorzatta alakitva, kapjuk, hogy
(n —12)(3n% + 5n + 3).

Ebbol kovetkezik, hogy a szorzas a 12-es szamrendszerben helyes.

Megoldds MAPLE-lel: solve(3n3 — 31n? — 57n — 36 = 0, 1);

-5 1 -5 1
12, — 4+ =-1Iv11l,— — =IV11
"6 +6 "6 6

22. Feladat. (K6MaL B.4293.) Harom pozitiv egész szdm Osszege 2010, reciprokainak
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Osszege pedig 5—18. Melyek ezek a szamok?

Megolddsvdzlat: Jeldlje a szamokat a,b és c. Ekkor
a+b+c=2010

és

A maésodik egyenletet atszorozva, kapjuk, hogy
58(ab + bc + ac) = abe,

ebbdl addédik, hogy a 29 osztdja az abc szorzatnak és igy az a,b és ¢ szamok valame-

lyikének. A szimmetria miatt feltehetjiik, hogy a = 29k. Ekkor

1+1_1 1 k-2
b ¢ 58 29k 58k’

és ebbdl
58k(b+ ¢) = (k — 2)bc

adddik. Lathatd, hogy 29 osztdja a (k — 2)be szorzatnak, igy 29 osztéja a k — 2,b vagy ¢
szamoknak. Ha 29|k — 2, akkor k = 31,60, 89 stb. lehet, és ebbél a = 899, 1740, 2581 stb.
lehet. Mivel az a,b, c pozitiv egész szamok, ezért elegend6 az a = 899 és az a = 1740

eseteket megvizsgalni. Ha a = 899, akkor
b+ c=1111

és

Az utébbi egyenlet bal oldala

b+c 1111 1

be be 62

Ekkor meg kell oldani a
62(b+c) =be
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egyenletet, ahol b és ¢ ismeretlen pozitiv egészek. Konnyl dtrendezéssel adddik, hogy
(b —62)(c — 62) = 62*
teljesiil, amibol
b—62 ¢ {41, £2,+4, 431, +62, £124, +961, 1922, +62%}

és ugyanez igaz a ¢ — 62 faktorra is. Konnyen attekinthetd, hogy az a = 899 esetben

nem kapunk megoldast. Az a = 1740 esetben (lényegében) egy megoldast kapunk:

(b, c) € {(90,180), (180,90)}.

Megoldds MAPLE-lel: for a from 59 to 670 do; for b from a to 2010 do; for ¢
from b to 2010 do; if ‘and‘(a+b+c = 2010, %+%+ % = %) then print(a,b,c);

end if; end do; end do; end do;

23. Feladat. (KoMaL B.4300.) Bizonyitsuk be, hogy 35 egymadst kévetd pozitiv egész

szam négyzetének osszege mindig oszthato 35-tel.

Megolddsvazlat: Be kell bizonyitani, hogy

n?+ (n+1)%4... + (n+ 34)

oszthatd 35-tel, minden n természetes szamra. Ismert, hogy

k(k —1)(2k — 1)
6 )

24224+ +(k-1)2=

és
k(k—1)

L2+ 4 (b= 1) = =

Ekkor az Osszegre
n?+n+1)%4+...+(n+34)2=35-n>+34-35-n+17-23-35

adédik, ami lathatéan oszthaté 35-tel, minden n természetes szamra.

Megoldds MAPLE-lel: factors(sum((k +i)?, i =0..34));
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(35, [[391 + 34k + k%, 1]]]

24. Feladat. (K6MaL B.4268.) Hatérozzuk meg

(v/2010 + [v/2010])'%°

tizedestort alakjaban a tizedesvesszo utani hatodik szamjegyet.

Megolddsvdzlat: El6szor is figyeljiik meg, hogy

50
(V2010 + [V2010])'% + (v2010 — [v2010])'® = 2} 2010' - [v/2010)' %

=0

egész szam. Ha sikeriil megmutatni, hogy (1v/2010—[v/2010])'% kicsi, akkor vildgos, hogy
a kérdezett szdm a tizedesvessz6 utan ”sok” kilencest tartalmaz. Egyszeri szamolés adja,
hogy /2010 = 44.83..., ezért

(V2010 — [v2010])1%° < 0.84'% < 1076,

A fenti indoklds miatt belattuk, hogy a keresett szamjegy a 9-es.
Megoldds MAPLE-lel: evalfag((sqrt(2010) — floor(sqrt(2010)))1%;

1.16339598729696740828510871... - 10~

25. Feladat. (KéMaL B.4243.) Mutassuk meg, hogy 655* + 64 Osszetett szam!

Megolddsvdzlat: Teljes négyzetté egészitjik ki a fenti szamot:
655 4+ 64 = (65%2 + 8)% — 286532 = (65°2 + 8)? — (4-651%)2.
Alkalmazzuk az a® — b* = (a — b)(a + b) azonossdgot, és kapjuk, hogy
6551 4 64 = (652 — 4 - 656 + 8)(65%2 + 4 - 651¢ + 8),

azaz szamunk felbonthaté két, egynél nagyobb szam szorzatara, igy nem lehet prim.
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Megoldds MAPLE-lel: ifactor(655% 4 64);
3916733 - 12653 - 848064026205894987841230736413208938269543326969 x

2500297 - 89509365027181240985382554457790961 - 89009 - 136573 - 929501

26. Feladat. (KoMaL C.1001.) Egy egész szamnak két primosztdja van. Osztdinak

szama 6, osztdinak Osszege 28. Melyik ez a szdm?

Megolddsvdzlat: A keresett szam n = p®g® alaku, ahol p és ¢ kiilénbozé primszamok és
a,>1, (a+1)(B+1) =6, tovdbba o(n)-nel jelolve az n szdm pozitiv osztdinak az

Osszegét, o(n) = 28. Konnyen lathaté, hogy az n szam pg? alaki, ezért
1+p+pg+pg® +q+q* =28.

Vilagos, hogy ¢ < 3, egyébként til nagy lenne az osszeg. Ha q¢ = 2, akkor
1+p+2p+4p+2+4 =28,

amibdl p = 3 adédik. Ha ¢ = 3, akkor
1+p+3p+9+3+9=28,

és ebbdl 13p = 15, ami lehetetlen. A keresett szdm az n = 12.

Megoldds MAPLE-lel: with(numtheory); for ¢ from 1 to 27 do; A:=divisors(i);
k:=nops(A); B:=0; for j from 1 to k do; B := B + A[j]; end do; if B = 28
then print(i,B); end if; end do;

12,28

27. Feladat. (KoMal C.1075.) Melyik az a hiromjegyi szdm, amely tizenkétszer

akkora, mint a szamjegyeinek az Osszege?
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Megolddsvdzlat: Jelolje a keresett szamot (vagy szdmokat) abe. Ekkor
12(a + b+ ¢) = 100a + 106 + ¢,

azaz
88a = 2b+ 1lc.

A b szdmjegy oszthato 11-gyel, vagyis b = 0, ezért 8a = ¢, a = 1,¢ = 8. A keresett szam
a 108.

Megoldds MAPLE-lel: for a from 1 to 9 do; for b from 0 to 9 do; for ¢ from
0 to 9 do; if 100a + 10b+ ¢ = 12(a + b+ ¢) then print(100a + 10b+ c); end if;

end do; end do; end do;

28. Feladat. (K6MaL C.1070.) Egy szdm n alapd szamrendszerben felirt alakja 2011,

az (n + 3) alapi szamrendszerben pedig 537. Melyik ez a szam?

Megolddsvdzlat: A feltételeket felhasznélva, kapjuk, hogy
20 +n+1=5n+32?+3(n+3)+7.

Ebbdl az egyenletbol
2n® — 5n* — 32n — 60 = 0

kovetkezik. Ha az egyenletnek van egész gyoke, akkor az a 60 osztdja, és kettének
pontosan az els6é hatvanyaval oszthaté. Rovid prébélkozas utan n = 6 adodik, igy a

harmadfoki polinom szorzattd alakithato:
2n3 — 5n? — 32n — 60 = (n — 6)(2n* + Tn + 10).

A masodfoku polinomnak nincs valds zérushelye, ezért a feladat egyetlen megoldasa a

6-0s, illetve 9-es szamrendszer, a szam pedig a 439.

Megoldds MAPLE-lel: solve(2n® — 5n? — 32n — 60 = 0, n);

(6, —7/4 + i]\/?)»l, —7/4 — %\/37]]

29. Feladat. (KoMal K.289.) Ha egy haromjegyli szamnak elhagyjuk a kozépsé

szamjegyét, akkor pontosan a hetedét kapjuk. Melyik ez a haromjegy( szam?



113

Megolddsvdzlat: Jelolje a keresett szamot (vagy szdmokat) abc. Ekkor
7(10a + ¢) = 100a + 10b + ¢,

azaz,
6¢c = 30a + 100,

illetve
3¢ = 15a + 5b.

Lathatd, hogy ¢ oszthaté 5-tel, azaz ¢ = 0 vagy ¢ = 5. A ¢ = 0 érték nyivanvaléan nem

lehetséges, ¢ = 5, amib6l a = 1,b = 0. A keresett szam a 105.

Megoldds MAPLE-lel: for a from 1 to 9 do; for b from 0 to 9 do; for ¢ from
0 to 9 do; if 100a + 10b+ ¢ = 7(10a + ¢) then print(100a + 100+ ¢) end if; end

do; end do; end do;

30. Feladat. (KéMaL C.1082.) Egy hatjegyil szdm elsé szdmjegyét athelyezzik a
szam végére, majd az igy kapott hatjegyl szadm elsé szamjegyét ismét athelyezziik a
szam végére. fgy egy olyan hatjegyl szamot kapunk, amely az el6bbinek hidromszorosa,

az eredetinek pedig %—szér('jse. Melyik az eredeti hatjegy(i szam?

Megolddsvdzlat: Jelolje az eredeti szamot
u = abedef = 10°a 4+ 10 + 10%c 4+ 10%d + 10e + f,
és legyen = = 103¢ + 10%2d + 10e + f. Ezekkel a jelolésekkel az 1ij szdmok
v =100+ 10z + a

és
w =10z + 10a + b.

Mivel w = 3v, ezért
3(10°b + 10z + a) = 10%z + 10a + b,

amibdl
42857b = 10z + a

kovetkezik. x egy négyjegyil szam, ezért b = 1 vagy 2. Ha b = 2, akkor a = 4 és
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x = 8571, a megfelel6 hatjegyl szam u = 428571, ez azonban nem felel meg a w = %u

feltételnek. Ha b = 1, akkor a = 7 és x = 4285, a kapott hatjegyl szam az u = 714285,

és ez a szam mar eleget tesz a masik feltételnek is.

Megoldds MAPLE-lel: for a from 1 to 9 do; for b from 0 to 9 do; for ¢ from
0 to 9 do; for d from 0 to 9 do; for e from 0 to 9 do; for f from 0 to 9 do;
m = al0° + b10* 4 c10® + d10? + 10e + f; n := b10° + c10* + d103 + 10%e + 10f + a;
0 := cl0° + d10* 4+ 10%e + 102f 4+ 10a + b; if o = 3n then print(m); end if; end

do; end do; end do; end do; end do; end do;
428571

714285

Konnyu kiszamolni, hogy a fenti két szdmbol a 714285 felel meg a feladat feltételeinek.

31. Feladat. (KéMaL C.701.) Mutassuk meg, hogy
1.2...1001 + 1002 - 1003 - - - 2002

oszthato 2003-mal.

Megolddsvdzlat: Az 1002 ugyanolyan maradékot ad 2003-mal osztva, mint az 1002 —
2003 = —1001. Az 1003 ugyanolyan maradékot ad 2003-mal osztva, mint az 1003 —
2003 = —1000, és igy tovabb. Vagyis a fenti szam ugyanolyan maradékot ad 2003-mal
osztva, mint az

1-2---1001 + (—1001)(—1000)(—999) - - - (—1).

Lathatd, hogy ez utébbi szam 0, igy a feladat allitasa igaz.

Megoldds MAPLE-lel: product(i,i = 1..1001)+product(i,7 = 1002..2002) mod 2003;

32. Feladat. (KoMaL C.704.) Mely n természetes szamokra igaz, hogy

logy 3 - logz 4+ - -log,(n+ 1) =107
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Megolddsvdzlat: Ismert, hogy

1
log, b = .
%a log, a
Ezt az Osszefiiggést alkalmazva, kapjuk, hogy
logs 4
logy 3 - logg 4 = logi 5 = log, 4,
log, 5
logy 3 - logs 4 -log, 5 =logy 4 -log, b = 0849 _ log, 5,
log, 2
végil
1 1
logy 3 -logg4---log,(n+ 1) =logyn -log,(n+1) = ogl,z)(gn—;—) = logy(n + 1).
n

Ezért meg kell oldani a
logy(n+1) =10
egyenletet, aminek az n = 1023 a megoldasa.

Megoldds MAPLE-lel: evalf(product(log;(i + 1), i = 2..1023));

10

33. Feladat. (KoMal B.3542.) Bizonyitsuk be hogy ha egy 1111...11 alakd szdm
oszthaté 7-tel, akkor 37-tel is.

Megolddsvdzlat: A feltételbdl tudjuk, hogy

10" —1
T =

Ebbdl kovetkezik, hogy n oszthaté 6-tal, vagyis a szém oszthaté 10% — 1-gyel. Azonban
106 —1=3%.7-11-13- 37,

igy allitasunkat bizonyitottuk.

Megolddas MAPLE-lel: 1 és 40 kozott kifratjuk, hogy milyen kitevére oszthatd 10”T—1
7-tel.
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for i from 1 to 40 do; if (10°~1)/9 mod 7 = 0 then print(i) end if; end do;
{6,12, 18, 24, 30, 36}.

Ebbol megsejthetjiik, hogy a csupa egyesbol allé szamok pontosan akkor oszthatéak
7-tel, ha a megfelel6 kitevo oszthaté 6-tal. Ekkor kénny® belatni, hogy a szadm 37-tel is

oszthaté.

34. Feladat. (KoMaL B.3522.) Oldjuk meg az egész szamok korében a
22t + a:2y2 + 5y2 = y4 + 1022
egyenletet.

Megolddsvazlat: Atrendezve az egyenletet, kapjuk, hogy
2zt + 2%y + 5% — y* — 1022
Vegyiik észre, hogy
2zt 4+ 2% + 5% — yt — 1022 = (22° — ) (2® +y* — 5) = 0.

Ebbél vagy 222 = 32, és ekkor z = y = 0 vagy 22 4+ y?> = 5. Ez utébbi egyenletnek 8

megoldasa van az egész szamok korében:
r=32,y==+1l, 2 ==x1,y = £2.

Ezért az egyenletnek Osszesen 9 megoldasa van.

Megoldds MAPLE-lel: factor (2z* + 22y + 5y — y* — 102%);

(22% — y*)(2® + > - b)

35. Feladat. (KéMaL B.3530.) Szamitsuk ki a

2002 2001 n 2000 1001
0 1 2 1001

kifejezés értékét.



117

Megoldasvdzlat: TetszOleges pozitiv n egészre legyen

Feladatunk kiszamolni Sogpe-t. Az
n)y (n-—1 n n—1
k) \k-1 k
azonossag felhasznalasaval, hogy
Sn = On—-1 " Sn—2
teljestil minden n > 3 természetes szamra. Kénnyl szamolas adja, hogy
S1=8=1,5=55=0,

és
S3 =54 =—1.

Ebbdl teljes indukciéval kénnyen kijon, hogy minden k pozitiv egészre
Sek = Sek+1 = 1, S6k+2 = Sek+5 = 0, Sek+3 = Sek+4 = —1.

Mivel 2002 = 6 - 333 + 4, a keresett érték Sogge = —1.
Megoldds MAPLE-lel: sum((—1)"binomial (2002 — 4,i), i = 0..1001);

—1
36. Feladat. (K6MaL B.3517.) Bizonyitsuk be, hogy 71|61! + 1.
Megolddsvdzlat: A Wilson tétel miatt 70! + 1 oszthato 71-gyel. Meg kell mutatni, hogy
61! — 70!

oszthatd 71-gyel.
61! — 70! = 61!(1 —62-63-64---69-70),
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azonban egyszer(i szamolds mutatja, hogy 1 —(—9)(—=8)-...-(=1) =9!'+1 =19-71-269.

Megoldds MAPLE-lel: ifactor (61! + 1);
= T1-227-48795702665964504883 x

x645414773564183033631788833426015066505798100758905144895791

37. Feladat. (Ko6MaL C.648.) Mennyi a 2!°%6 18 . 319863 pontos értéke?

Megolddsvdzlat: Felhasznédlva a logaritmus fiiggvény jol ismert azonossagait,
logg 18 = logg 3 + logg 6 = logg 3 + 1.

Ezért
210g6 18 3log63 —9. 2log63 i 310g63 —9. 610g63 — 6.

Megoldds MAPLE-lel: evalf (2198 183logs3).

6.000000001

38. Feladat. (K6MaL B.3474.) Hatdrozzuk meg az

(111...111)2
———
112 darab

hatulrdl szamitott hetvenharmadik szamjegyét.

Megolddsvazlat: Ha "kézzel” elvégezziik a négyzetreemelést, akkor lathatd, hogy a

(111...111)2
————
112 darab

szam hatulrdél szamitott hetvenharmadik szamjegye megegyezik a

111...114+111...110+111...11004...411000...0041000...00
—_— —— — —
73 darab 72 darab 71 darab 71 darab 72 darab

szam hatulrdl szamitott hetvenharmadik szamjegyével. Ez utdbbi szamot felirhatjuk
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zart alakban:

107 — 1 102 -1 107 —1 102 -1 10—1
R | [ ) = B | ) L6 N | [
9 + 9 + 9 et 9 + 9
10 14+10+10%2+...+107 10 —1 14+10+10%2+...+10 1
_ s, 1410+ 107 4., + _ 8104 1+10+10% 4., + Ll

9 9 9 9 9

8 1 1
810 4+ = .111...111+=- =8-10" + = . 888...8889
73 darab 72 darab

azaz a szam hatulrdl szamitott hetvenharmadik jegye 0.

2
Megoldds MAPLE-lel: “mod* (127=1)" — 1,107

0

38. Feladat. (KoMaL K.252.) Hat egymast kovetd egész szam Osszegét megszorozzuk
a kovetkezd hat egész szam Osszegével. Mutassuk meg, hogy az igy kapott szorzat 36-os

osztasi maradéka mindig ugyanannyi.

Megolddsvdzlat: Jelolje a szamokat
6k,6k +1,...,6k + 5,

illetve
6k +6,6k+7,...,6k+ 11.

A megfelel6 osszegek 36k + 15 illetve 36k + 51, a szorzat
(36K + 15)(36k + 51) = 36%k* + 66 - 36k + 15 - 51.

Fz a szdm minden k-ra annyi maradékot ad 36-tal osztva, mint 1551, vagyis a keresett

maradék 9.

Megoldds MAPLE-lel: ‘mod* ((36k + 15)(36k + 51),36);

40. Feladat. (KoMaL C.595.) Melyek azok a haromjegy(i szamok, amelyek egyenldk a



120

szamjegyeik faktoridlisainak Osszegével?

Megolddsvdzlat: Jelolje N = abc a keresett szamot (szamokat). Ekkor
100a + 10b + ¢ = a! + bl + cl.

Vilagos, hogy a szdm nem tartalmazhat 7,8,9 szamjegyeket, mert ezek faktoridlisa na-
gyobb mint 1000. Ha a szam tartalmaz hatos szdmjegyet, akkor 6! = 720 miatt, tartal-
maz egy legaldbb hetes szamjegyet, ami nem lehetséges. A szdmnak tartalmaznia kell
ledaldbb egy 6tost, mert 3 - 4! = 72, igy nem kapnénk haromjegyt szamot. Ha egyetlen
0tos van a szdmban, akkor a szdm 5! 4+ 2 - 0! és 5! 4 2 - 4! kdzé esik, ezért a szdm egyessel

kezdddik, a harmadik szamjegy faktoridlisa 1,2, 6,24 lehet, ezért a széba johetd szamok
121 4+ 1,121 + 2,121 + 6,121 + 24,

amelyek koziil a 145 j6 megoldas.

Ha a szdm két 6t0s szamjegyet tartalmaz, akkor a szdam 240 + 0! és 240 + 4! kozé
esik, tehat kettessel kezd6dik. A szamjegyek faktoridlisainak az 0sszege 242, azonban ez
a szam még 6tost sem tartalmaz.

Ha a szdm harom 6t6st tartalmaz, akkor kapjuk az 555 szamot, azonban
3. 5! #£ 555.

A feladatnak 6sszesen egy megoldédsa van: 145 =1 + 4! 4 5!

Megjegyzés: A feladat nyilvanvalé dltalamositdasa a kovetkezd problama: Hatdrozzuk
meg azokat a természetes szamokat, amelyak egyenléek a szamjegyeik faktorialisainak
az Osszegével! Legyen az ilyen tulajdonsiagu szamok kozil k egy n-jegyl szam. Ekkor

k > 10", a szamjegyei faktoridlisainak az Gsszege legfeljebb
n - 9! = 362800n.

Feltételiinkbdl adédik, hogy
10™ < 3638007.

Konnyen lathaté, hogy ebbdl n < 6 kévetkezik.

Megoldds MAPLE-lel: for a from 1 to 9 do; for b from 0 to 9 do; for ¢ from
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0 to 9 do; if 100a + 10b + ¢ = factorial(a)+factorial(b)+factorial(c) then

print(a,b,c); end if; end do; end do; end do;

1,4,5

41. Feladat. (KéMaL C.570.) Hatdrozzuk meg azokat a haromjegy(i primszémokat,

amelyekben a szdmjegyek szorzata 189.

Megolddsvdzlat: A 189 felirhaté 33-7 alakban. Mivel szamjegyekrél van sz6, igy a keresett
primszam (primszamok) a 3,7,9 szadmjegyekbdl fognak allni. 6 lehetségiink van, ezek
koziil a 379, 397,739,937 prim, a 793 = 13- 61,973 = 7 - 139 nem prim.

Megoldds MAPLE-lel: for a from 1 to 9 do; for b from 0 to 9 do; for c¢ from
0 to 9 do; n := 100a + 10b 4 ¢; if (isprime(n) = true) and (abc = 189) then

print(n); end if; end do; end do; end do;

42. Feladat. (KéMaL C.573.) Hatdrozzuk meg mindazokat az n pozitiv egész szamokat,
amelyekre
PP4+22 4. 4n?=14+24+...+2n—1) +2n.

Megolddsvdzlat: Tsmeretes, hogy

1)(2n + 1
22y yp2o DT

6
& 2n(2 1
14+2+4...+@2n—1)+2n= ”(ZH
Ezekbdl a formuldkbdl kapjuk, hogy
1)(2 1
n(n+1)2n+1) —n@2n+1),

6
és mivel n pozitiv egész, igy n = 5.

Megoldds MAPLE-lel: factor (sum(k? k = 1..n)-sum(k, k = 1..2n));

én(Qn +1)(n—5)



122

43. Feladat. (KoMal B.3342.) Hatarozzuk meg azokat a pozitiv egész szamokat,

amelyekre n? — 19n + 99 négyzetszam.

Megolddsvdzlat: Meg kell oldani a
n? —19n + 99 = m?
diofantikus egyenletet. 4-gyel beszorozva mind a két oldalt, kapjuk, hogy
4n? — 76m 4 396 = (2n — 18)% — 324 4+ 396 = (2n — 18)% 4+ 72 = (2m)>.
Ezt atrendezve és szorzattd alakitva
(2m —2n+18)(2m + 2n — 18) = 72,

és
(m—n+9)(m+n-9)=18.

Megoldasként kapjuk, hogy

(n,m)=1(1,9),(9,3),(10,3), (18,9).

Megoldds MAPLE-lel: for n from 1 to 30 do; if type(sqrt(n?—19n+99), integer)

= true then print(n); end if; end do;

10

18

44. Feladat. (HMMT, 2005) Tudjuk, hogy a 27000001-nek négy kiilénb6zé primosztdja

van. Mennyi az 0sszegiik?
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Megolddsvdzlat: Vilagos, hogy
27000001 = 3003 4 13 = 301 - (300% — 300 + 1) =

7-43-(301%2 — 30%) = 7-43-271 - 331.

Megoldds MAPLE-lel: ifactor(27000001);

{7,43,271,331}

45. Feladat. (ARML, 2002) Legyen a egy egész szam, gy, hogy

1+l 4Ll
2 3 7723 23l

teljesil. Mennyi az a 13-mal vett osztdsi maradéka?

Megolddsvdzlat: Az egyenletbdl kovetkezik, hogy

1 1 1
=231 ({14+=+=4+...+—].
a=23 ( + 5 + 3 +...+ 23>
A 23 6sszeadandébdl a 23! nem oszthaté 13-mal. Ennek a széamnak a 13-mal valé osztési

13
maradéka

1-2--6-(=6)-(=5)-(=1)-1-2---10

13-mal valé osztasi maradékaval egyezik meg. Ez pedig (6!)2-7-8-9-10 13-mal val6
osztasi maradékaval egyezik meg. Mivel 6! = 720 = 55- 13+ 5, a maradék 7-625 13-mal

val6 osztasi maradékaval egyezik meg, ami 7.

Megoldds MAPLE-lel: ‘mod‘(factorial(23) (sum(1l/n, n=1..23)), 13);

46. Feladat. (MOSP, 1998) Bizonyitsuk be, hogy 3,4, 5 vagy 6 egyméds utan kovetkezd
szam négyzetének az Osszege sohasem teljes négyzet. Adjunk példat 11 egymds utdn

kovetkezd szamra, amelyekre igaz, hogy négyzetosszegiik teljes négyzet.
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Megolddsvazlat: Tegyiik fel, hogy 3 egymas utan kovetkez6 szam négyzetének az Osszege

teljes négyzet. Ez azt jelenti, hogy a
f+2=(mn—-12+n*+n+1)>*=y?

egyenletnek van egész megoldédsa n és y egész szamokban. Ismert, hogy egy teljes négyzet
harommal osztva 0 vagy 1 maradékot ad. A bal oldal 2 maradékot ad harommal osztva,

vagyis az egyenletnek nincs megoldasa.
Vizsgaljuk most 4 egymas utdn kovetkez6 szdm négyzetének az Osszegét, azaz te-
kintsiik az
n—12%4+n+(n+1)°+n+22=4n>4+4n+6 =1
egyenletet, n és y ismeretlenekben. Mivel a bal oldal piros, ezért y? is paros, amib6l

y péros volta kovetkezik. Ezért a 4 osztéja az y-nek, ugyanekkor a bal oldal 2-nek

pontosan az els6 hatvanyaval oszthatd, igy ellentmondast kaptunk.

Ha 5 egymas utan kovetkez6 négyzetszam oOsszegét tekintjiik, akkor
(n—22+m-12+n+n+1)2+(n+2)%=5n2+10 = >

egyenletet kapjuk. A bal oldal oszthaté 5-tel, igy a jobb oldal is, tehat 5|y, és 25|y? =
5(n?+2). Ebbél 5|n? +2, azonban egy négyzetszam 5-tel osztva 0, 1, 4 maradékot adhat,

ezért az 5 nem lehet osztéja az n? + 2-nek semmilyen n egész szamra.

6 egymas utan kovetkezd négyzetszam Osszegének a vizsgalata a kovetkezd egyenletet

adja:
n—22%+m—-12+n*+n+1)2*+n+2)7>*+(n+3)2=6n+6n+19 = y*
Ismert, hogy egy négyzetszam 4-gyel osztva 0 vagy 1 maradékot ad. A bal oldal
6n2 +6n 419 = 6n(n +1) + 19

alakd. Mivel n és n+ 1 koziil az egyik péros, ezért 6n(n+ 1) oszthaté 4-gyel és igy a bal
oldal 4-gyel osztva 3 maradékot ad.

A 11 négyzetszam Osszege a

1n? 42012422+ 32 +42 4+ 5%) = 11n® + 110 = ¢
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egyenlethez vezet. Ennek az egyenletnek kénnyen lathatéan egy megolddsa azn =1,y =
11. Valdban

(—4)2+ (=324 (=22 + (=1)2 + 02+ 12 + 22 + 32 + 42 + 52 4+ 62 = 121 = 11%.

Megoldds MAPLE-lel: for n from 1 to 1000 do: if type(sqrt(11n?+110), integer)

= true then print(n): end if; end do;

23
43
461

859

47. Feladat. (AIME, 1983) Jelolje a,, a 6™ + 8" sorozatot. Mennyi a maradéka ags-nak
49-cel osztva?

Megoldasvdzlat:
ags = (7 — 1)83 + (7 + 1)83.

A binomialis tételt haszndlva, ez az Gsszeg

83 83
2 (78 G .
(7 +(2) 71 4 +(82) 7)

lesz, amelyben az utolsé tagtdl eltekintve az Osszes oszthatd lesz 49-cel. fgy ag3 ugyan-

olyan maradékot ad 49-cel osztva, mint 2 - 83 - 7, vagyis 35-6t.
Megoldds MAPLE-lel: 653 4 8%3mod49;

35

48. Feladat. (AIME, 1983) Mi a legnagyobb kétjegyii primosztéja a (%gg) binomilis
egyltthaténak?
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Megolddsvdzlat: A binomialis egytitthatét kifejtve, kapjuk, hogy
200\ 200!
100/ 100!100!"
A keresett p prim kétjegyti, ha p > 50, akkor a nevezd pontosan a p négyzetével oszthato.

Ki kell vélasztani azt a legnagyobb ilyen p primet, amelyre a szdmlalé a p harmadik

hatvanyaval is oszthaté. Ez a prim a 61.

Megoldis MAPLE-lel: ifactor( (%88) ;

23.3.5-11-13%-17-37-53-59-61-101---199

49. Feladat. (AIME, 1986) Melyik az a legnagyobb pozitiv n egész szadm, amelyre
teljesiil, hogy n + 10 osztja n® + 100-at.

Megolddsvdzlat: Elosztjuk az n® + 100 polinomot az n 4 10 polinommal. Ekkor

3

n” + 100 9 900
———— =n"—-10 100 — .
n+ 10 " nt n + 10

Vilagos, hogy n + 10-nek 900 osztdjanak kell lenni, ezért n lehetséges legnagyobb értéke
n = 890.

Megoldds MAPLE-lel: with(numtheory); divisors(900);

{1,2,3,4,5,6,9,10,12, 15, 18, 20, 25, 30, 36, 45, 50, 60, 75, 90, 100, 150, 180, 225, 300, 450, 900}

50. Feladat. (AIME, 1986) Jelolje S a 1000000 valddi osztdi tizes alapu logaritmusanak

az Osszegét. Melyik egész szam van a legkozelebb S-hez.

Megolddsvdzlat: Elészér meghatarozzuk 1000000 osztéit:
2050 2051 2050
2t .50 2t .51 2. 50

22.50 9251 22.56

2°.50,2%.50 . 2% 59,
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24.50 9t . 51 . 2%.56
25.59 25.51 . 25.56
20.59 96,51 . 26.55

Az osztok logaritmusainak az dsszege helyett elegend6 kiszdmolni az osztdk szorzatéat,
ami esetiinkben
9T(0+142+3+4+5+6) | 57(0+1+2+3+4+5+6) _ 1147
)

és a valédi osztok szorzata 10141, a valédi oszték logaritmusainak az Gsszege 141.

Megoldds MAPLE-lel: A:=divisors(1000000); P := 1; for ¢ from 1 to nops(A)
do; P := PA[i]; end do; print(log;,(P));

147

51. Feladat. (AIME, 1987) Mennyi 3z2y?, ha x,y olyan egészek, hogy y? + 3z%y? =
30x* + 5177

Megoldadsvdzlat: Atrendezve az y? + 322y? = 3022 4 517 egyenletet, kapjuk, hogy
32%y* + y? — 3022 — 10 = 507.
Szorzattd alakitas utan adédik, hogy
(32% 4+ 1)(y* — 10) = 3 - 132

A 322 + 1 értéke nem lehet 1 (ebbdl x = 0 kivetkezne, ami nem lehetséges), nem lehet
3,39,169,507, igy csak az 322 4+ 1 = 13 esetet kell ellendrizni, amibél 22 = 4 és y? = 49.
Ekkor 3z2y? = 588.

Megoldds MAPLE-lel: factor(32z%y? 4 y* — 3022 — 10);

(32 —10)(32% + 1)
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52. Feladat. (AIME, 1987) Szémoljuk ki a

(107 + 324)(22* + 324) (34" + 324) (46" + 324)(58* + 324)
(4% + 324) (16 + 324)(28* + 324)(40* + 324)(52* + 324)

tort értékét!

Megolddsvdzlat: Felhasznaljuk az x* +4y* = (22 + 2y —22y) (22 +2y% + 2zy) azonossagot
az x* 4 324 tipusi kifejezésekre. Ebbél

2t + 324 = (22 — 62 + 18) (2% + 6z + 18)
addédik. Kapjuk, hogy
10% + 324 = 58 - 178, 22% + 324 = 370 - 634,

34% 4324 = 970 - 1378, 46" 4 324 = 1858 - 2410, 58* + 324 = 3034 - 3730,

illetve
4* 1324 =10- 58, 16* +324 = 178 - 370,

284 + 324 = 634 - 970, 40* + 324 = 1378 - 1858, 524 + 324 = 2410 - 3034.
Az eredeti tort értéke 373.

. . (10%+324) (224 +324) (34* +324) (46*+324) (58*+324) .
Megoldds MAPLE-lel: (47324) (167 +324) (287 +324) (407 +324) (527 1-324)

373

53. Feladat. (AIME, 1995) Jelolje f(n) a /n-hez legkdzelebbi egészet. Mennyi a

kovetkezo 0sszeg értéke

Megolddsvdzlat: Vilagos, hogy ha

1\* 1\*
(k:—2> <n<(k‘+2>,
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akkor f(n) = k. Ezért

(+3) - ()

darab olyan értéke van n-nek, amelyre f(n) = k. Mivel

1\4 1\*
- _ _ = — 43
<k+2> (k 2) Bk,

ezért az O0sszegben minden egyes % osszeadandé 4k3 4 k-szor fog szerepelni, ez az Gsszeg
pontosan
3 1 2
(4k —H{:)% =4k + 1.
Ha tekintjik a
6
> (4K +1) =370
k=1

Osszeget, ez lefed Osszesen
6

> (4K + k) = 1785
k=1

tagot az 1995 Osszeadanddbdl allé Osszegnél, marad tehat 210 Gsszeadandd, amelyre

f(n) = 7. Ez a maradék osszeg 210 - % = 30, ezért a teljes Osszeg értéke 400.

Megoldas MAPLE-Iel: sum(W,n

_ 1..1995);

400

54. Feladat. (AIME, 1998) Legyen

k(k—1 k(k—1
A = (2 )~COS ( 5 )F.

Mennyi |A19 4+ Aoy + ...+ Agg‘?

k(k—1) , (o "
( 3 ) szim egész szam, igy a feladatban szerepld

Megolddsvdzlat: Vilagos, hogy a

k(k —1)m

cos
2
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1 vagy —1, attdl fiiggden, hogy k 4-gyel osztva milyen maradékot ad. Ezért kapjuk, hogy

Agg+ Ago + ... + Agg =

18-19 19-20 20-21 20-21 21-22 97 - 98
- + + — - +o- =

5 5 5 > 5 e 5 —80.

Megoldds MAPLE-lel: sum(k(k — 1) cos *EZ1T 1 — 19..98);

—80

55. Feladat. (AIME, 2000/1) Az (ax +b)?°%° binomialis kifejtésében, ahol a és b relativ

2

prim pozitiv egészek, az 2% és x> egyiitthatéi megegyeznek. Mennyi a + b?

Megolddsvdzlat: A binomidlis tétel alapjan

2000 2000
(ax+b)2000:(am)2000—|—...+( ; )(am)?’blgg?—i—( ) >(aw)2b1998—|—....

<20300> a3pl997 — <20200> a2p'9%8,

ezért, egyszerisitések utén, 666a = b. Mivel (a,b) = 1, ezért a = 1,b = 666,a + b = 667.

Ebbdl adddik, hogy

Megoldds MAPLE-lel: coeff ((ax + b)2°% 22); coeff ((ax + b)20%0 23);
factor(13313340006'%97a3 — 19990006198 2);

19990006742 (666a — b)

56. Feladat. (AIME, 2000, II) Melyik az a legkisebb pozitiv egész szdm, amelynek 6

paratlan potitiv, és 12 paros pozitiv osztdja van?

Megolddsvazlat: Hasznaljuk a d(n) osztdk szama fiiggvény zart alakjat. Ha n = 1, akkor
d(1) =1, ha n = pi* - - - p%*, akkor

dn) = (a1 +1)(g +1)--- (a5 + 1).
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Mivel a keresett n szdmnak 18 osztéja van Osszesen, ezért d(n) = 18 = 2 -3 -3, ami
mutatja, hogy n-nek legfeljebb harom kiilonb6z6 primosztdja lehet. Mivel vannak paros
osztoi, ezért az egyik primoszté biztosan a 2. Felirhatjuk az n-et n = 2%m alakban,
ahol m pératlan szam, és a feltételekb6l adédik, hogy d(m) = 6. Ebbél kévetkezik, hogy
m = p° vagy m = p3ps alakt, ahol p, p1, p2 primszdmok. Az elsé esetre a legkisebb példa
3% = 243, a méasodikra 3% - 5 = 45. Nyilvdnvaléan a mésodik eset felel meg nekiink, a
keresett szam 22 - 45 = 180.

Megolddas MAPLE-lel: 1000-ig meghatarozzuk azokat az m szamokat, amelyeknek 18

osztdja van:

for n from 1 to 1000 do; A:= divisors(n); if nops(A) = 18 then print(n) end
if; end do;

Az els6 érték 180, ami megfelel annak a feltételnek is, hogy 6 paratlan és 12 péros osztdja

van.

57. Feladat. (AIME, 2000, II) Tudjuk, hogy valamely N természetes szamra

1+1+1+1+1+1+1+1_N
21170 316! 415! 514! 613! 71120 0 8l11! o 9!10!  1!18!

teljestil. Mennyi [1—%] ?

Megolddsvdzlat: Szorozzuk meg 19!-sal az egyenlet minkét oldalat. Ekkor kapjuk, hogy

19! + 19! + 19! + 19! + 19! + 19! + 19! N 9! 19IN
21170 316! 415! © 514! 61130 71120 811! 9l10! 118!

(5)+ () () e ()= () () ==
()= (")
e () () e (%)« () 01

Ismert, hogy

Mivel

ezért
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teljesiil. Jelolje S az

19! + 19! + 19! + 19! + 19! + 19! + 19! + 19!
217 3lie! 41150 5141 e113! 0 712t o o 8l1l o 9l10!

Osszeget, ezzel a jelléssel
40 + 28 =219,

azaz
S =218 _920.

Ebbdl kovetkezik, hogy
S
N = 0= 13796

és a keresett érték 137.

Megoldds MAPLE-lel: {5 (sum(binomial(19,i), i=10..17));

13796

58. Feladat. (AIME, 2001, I) Hatdrozzuk meg azon kétjegyii pozitiv egész szdmoknak

az Osszegét, amelyek oszthatdéak mind a két szdmjegytikkel.

Megolddsvdzlat: A keresett kétjegyli egész szdmokat jelolje 10a + b, ekkor
a|10a + b, alb

és
b|10a + b, b|10a.

Ezekbdl az oszthatdsagi relaciokbol kapjuk, hogy
b = ka, ka|10a, k|10

azaz b = a,b = 2a vagy b = ba. fgy a megfelel6 kétjegyl szamok vagy 1la alakiak, az
Osszegiik
11422433+ ...+ 99 =495,

vagy 12a alakiak, ezen szamok a 12,24, 36, 48, osszegiik 120, és 15a alaktak, ez csak a
15 esetében lehetséges, igy a keresett 6sszeg 630.
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Megoldds MAPLE-lel: A:={}; for a from 1 to 9 do; for b from 0 to 9 do; n:=
10a +b; z:=nmoda;y :=nmodb; if (zx =0 and y = 0) then A:= A+ n; end
if; end do; end do; print(A)

630

59. Feladat. (AIME, 2002, IT) Melyik az a legkisebb k egész szdm, amelyre az
124224 4k

Osszeg tobbszorose a 200-nak?

Megolddsvdzlat: Ismert, hogy

1)(2k +1
12+22+...+k2:k(]’ng )6(k+ ),

ezért meg kell hatarozni a legkisebb k egészt, amelyre a
k(k+1)(2k +1)

tObbszorose az 1200-nak. Mivel 1200 = 16 - 3 - 25, ezért a fenti szorzatnak oszthaténak
kell lenni 16-tal, 3-mal és 25-tel. Megjegyezziik, hogy a

k(k +1)(2k + 1)

szorzat minden k egész szamra oszthatd 3-mal. Valéban, ha k oszthaté harommal, akkor
az elsé faktor, ha k 1-et ad maradékul harommal osztva, akkor a 2k + 1, végiil, ha k
2-6t ad maradékul harommal osztva, akkor k 4+ 1 oszthaté harommal. A 16-tal vald
oszthatdésdg miatt k 16t vagy 16t + 15 alaku, ahol ¢ pozitiv egész, és hasonléan (k, k + 1
és 2k + 1 paronként relativ primek) k 25s,25s + 24 vagy 25s + 12 alakd, ahol s pozitiv
egész. A kinai maradéktételt alkalmazva, kapjuk, hogy

k = 400v, 4000 + 112, 4000 + 224, 400v + 175, 4000 + 287, 400v + 399

alaki. Ebbol £ = 112 a legkisebb olyan egész, amelyre a fenti Osszeg tobbszorose a
200-nak.
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Megoldds MAPLE-lel: a :==sum(n?,n = 1..k); for k from 1 to 1000 do; if a mod 200 =
0 then print(k); end if; end do;

112,175,224, . ..

60. Feladat. (AIME, 2003, I) Tegytik fel, hogy

((3HNH!
3!

=k-nl,

ahol k,n pozitiv egészek és n a lehetd legnagyobb pozitiv egész. Mennyi n + k7
Megolddsvdzlat: Konnyl 1atni, hogy

(@Y (61 720!
= = =120- 719!
3! 6 6 0719,

ezért n + k = 839.

Megoldds MAPLE-lel: El6szor megéallapitjuk, hogy melyik az a legkisebb n természetes
szam, amelyre a = @ kisebb, mint n!.

for n from 1 to 1000 do; if < 1 then print(n); end if; end do;

a
factorial(n)

Lathato, hogy a legkisebb ilyen n a 720. Ezért kiszamoljuk a =f5; hanyadost, amelyre
120-at kapunk.

61. Feladat. (AIME, 2006, I) Jelolje N azt, hogy a

1213141 .. . . 991100!
szam tizes szamrendszerben hany nullara végzddik. Mennyi maradékot ad N 1000-rel
osztva?

Megolddsvdzlat: Ahhoz, hogy meghatarozzuk, egy egész szdm hény nulldra végzodik,
elegend6 meghatarozni, hogy 5-nek pontosan hanyadik hatvanyédval oszthatd, vagyis
mennyi az 5 rendje. A Legendre formula alapjan

ords(n!) = [g} + [2%} + [%} + ..,
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és az Osszeg nyilvan véges, hiszen az 5 hatvanyai el6bb-utébb ”tulugorjdk” az n-et, igy
egy 1-nél kisebb valds szam egész részét kell venni. Ezt a formulat alkalmazva addédik az

5 rendjére 1124, amelynek maradéka 1000-rel osztva 124.
Megoldds MAPLE-lel: ifactor(product(factorial(k), k= 1..100));
94731 92328 pl124 734 11414 13343 17250

A fenti alakbdl lathatd, hogy, hogy a szdam 1124 darab nulldra végzédik, ezért 1000-rel

osztva 124-et ad maradékul.

62. Feladat. (AIME, 2007, I) Héany olyan pozitiv, 105-n4l kisebb négyzetszam van,

amely a 24 t6bbszorose?

Megolddsvdzlat: Mivel a négyzetszam a 24 tobbszordse, ezért oszthatonak kell lenni 9-cel
és 16-tal is, vagyis (12a)? alakd, ahol a egy egész szdm. Kénnyen lathaté, hogy ilyen

Szam [%} = 83 darab van.

Megoldds MAPLE-Iel:
A = {}; for k from 1 to 1000 do; if k*mod 24 = 0 then A:= A union {k};
end if; end do; nops(A);

83

63. Feladat. (AIME, 2008, I) Legyenck x és y pozitiv egészek. Ha 22+ 84x+2008 = 32,
akkor mennyi = + y?

Megolddsvdzlat: Teljes négyzetté kiegészitve az 2 4 84x + 2008 polinomot, kapjuk, hogy
(z 4+ 42)% — 42% + 2008 = 32,

azaz
v — (x4 42)% = 244
és
(y+x+42)(y — x — 42) = 244.

Mivel x,y pozitiv egészek, ezért a bal oldalon 4ll6 masodik faktor is pozitiv, igy y >
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x + 42 > 43. Ebbél kovetkezik, hogy
y+x+42 > 87.

A 244-nek egy 87-nél nagyobb osztdja van, a 122. Ebbél
T4y +42 =122,

y—x—42 =2,
és 2y = 124,y = 62,2 = 18.

Megoldds MAPLE-lel: ifactor(244);

22.61

64. Feladat. (AIME, 2008, II) Ha
N =100% +99% — 982 — 972 4 962 + --- 442 + 32 — 22 — 12

ahol az 0sszeadasok és a kivonasok kettessével dllnak, akkor N-et osztva 1000-rel mennyi

a maradék?

Megolddsvizlat: Az 1000-rel valé oszthatésig szempontjabél a 100% elhagyhats. A

négyzetek kiikkonbségét faktorizalva
N—100% = (99—98)(99+98)—(97—96)(97+96)+(95—94)(95+94) +- - -+(3—2)(342)—1 =

197 —193+189 — 185+ ---+5—1 =
~——

-~

4 4 4

—4. (1978_5 +1> = 100.

Megoldds MAPLE-lel: sum((4k)? + (4k — 1)? — (4k — 2)? — (4k — 3)%,k = 1..25);

10100

65. Feladat. (AIME, 2009, II) Jelolje n!! az n szemifaktoridlist, ami n(n — 2)(n —4) -
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--+3-1, ha n paratlan és n(n—2)(n—4)----4-2 ha n paros. Ha tekintjik a 232(19 (2(1'2;):%?”

tortet, akkor annak redukalt alakjaban a nevezé felirhaté 2% - b alakban, ahol b paratlan.

abg

Mennyi {5

Megolddsvdzlat: Eloszor allapitsunk meg néhany egyszerli tulajdonsagat a szemifak-

toridlisoknak! Koénnyen lathaté a definiciékbdl, hogy
2n)!l =2"-nl, 2n)!!- (2n — DIl = (2n)!.

Felhasznalva ezeket az Osszefiiggéseket, kapjuk, hogy

(20 — I (20 — D20 (20)! @) (¥

@) (202 ((20)1)2  22i(4)2 - 2207

vagyis az Osszeg, amirdl a fenti informécié kell

Legyen
2009 2
S = . 92:2009-2i
=2 (%)

Mivel S; egész szam és
S1

S= 92-2009

igy S redukdlt tort alakjaban a nevezd egy olyan 2% alaki szam, ahol a < 22009, és igy
b =1. Az a kitevé meghatérozasdhoz S, 2-rendjét kell meghatérozni. Mivel (2i — 1)!!

paratlan, ezért
ordy((2i)!) = orda((2i)!N)4ords((2:—1)11) = ord2(2i)+ord2(i!)+ord2((2i—1)!!) = itordy(i!)

teljesiil. Ezt felhasznalva

ords ((2;))) — i — ordy(il),

2i ,
ords <( ;) : 22'2009—2@> =2-2009 — i — ords(i!)

és
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Az
f(i) =2-2009 — i — orda(d!)

fliggvény szigorian monoton csokkend, ezért felhasznalva a rend
orda(a + b) = min(ordy(a), ordy(b)),

ha ords(a) # orda(b) tulajdonsagat, adddik, hogy

22009
= = — |
ordy(S1) = ords << 9009 )) 2009 — ord2(2009!).

A Legendre-képletet hasznélva

. | 2009
ordy(2009!) = ; {%J =1004 + 502+ ---+ 3+ 1 = 2001,
ezért
ordy(S1) = 2009 — 2001 = 8,
és

a=2-2009 — ordy(S;) = 4010.

Végiil kapjuk, hogy
ab  4010-1

== = 401.
10 10 0

Megoldds MAPLE-lel: a :=sum(((2: — 1)!)/((2i)!),7 = 1..2009);

6693254562 . .. 13981551
134984099 . ..812161024

ifactor(denom(a));
54010

66. Feladat. (AIME, 2010, I) Mennyi a

9-99-999..... 99...9
—
999 darab 9—es

szorzat maradéka 1000-rel osztva?
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Megolddsvdzlat: Vilagos, hogy minden 99-t0l nagyobb tényez6 —1-et ad maradékul 1000-
rel osztva. Ez Osszesen 997 egész szam, igy ezek szorzata is —1-et ad maradékul 1000-rel
osztva. A maradék tehat (—1)-9-99 = —851 illetve 109.

Megoldds MAPLE-lel: mul (10" — 1, i = 1..999) mod 1000;

109

67. Feladat. (K6MaL B.4449.) Hany nulldra végzidik a 45° 465" sz4m tizes szdmrendszerbeli
alakja?
Megolddsvdzlat: Mivel a szam oszthaté legaldbb 254—nel, ezért megvizsgaljuk, hogy 5-nek

hanyadik hatvanyédval oszthaté. A binomidlis tételbdl kapjuk, hogy

6 6 56 56 6
45— (5 1) = i(_1\55—i
5= = (%)
1=0
és

54 4
6 =G+ = (i >5

1=0

Vilagos, hogy ¢ = 0-ra az els6 Osszegben —1 van, a masodik Gsszegben 1, vagyis ezek

kiejtik egymést. Ha i = 1, akkor a megfelel§ Gsszeg 57 + 5° = 26 - 5°. Megmutatjuk,
hogy ha ¢ > 1 akkor (51.6)5"(—1)56*7; és (5i4)5i is oszthaté 5%-nal. Az 4llitds nyilvanvals
1 > 6 esetén. Ha 2 <14 < 4, akkor

<5ik> _ 5k(5k—1)---(5k—i+1)7

i!
vagyis a szam oszthaté 5F-nal, igy (51.6)5"(—1)56*1' és (5:)51‘ is oszthaté 55-nal. Az i =75
esetben konnyen latni, hogy a
50 5
()-(5)

binomialis egylitthaték oszthatdak 5-tel, amibdl mar kovetkezik, hogy a vizsgalt Gsszeg

oszthaté 5°-nel, de nem oszthaté 5%-nal, vagyis a szdm 5 darab nullara végzédik.



140

Megoldds MAPLE-lel: 45° + 6%,
1539446141412626239132 . . . 484800000

a valasz: 5 darab nullara végzddik.

68. Feladat. (K6Mal C.1160.) Mennyi a maradék, ha a

Osszeget elosztjuk 2012 - 2013-mal?

Megolddsvdzlat: Vizsgéljuk a
20122013 4 20132012
2012 - 2013

tortet. Tagonkénti osztassal

20122013 + 20132012 _ 20122012 N 20132011
2012 - 2013 2013 2012

A binomidlis tételt alkalmazva kapjuk, hogy
20122912 = (2013 — 1)%°12 = 20134 + (—1)*1? = 20134 + 1,
ahol A egy pozitiv egész szadm, és hasonléan adddik, hogy
2013291 = (2012 + 1)%°M = 2012B + 1291

ahol B egy pozitiv egész szam. Ezekkel a jelolésekkel

201?”B-+2013””2__2013A—%1_%2012B—+1 B
2012 - 2013 2013 2012

2013 + 2012
B =A+B+
2013 2012 2012 - 2013

azaz a keresett maradék 4025.

Megoldds MAPLE-lel: 2012293 4 20132012 mod (2012 - 2013);

4025
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Megjegyzés: A feladat nyilvanvald altalanositdsa: Mennyi a maradék, ha az
nn-i—l 4 (n + 1)n

osszeget elosztjuk n(n + 1)-gyel? A megoldéds hasonléan torténik. Vizsgaljuk az

n"t 4 (n+1)"
n(n+1)

tortet. Tagonkénti osztassal kapjuk, hogy

nn+1 + (n + 1)n n (TL 4 1)n71
= + .
n(n+1) n+1 n

Mivel n” = (n+1—-1)" = A(n+1)4+(—1)" és (n+1)" = Bn+1, ahol A és B természetes

szamok, ezért
n" n+1)n 1 —1)" 1
( ) =A+ (=1) + B+ o

n+1+ n n+1

azaz a keresett maradék (—1)"n +n + 1.

69. Feladat. (KoéMal B.4503.) Hatarozzuk meg azokat a négyjegyii négyzetszamokat,

amelyeknek két els6 és két utolsé szamjegye egyenld.

Megolddsvdzlat: A szam négyjegyil és két elsé és két utolso szamjegye egyenld, ezért aabb
alakban keressiik, és

2% = aabb.

Mivel 22 négyjegyii, ezért 1000 < 22 < 9999, igy 31 < = < 99 telejesiil. Vildgos, hogy
2% = 1000a + 100a + 10b + b = 11(100a + b),

ezért 11|22, és igy 11|x. A széba joheté széamok 33,44,55,66,77,88,99, a megfeleld
négyzetek koziil egyediil a
882 = 7744

felel meg a feladat feltételeinek.
Megoldds MAPLE-lel: for a from 1 to 9 do; for b from 0 to 9 do; n:= a(103+
10%)+11b; if type(sqrt(n), integer) = true then print(n); end if; end do;

end do;
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70. Feladat. (K6Mal K.356.) A 2x01x2 hatjegyli szam két szdmjegye hidnyzik. Milyen
szamjegyeket irjunk a hidnyz6 helyekre, hogy az igy kapott hatjegyl szdm oszthatd
legyen 36-tal és 117-tel is?

Megolddsvdzlat: Mivel a 36 = 4-9 és 117 = 9-13, ezért hatjegyli szdmunknak oszthaténak
kell lenni 4-gyel, 9-cel és 13-mal. A 4-gyel val6é oszthatosag miatt az utolsé két szambol
képzett szam oszthatd 4-gyel, ezért az utolso el6tti szamjegy (uesz) csak 1,3,5,7,9 lehet.
Mivel a hatjegyli szam oszthato 9-cel is, ezért a szamjegyek Osszege is oszthatd 9-cel, ha
az uesz 1, akkor a mésodik szdmjegye 3, ha az uesz 3, akkor a masodik szdmjegy 1, ha
az uesz b, akkor a masodik szamjegy 8, ha az uesz 7, akkor a masodik szamjegy 6, és

végiil, ha az uesz 9, akkor a mésodik szamjegy 4 lehet. A megfelel6 szamok
230112,210132, 280152, 260172, 240192.

Tudjuk, hogy a keresett szdm még 13-mal is oszthatd. Ennek a feltételnek mar csak a

210132 tesz eleget, ezért a keresett szamjegyek az 1 és a 3.

Megolddas MAPLE-lel: for a from 0 to 9 do; for b from 0 to 9 do; n:= 2-10°+
al0*+100+10b+2; if n mod (36-13) = 0 then print(n); end if; end do; end
do;

71. Feladat. (KoMal Gy.3254.) Van-e olyan kobszam, amelynek tizes szamrendszerbeli
alakja
abababl

alaku?
Megolddsvdzlat: Jeloljon n = k> egy olyan tulajdonsagi kobszamot, amely a fenti alakd.

Mivel 10% < n < 1077 ezért 100 < k < 215. Felhasznalva a tizes szdmrendszerbeli alakot,
kapjuk, hogy

n=1+4+b-10+a-1004+b-1000 +a-10* +b-10° + a-10° =

=1+b(10 + 10* + 10°) + a(10* + 10* + 10%).

Ebbél adédik, hogy
n =1+ (104 10% 4+ 10°)(b + 10a),
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és igy n — 1 oszthaté 30-cal. Mivel
n—1=k-1=(k-1D)k>+k+1)

oszthaté 30-cal, megmutatjuk, hogy k—1 is oszthatd 30-cal. Mivel a szam kébe paratlan,
ezért k paratlan és k — 1 paros. A k szam kobe 31+ 1 alakd, ahol [ egy egész szam, ezért
a k szam is csak 3l 4+ 1 alakd lehet. Vilagos, hogy a k szdm nem oszthaté harommal,
és ha 31 + 2 alakt lenne, akkor a koébe is ugyanilyan alakd. Ha k oszthatd 5-tel, akkor
k3 — 1 nem oszthaté 5-tel, ha k = 51 + 2 alakd, akkor k3 — 1 = (51 + 2)3 — 1 kett6t ad
maradékul 5-tel osztva, ha k = 51+ 3, akkor k3 — 1 egy maradékot ad 5-tel osztva, végiil,
ha k = 51 + 4 alaki, akkor k% — 1 hdrom maradékot ad 5-tel osztva. Tehdt k = 51 + 1
alaki, ebbol kovetkezik, hogy k& = 301 4+ 1 alakd. A 100 < k < 215 intervallumban ilyen
szamok a k = 121,151,181, 211, amelyek koziil egyediil a 211 felel meg,

2112 = 9393931.

Megolddsvdzlat MAPLE-lel: for a from 1 to 9 do; for b from 0 to 9 do; n =
al0% 4 b10° + al0* + 0103 + al0? + 10b + 1; if type({/n, integer) = true then

print(n); end if; end do; end do;
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4. fejezet

Polinomok és fuggvények

1. Feladat. (K6MaL B3426.) Mit kapunk maradékul, ha az x2°°! polinomot elosztjuk
(z + 1)%nel?

Megolddsvdzlat: A polinomok maradékos osztasdnak tétele értelmében a maradék vagy

azonosan nulla, vagy legfeljebb egy els6fokt polinom, mondjuk a -z + b. Ekkor felirhatd,

hogy
220 = f(z)(x+1)? 4+ a-x+D.

Behelyettesitve az © = —1-et, kapjuk, hogy b — a = —1. Derivalva mindkét oldalt,
adédik, hogy
2001229 = f'(z)(x +1)* + 2(z + 1) f(z) + a.

Megint behelyettesitve az x = —1-et, kapjuk, hogy 2001 = a, amibdl a maradék polinom
2001z + 2000.

Megoldds MAPLE-lel: taylor (x2001, r=—1, 2002);
—142001(z +1) —2001000(z +1)% +1333333000(z +1)% — . .. — 1333333000(z + 1) 298+

2001000(z + 1)'% — 2001 (z + 1)2°% 4+ (& + 1)290!

2. Feladat. (KoMalL 3664.) Keressiik meg azt a legalacsonyabb foku egész egyiitthatds
p(x) polinomot, amelyre teljesiil, hogy féegyiitthatdja 1, tovabba p(0) = 0,p(1) = 1 és
p(—1) =3.

Megolddsvdzlat: Vildgos, hogy nincs olyan linedris p(z) polinom, amelyre teljesiilnének

145
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a feltételek. Megmutatjuk, hogy masodfoku, 1 féegytitthatés polinom sem létezik ugy,
hogy p(0) = 0,p(1) = 1 és p(—1) = 3. Keressiik a polinomot 2% + az + b alakban. Mivel
b=0,ezért 1 +a=14és1—a =3, ami ellentmondas. fgy a keresett polinom legaldbb
harmadfoki, p(x) = 3 + az? + bx, a konstans tag 0, mert p(0) = 0. Ekkor 0 = a + b és

4=a—b azaz a =2 és b= —2.

Megoldds MAPLE-Iel:
with(CurveFitting);
PolynomialInterpolation([[0,0],[1,1],[—1,3]],2));

2% —

Mivel a kapott polinom nem fépolinom, ezért a harmadfoki polinomok koézott keressiik

a megoldast. fgy kapjuk a fenti egyenletrendszert az egytitthatokra:
solve ({a —b=4,a+b=0},]a,b]);

3. Feladat. (K6MaL B.3581.) Mennyi az
11001 + 1000z + 99922 4 . .. + 2279 4 21909
fliggvény legkisebb értéke?
Megoldadsvdzlat: Legyen
g(x) = 1001 + 1000z + 999z% 4 ... + 2299 4 21000,

ezzel a jeloléssel keresend§ a |g(x)| fiiggvény legkisebb értéke. Megkeressiik a g(z) poli-
nom legkisebb értékét. Ha ez az érték negativ, akkor mivel g(x) pozitiv értékekre pozitiv
és a polinomfiiggvény folytonos, ezért g(x) valamilyen valds z-re 0-t vesz fel, vagyis eb-
ben az esetben |g(x)| legkisebb értéke nulla lenne. A g(z) legkisebb értékét negativ z-ek

esetén keressiik. Tekintsik a

g(x)(x —1)% = 21092 — 1002z + 1001
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fliggvényt, vagyis
() 21992 _ 10022 + 1001
xr) =
g (x—1)?

A fiiggvénynek ott lehet széls6értéke, ahol az els§ derivalt nulla.

() (r —1)2(100221%°1 —1002) — 2(2 — 1)(2°°? — 10022 + 1001)
xr) =

Konnyen ellendrizhetd, hogy ¢'(—1) = 0, és legyen
g'(z) = (z + 1h(z).

Megmutatjuk, hogy h(z) > 0 minden z < szdmra. Valéban,

/
g'(x)
h(z) = =
@)=
CEHeES [(5012'%F — 501)(z — 1) — 2'%%? — 1002z — 1001] =
2
e 00w — 801 4 501 — 500) =
T — T

2
(=P +1)

Ha z < —1, akkor a tort pozitiv, a zardjelben szereplo kisebbitendé is pozitiv, a ki-

- (500(z'%%? — 1) — 501z (2" — 1))

vonandé negativ. Ha —1 < x < 0, akkor a tort negativ, a kisebbitendé is negativ, a
kivonandé pozitiv. Ebbél az kovetkezik, hogy h(x) > 0, ha z < 0,2 # —1. A g fiiggvény

méasodik derivéltja

21000 4(100221901 — 1002)  6(2'9°2 — 10022 + 1001)

"(z) = 1003002 — ,
o ) )
amibe behelyettesitve az x = —1 értéket, pozitiv szdmot kapunk, ezért a |g(x)| fliggvénynek
az © = —1 pontban lesz minimadlis az értéke, és ez |g(—1)| = 501.

Megoldds MAPLE-lel: Lasd a 4.1 abrat!

4. Feladat. (KéMaL C.588.) [rjuk fel az f : (—00, —2) — R,z — 22248z +7 fiiggvény

inverzét.
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4.1. dbra. A Inln x1°02—(316(1012)x2+1001 fliggvény grafikonja

Megolddsvdzlat: Az y = 22% + 8x + 7-bél y = 2(x + 2)? — 1 adédik, igy (z +2)% = %1

Vilagos, hogy minden x < —2 értékhez pontosan egy y > —1 érték tartozik, és minden

y > —1 esetén y%“l > 0 és pontosan egy olyan z < 0 szadm létezik, melyre z? = yTH

z+2 _ y+1
2 2

teljesiil, vagyis pontosan egy x < —2 szam, melyre . A fliggvény inverze a

y+1_
2

g:(-1,00) =Ry — — 2
fliggvény.

Megoldds MAPLE-lel: solve(22? + 8z + 7 =1y, x);

—2+%\/2+2 ,—2—%\/2—1-23/

5. Feladat. (KoMaL B.3327.) Adjunk meg egy egész egytitthatés polinomot, amelynek

T4 !
a cos 75 zérushelye!
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Megolddsvdzlat: Tsmeretes, hogy
cos b = 16 cos® o — 20 cos® o + 5 cos a.

Ezt tételt akar a Moivre-képlet, akar az addicios tételek segitségével bizonyithatjuk.
Ezért

s mT\2 T3 T
0—COS5-TO—16(COSTO> —20<COSE) —|—5COSE,

ebbdl kiinnyen leolvashatd, hogy egy egész egyiitthatos polinom, amelynek zérushelye a
oS {g°
162 — 2022 4 5.

Megoldds MAPLE-lel: convert (cos(m/10), ’radical’);x4/2(5+/5)

6. Feladat. (KoMaL B.3446.) Hatdrozzuk meg a g(x) polinomot gy, hogy a p(z) =

x? + x + 1 polinommal
p*(x) = 2p(w)q(x) + ¢*(x) — 4p(x) + 3q(2) +3 =0

azonossag teljesiiljon.

Megolddsvdzlat: A feltételt atirva kapjuk, hogy

(p(z) — q(x))* = 4p(x) — 3q(z) — 3.

Ha ¢(z) foka degq > 3, akkor a bal oldalon egy 2deggq, a jobb oldalon egy deggq fokud
polinom &llna, ez lehetetlen. Ha ¢(z) foka ketténél kisebb, akkor a jobb oldalon negyed-
foku, a bal oldalon mésodfoki polinom &ll, ami szintén lehetetlen. fgy degq(z) =2, és
legyen

q(x) =ax* + (b+ 1z +c+1

alaki. Ha az a féegyilitthaté nem egy, akkor a jobb oldalon egy negyedfoki polinom &ll,

a bal oldalon egy masodfoki, ezért a = 1. A tovébbiakban a ¢(z) polinomot
gx)=2*4+ b+ Dz +c+1

alakban keressiik. Ekkor
(p(x) — q(x))* = (bx + ¢)*,
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és
4p(x) —3q(z) —3 = 42’ + 4w+ 4 — 322 —3(b+ 1)z —3(c+1) -3 = 2+ (1 - 3b)z — 2 — 3c.
A megfelel6 egyiitthatékat Gsszevetve kapjuk, hogy (b,¢) = (1,—1), (=1, —2), vagyis

q(z) = 2% 4 22, ¢a(w) = 2° — 1.

Megoldis MAPLE-lel: A q(x) polinom masodfoki, ldsd a fenti gondolatmenetet, ezért
q(r) =ar®’ +bx+c. p := 2> +x+1; q := ar? +bxr +c;

p=a’+z+1

qg:=ar’+br+c

collect(expand(p? — 2pq +¢> —4p+3¢+3), z);
(a? — 2a + D)zt + (2ab — 2b + 2 — 2a) 2> + (=1 + 2ac — 2b — 2¢ + b + a)x+

(=2¢ — 24 b+2bc)z + ¢ + ¢

solve({c? + ¢ = 0,a> —2a+1 = 0,—2c — 2+ b+ 2bc = 0,2ab — 2b + 2 — 2a =
0, —1 + 2ac — 2b — 2c + b> +a = 0}, [a, b, c]);

[a=1,b=0,c=—1],[a=1,b=2,c= 0]

7. Feladat. (AIME, 1986) Az 1 — 2z + 22 — 2% + -+ + 21® — 2! polinom felirhaté
ao + a1y + agy® + - - - + a16y'® + a17y'7, alakban, ahol y = x 4+ 1. Mennyi as?

Megolddsvdzlat: Lathatd, hogy az
16 17

l—z+a? -2+ 420 -2

osszeg egy 1 kezd6tagl, —r hanyadosi mértani sor elso 18 elemének az Osszege, ezért a
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jol ismert formulat alkalmazva

1_x+x2_x3+___+$16_x17:(—95)18—1:1—51718:1—(9—1)18
—r—1 z+1 Y

adodik. Mivel az y? egyiitthatéjat kell kiszamolni, ezért elegendd kiszamolni az (y —1)*8-

ban az y> egyiitthatéjit. A binomidlis tételt hasznalva:

18 18 18 18
18 _ 18 17 6 3 2
(y—1) Y 18y +<2>y (15>y +<16>y (17>y+1,

ezért

Megoldds MAPLE-lel: £:=sum((—1)'2% i = 0..17);

4 17

f= l—z+a? -t —ab ol — T8 — 2% 4210 — 12 B M 154 216y
taylor(f,x = —1,18);
18—153(2+1)+816(x+1)? —3060(x+1)3 +8568(x+1)* — 18564 (2 +1)° +31824(x+1)5—

43758(x 4+ 1)7 4 48620(x + 1)® — 43758(x + 1)° + 31824(z + 1) — 18564(x + 1)+

8568(x + 1)12 — 3060(x + 1)'3 + 816(z + 1) — 153(x + 1)1 + 18(x + 1)1 — (2 + D)7

8. Feladat. (AIME, 1988) Hatdrozzuk meg az a és b egész szamokat tigy, hogy 22—z —1

osztéja legyen az az'” + bz + 1 polinomnak.

Megolddsvdzlat: Tegytik fel, hogy valamely P(z) egész egyutthatds polinomra teljesiil,

hogy
(2% — 2z — 1)P(z) = az'™ 4 bz'® + 1.

Keressiik a P(z) polinomot

P(x) = ajsx® + apax™ + ...+ ag2® + a1z + ag
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alakban. Koénny 1atni, hogy
(22 —z—1)P(x) = (2% —z — D(a52™® + apa™ + ... + a22® + a1z + ag) =
a5z’ + (a1s — a15)2'® + (a13 — ars — ars)a™ + .. 4
+(a; — ajy1 — aj12)2? + ...+ (ap — a1 — az)x* — (a1 + ag)x — ap.
Az egyiitthatokat osszevetve, kapjuk, hogy
apg=—1,a1 =1,a0 = —2,a3 = 3,a4 = —5,a5 = 8.
Folytatva a fenti szamsorozatot, kapjuk, hogy
aj = (=1 Fj,

ahol F; a Fibonacci sorozat j. tagjat jeloli (A Fibonacci sorozat olyan mésodrendii
rekurziv sorozat, amelyre Fy = 1,Fy = 1 és Fj o = Fji1 + Fj teljesiil). fgy konnyt
szamolas adja, hogy

a = a5 = F15 = 987.

Megoldds MAPLE-lel: A := solve(z? —x —1=0,2);

1 1 1 1
A==+ V6, = — =
2+2\/5’2 2\/5

solve ({aA[1]'" + bA[1]'6 +1 = 0,aA[2]'" + bA[2]'6 + 1 = 0}, [a, ]]);

[[a = 987,b = —1597]

9. Feladat. (AIME 2001, I) Mennyi az &sszege az

1 2001
$2001 + <2 - l’) =0

egyenlet valds és nem-valés gyokeinek, ha tudjuk, hogy az egyenletnek nincs tobbszoros



153

gyoke.

Megolddsvdzlat: Vilagos, hogy a polinom foka 2000, mert a binomidlis tételbol adéddan
kapjuk a —220% tagot is. Mivel nincs tébbszoros gyok, ezért ha x gyok, akkor % -
is, igy 1000 par olyan gyokiink van, amelynek az Gsszege %, azaz az Osszes gyok Osszege
500.

Megoldds MAPLE-lel: coeff (x2%01 4 (1/2 — 2)2001 52000,

2001

2

coeff (z2001 4 (1/2 — g)2001 51999y,

—500250

10. Feladat. (AIME, 2004, I) Jelélje C az x? egyiitthatéjat az
(1—2)(1+22)(1—3z)---(1+ 14x)(1 — 15x)

szorzat kifejtésében. Mennyi |C|?

Megolddsvazlat: A gyokok és egyiitthatdk kozotti osszefiiggésekbdl adddik, hogy az
flz)=(01—-2)1+422)(1 —3z)--- (1 + 14z)(1 — 15z)
szorzatban az x egyltthatdja
—-14+2-3+4+...+14-15=-8.

Ezért f(x) felirhaté
f(z)=1—-8z+ Cx? + 23Q(x)

alakban, ahol Q(z) egy polinom.
f(—z) =1+ 8z + Cx? — 2°Q(~x),

flx)f(—x) =1+ (2C — 64)9U2 + 563@1(17),



154

ahol @Q1(x) egy polinom. Azonban
fa)f(=z) = (1 —a?)(1 —4a?)--- (1 - 22527),
és Gsszevetve az 2 egylitthatdjat,
20 — 64 = —(12 4+ 22 + 3% + ... + 142 + 15%) = —1240
adédik, amibél |C| = 588.
Megoldds MAPLE-lel: coeff (mul(1+ (—1)%z,i = 1..15), 22);

—588

11. Feladat. (AIME, 2007, I) A P(z) polinom egy harmadfoku polinom. Melyik az a
legnagyobb k szdm, amelyre Q1(z) = 22+ (k—29)x — k és Qa2(z) = 222 + (2k —43)z + k

polinomok egyarént oszt6i a P(x)-nek?

Megolddsvdzlat: Vilagos, hogy a két masodfoki polinomnak van egy kozos gyoke, legyen
ez a. Ekkor a gyoke a
Q2(x) — 2Q1(x) = 15z + 3k

polinomnak is, vagyis 15a + 3k =0, = —g. A —% gyoke a Q1(x) polinomnak, azaz

k2 k
T i k-29)-(-Z) —k=0
b e-2) ( 5) ,

amibdl k? = 30k adédik, igy a k legnagyobb értéke k = 30. Konnyen ellenérizhetd, hogy
k = 30-ra a Q1(x) és Q2(z) polinomoknak van kozos gyodke.

Megoldds MAPLE-lel: resultant (z? + (k — 29)x — k,22% + (2k — 43)z + k, 2);
1080k — 36k

factor (1080k — 36k2);
—36k(—30 + k)

12. Feladat. (AIME 2010, I) Legyen P(x) méasodfokd valds egyiitthatés polinom,
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amelyre
22— 20 +2< P(z) <22% -4z +3

teljesiil, minden valds x esetén. Tegyiik fel, hogy P(11) = 181. Mennyi P(16)?
Megolddsvdzlat: Teljes négyzetté alakitva a mésodfokd polinomokat, kapjuk, hogy
2 —2r+2=(x—1)*+1,
és
202 — 4o +3=2(x —1)* + 1.

Ebb6l kovetkezik, hogy a P(z) polinomnak is (globélis) minimuma van az x = 1 pontban,
azaz
P(z)=a(z — 1) +b=az? - 2azx+c

alakban kereshetd, ahol a, ¢ valés szamok, és a pozitiv. A nagysagrendi feltétel miatt
P(1) =1, P(11) = 181,

ebbol
—a+c=1,99a + c = 181.

Kivonva az egyenleteket egymasbdl

adédik, c = ¥. A P(z) polinom

és P(16) = 406.

Megoldds MAPLE-lel: Lasd a 4.2 abrat!

13. Feladat. (AIME, 2010, IT) Keressiik meg azt a legkisebb pozitiv egészt n-t, amellyel
az

2t — nz + 63

polinom két nem-konstans, egész egyiitthatés polinom szorzatara bomlik.
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4.2. dbra. Az 22 — 2z + 2 és a 22? — 4x + 3 fiiggvények grafikonjai

Megolddsvazlat: Két esetet kiilonboztetiink meg, aszerint, hogy a tényezok kozott egy
elso- és egy harmadfok, illetve két méasodfokid polinom szerepel. Megjegyezziik, hogy ha
egy egész egyiitthatds polinom nem trividlis médon felbomlik két raciondlis egytlitthatos
polinom szorzatara, akkor felbomlik két, ugyanilyen fokszamu egész egytitthatés polinom
szorzatara is, és mivel a faktorizdland6 polinom egy féegyiitthatds, ezért a faktorok is

egy féegyutthatdsak lesznek.

1. eset:

Az els6 esetben tegyiik fel, hogy
2t —nx +63 = (z - a)(@® +ax? + bx + ¢
irhaté, ahol a, a, b, c egész szamok. Lathatd, hogy « osztdja a 63-nak, ezért
oa==+1,43,+7,49, +21, +£63
leheséges. Az

(z —a)(@® 4+ azx? + bx +¢) = 2* + (a — a)2® + (b — aa)z® + (c — ab)x — ac
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alakbol
a=ab=a’c—a®=—n,
végill ¢ = —% miatt
3 63
n=ao + —
a

kovetkezik. Ebb6] az alakbdl latszik, hogy csak az a > 0 értékeket kell tekinteni, és n a

minimalis értéket a = 3 esetén veszi fel, ekkor n = 48.

2. eset:

Ekkor
zt —nz +63 = (x2 + a1z + bl)((x2 + asx + b2).

Kifejtve a szorzatot
a1+ as =0,b; + bo + aras = 0,a1by + bias = —n, b1by = 63
adddik. Az els6 egyenletbOl a; = —as, ezt beirva a masodikba, kapjuk, hogy
by + by = a?.

Mivel bibe = 63, ezért elegendé a (by,b2) = (1,63), (3,21),(7,9) eseteket vizsgdlni, ame-
lyek koziil a (b1,b2) = (1,63),(7,9) esetek felelnek meg, ezekbdl n-re a 496 illetve a 8
értékeket kapjuk.

Megoldds MAPLE-lel: for n from 1 to 10000 do; if irreduc(z?—nz+63) = false
then print(n);end if;end do;

48
64
352
496
736

9264
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5. fejezet

Sorozatok

1. Feladat. (KoMaL C.1087.) Egy szdmtani sorozat elsé eleme 1, a masodik eleme n,

els6 n elemének Gsszege pedig 33n. Hatarozzuk meg n értékét.

Megoldasvdzlat: A szamtani sorozat differencidja n — 1. Az els6 n tag S, Osszegére

vonatkozé képletet hasznélva

n(ar +an)  n(1+(n— 1)2)

5 = 5 = 33n.

Sp =

Az egyszerisitések utan n = 9 adodik.

Megoldds MAPLE-lel: solve((n — 1)% + 2 = 66, n);

[[9, =7]]

2. Feladat. (K6MaL K.13.) Hatédrozzuk meg a
L G

Osszeg utolsd két szamjegyét.
Megoldasvdzlat: A mértani sor 6sszegképletét hasznalva

72006 7

AT T =

159
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A binomidlis tételbol kovetkezik, hogy

1003
72006 — (50 — 1)1993 = 10004 — ( 0 >2500 41003 - 50 — 1 = 10008 + 649,

azaz
72006 — 7 1000B + 649 — 7 5008
= = + 107,
6 6 3
és % utols6 két szamjegye nyilvanvaléan 0. Tehat az utolsé két szamjegy 07 lesz.

Megoldds MAPLE-lel: sum (7¢,i = 1..2005);

30797610223128525661 . . . 2262083769819607

3. Feladat. (KoéMalL C.778.) Egy szamtani sorozatban jeldlje S,, a sorozat els6 m

elemének az Osszegét. Bizonyitsuk be, hogy minden n > k > 1 esetén

SnJrk: _Sn_Sk
n+k n—k

Megolddsvdzlat: Ismert, hogy

g (n+k)(ar +ansr)  (n+Ek)(2a1 + (n+k —1)d)
n+k — = ,

2 2
és hasonldéan
n(2a; + (n — 1)d) k(2a1 + (k —1)d)
Sn = ,Sk: = )
2 2
amibél
2a1(n—k)+ (n(n—1) —k(k—1))d
S, — Si =
2
Azonban

nn—1)—klk—1)=n—-kn+k-1),
ami bizonyitja az allitast.

Megoldds MAPLE-lel; £ :=C¢nthjdinth)  Cartin-dn-(Quit DOk, o3 s £y f);
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4. Feladat. (KoMal C.752.) Igazoljuk, hogy ha az a,b, ¢ pozitiv szdmok egy mértani

sorozat egymaést koveto elemei, akkor az

a+b+c,/3(ab+ be+ ca), V2Tabe

szamok is egy mértani sorozat elemei.

Megolddsvdzlat: Mivel az a,b,c pozitiv szamok egy mértani sorozat egymést koveto

elemei, igy ac = b? teljesiil. Meg kell mutatni, hogy
V27abe - (a + b+ ¢) = 3(ab + be + ac).

27abe = 2703 és
V/27abe = 3b,

igy a bal oldal
3b(a + b+ c) = 3(ab+ be + b?) = 3(ab + be + ac).

Megoldds MAPLE-lel: factor(3b(a + b+ ¢) — 3(ab+ bc + ca));

3% — 3ca

5. Feladat. (KoMaL C.984.) Egy pozitiv szamokbdl all6 szamtani sorozat nem
feltétlentil egymds utan kévetkezo tagja a, b és c. Tudjuk, hogy

Adjuk meg a sorozat differencidjat!

Megolddsvazlat: A feltétel mindkét oldalat megszorozva kapjuk, hogy
0 = be(c — b) + ac(a — ¢) + ab(b — a) = bc? — b*c + a’c — ac® + ab(b — a) =
(b —a) —c(b® —a®) +ab(b—a) = (b—a)(c* — c(a+b) + ab) =

(b—a)(c—a)(c—0b).
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Ebbél a = b vagy a = ¢ vagy b = ¢ kovetkezik, ezért a szdmtani sorozat differencidja 0.
Megoldds MAPLE-lel: factor (bc(c —b) 4 ac(a — ¢) + ab(b — a));

—(—c+b)(a—c)(=b+a)

6. Feladat. (KoMaL C.1064.) Az z,y,z valds szamok egy nem konstans szamtani

sorozat egymast koveto tagjai, melyekre teljestil, hogy
cosz +cosy +cosz =1,

sinx +siny +sinz = —.

V2

Mennyi a sorozat 12. tagjanak tangense, ha az elsé tag x volt?

Megoldasvazlat: Vegyiik az egyenletek négyzeteit és adjuk oket Ossze:
cos® z + coszy + cos? z + 2cosxcosy + 2cosxcosz+ 2cosycosz =1
illetve
) ) ) . . . . . . 1
sin”“ x + sin” y + sin“ z + 2sinxsiny + 2sinxsinz + 2sinysinz = 2
az egyenleteket Osszeadva, felhasznalva a
sin? o + cos? = 1,

és

cos acos 3 + sin asin § = cos(a — 3)

Osszefiiggéseket

3
3+2cos(z —y) +2cos(x — z) + 2cos(y — z) = 3

adédik. Mivel az x,y, z egy nem konstans szamtani sorozat egymast koveto tagjai, ezért

y=x+d,z=2x+2d.
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Igy a
3+ 2cos(—d) + 2 cos(—2d) + 2 cos(—d) = g

egyenloséget kapjuk, ebbol
2cosd + cos2d = —Z.

Mivel

cos2a = 2cos? o — 1,

ezért .
2cos>d+2cosd — 1 =0.

A masodfoki egyenlet egyetlen megoldasa felel meg a cosd > —1 feltételnek:

301
d=/5— =
COS \/; 9

Az x = y —d és z = y + d helyettesitéseket alkalmazva a feladat els§ egyenletében,
kapjuk, hogy
cos(y — d) + cosy + cos(y + d) =1,

1 \/5
COSYy = ———— =4/ —.
y 1+ 2cosd 3

Ezekbdl az adatokbdl a d és y értékek konnyen meghatarozhatdak, a sorozat 12. tagja
pedig y + 10d.

és ebbdl

Megoldds MAPLE-lel: solve(2x? + 2z — 1/4 = 0,1);

ERVERY:

7. Feladat. (KoMaL B.3529.) Egy mértani sorozat elsé néhany tagjanak osszege 11,

négyzetosszegiik 341, kobosszegiik 3641. Hatarozzuk meg a sorozat tagjait.

Megolddsvdzlat: A megadott feltételek szerint:
ar+as+...+a, =11,

a?+ad+ ... +a? =341,
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és
al +ad+ ... +ad = 3641.

A mértani sor dsszegképletét felhesznélva, kapjuk, hogy

n
—1
a1 — 11,
q—1
2n
2q”" —1
= 341
ay q2_1 )
és 3n
-1
a3~ — 3641.
q°—1

Megjegyezziik, hogy q # 1, kiilonben ain = 11,a3n = 341 adédik, amibdl n = %

kovetkezne. Az els6 egyenlettel elosztva a masodik illetve harmadik egyenletet, kpjuk

az "o
alq + :31,
q+1
illetve on .
1
a%qQ—Fiq—’_2331
¢ +q+1

egyenleteket. Mivel

a(q" —1) =11(g —1)
és

ai(q" +1) =31(g + 1),

ezért az egyenleteket kivonva, kapjuk, hogy
a1 = 10q + 21,

és
n:11(q—1) 1:21q+10
10q + 21 10g +21°

(Vildgos, hogy a1 # 0). Ezeket az értékeket behelyettesitve a

2¢”" +q" +1

a =331
VP tg+1
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egyenletbe, kapjuk, hogy
2¢> +5q +2=0,

gy 1 = —2,q0 = —%. Ennek megfeleléen kapjuk, hogy
ap=1,n=5

vagy
ap = 16,n = 5.

Megoldds MAPLE-lel: solve(2¢> +5¢+2=0,¢);
1

—=, -2

2

8. Feladat. (AIME, 1989) Tegyiik fel, hogy n egy pozitiv egész, és jeloljon d egy

szamjegyet a 10-es szamrendszerben. Mennyi n, ha tudjuk, hogy

n
— = 0.d25d25d25 . . ..
310 0.d25d25d25

Megolddsvdzlat: Felhasznaljuk a végtelen mértani sor 0ssegképletét:

= 1
0.d25d25d25 ... = 3 d25 _ 100d + 25

£ 1000 999
=1
amibdl kapjuk, hogy
n _ 100d + 25
810 999
ezert 100d + 25 4d + 1
+ +
=30————— =750 )
" 37 37

A 750 és a 37 relativ primek, igy a 37-nek osztania kell a 4d + 1-et. FEz csak a d = 9
esetén lehetséges, ezért 4d + 1 = 37 és n = 750.

Megoldds MAPLE-lel: for d from 1 to 9 do; if type((1/999)(810(100d+25)), integer)
= true then print(d); end if; end do;
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9. Feladat. (AIME, 1993) Legyen
Py(z) = 2 + 3132% — 77z — 8,
és Py(x) = P,—1(x — n). Mennyi az egyiitthatdja az x-nek a Pyy(x) polinomban?
Megolddsvdzlat: A definiciét kévetve vilagos, hogy
Py(z) = Po(z—20) = Pig(2—20—19) = ... = Py(z—19—18—17—...—2) = Py(z—(20+..

azaz
Pgo(:l/‘) == Po(x - 210)

A Py(x) polinom definicijat felhasznélva,
Py(z — 210) = (x — 210)3 + 313(z — 210)% — 77(x — 210) — 8,
igy ebben a kifejezésben kell kiszamolni = egytitthatdjat.
(z —210)% = 2® — 3-2102% + 3 - 210%z — 2107,

((x — 210)* = 2% — 2- 210z + 210°.

A keresett egyltthato:

3-210% — 313-2-210 — 77 = 630 - 210 — 626 - 210 — 77 = 840 — 77 = 763.

Megoldds MAPLE-lel: expand(subs(z = x — 210, 23 4 31322 — 772 — 8));

2% — 3172% + 763z + 4558462

10. Feladat. (AIME, 2002, I) Legyen k > 1 egész szam és

1

"k

+1)),
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Tudjuk, hogy
1

29

valamely pozitiv egész m < n szamokra. Mennyi m + n?

am +ame1 +...+ap—1 =

Megolddsvdzlat: Vegyiik észre, hogy

1 1 1

B2+k k k+1
Ebbs] adédik, hogy

1 1 1 1 1 1 1 1

m2+m+”'+(n—1)2—|—(n—1) m m—|—1+m—|—1_m—|—2+'”+n—1 n

9

amibol az Gsszegzés utan az

egyenletet kapjuk. Tovabb alakitva, az
(m — 29)(n 4 29) = —29°

egyenletet kapjuk. Mivel m és n pozitiv egész szamok, konnyt latni, hogy ebb6l m—29 =
—1 és n + 29 = 292 kovetkezik, igy m +n = 28 + 28 - 29 = 30 - 28 = 840.

Megoldds MAPLE-lel: for n from 1 to 10000 do; if type(1/(1/29+41/n), integer)

= true then print(n); end if; end do;

812

11. Feladat. (AIME, 2002, IT) Ismert, hogy
logg a + logg b + logg c = 6,

ahol a, b, ¢ egy novekvé mértani sorozatot alkoté pozitiv egészek és b — a teljes négyzet.
Mennyi a + b+ ¢?

Megolddsvdzlat: Az egyenletbél adddik, hogy

abe = 65.
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Mivel a = g és ¢ = bq, ezért b = 36 (ne feledjiik el, hogy az a, b, ¢ szdmok pozitiv egészek).

Ismert, hogy b — a teljes négyzet, igy az a-ra széba johetd értékek a = 11,20, 27,32 és
35. A megfelel6 hanyadosértékek:

36 36 936 436 9 36

11°20  5°27 3'32 835

Rovid szamolas mutatja, hogy csak a % johet széba hényadosként, ekkor ¢ = 48. A
keresett Osszeg: a4+ b+ c = 111.

Megoldis MAPLE-lel: for a from 1 to 36 do: ¢ := 1296/a; if ‘and‘(type(c,
integer) = true, type(sqrt(36—a), integer) = true) then print(a): end if:
end do;

27

36

12. Feladat. (AIME, 2007, II) Az zg,z1,... egy novekvé mértani sorozat, amely a 3
egész kitevos hatvanyaibdl all. Tudjuk, hogy

7

Z logs(z,) = 308

n=0

és

7
56 < logg (Z mn) <57

n=0

teljestil. Mennyi logs(x14)?
Megolddsvdzlat: Az els6 egyenlettel foglalkozunk. A logaritmus azonossagait felhasznélva
logs (20 - 20q - T0q* - 20q” - Tog* - 20q” - 20q® - T0q") = 308,

AZaAZ
logg(xg . q1+2+...+6+7) = 308.

Ezért

25?8 = 3308,



169

Felhasznélva a feltételt, adédik, hogy zo = 3%, ¢ = 3% ahol a, b pozitiv egész szamok. fgy
8a + 28b = 308.
Ebb6l a lehetséges (a, b) parok:
(a,b) = (35,1),(28,3),(21,5),(14,7),(7,9)

A mértani sor Osszegképletét hasznalva

3% -1
fon—fﬂoq_l =¥

Ebb6l kovetkezik, hogy az a + Tb sszeg "nagyjdbol” az [56,57] intervallumba esik.
Koénnyti 14tni, hogy a fenti szédmpérokbdl csak a (21,5) par tesz ennek a feltételnek
eleget, ezért

x14 = zoqtt = 3213514 = 391 Jog,(x14) = 91.

Megoldds MAPLE-lel: for a from 1 to 280 do:
for b from 1 to 300 do:
if 8a + 28b = 308 then print(a,b);end if;end do;end do;

7,9

14,7
21,5
28,3

35,1

14. Feladat. (AIME, 2009, I) Egy haromjegy(i szamot mértaninak hivunk, ha szamje-
gyei kiillonbozbek, és balrdl jobbra haladva, egy mértani sorozatot alkotnak. Mennyi a

kiilonbsége a legnagyobb és a legkisebb mértani szamnak?

Megolddsvdzlat: Az altalanossdg megszoritdsa nélkiil feltehetjiikk, hogy a legnagyobb

mértani szam 9-essel kezddédik, hiszen példdul a 931 is mértani szam A mésodik szamjegy
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nem lehet sem a 8, sem a 7, mert ezekben az esetekben a harmadik szamjegy nem lenne
egész. Ha a masodik szamjegy a 6, akkor a harmadik szamjegy a 4, igy a legnagyobb
mértani szam a 964. Konny latni, hogy a legkisebb mértani szam a 124, igy a keresett
kiilonbség: 964 — 124 = 840.

Megoldds MAPLE-lel: for a from 1 to 9 do: for b from 0 to 9 do: for ¢ from
0 to 9 do: if ‘and(b? = ca,(—c+b)(a—c)(—b+a) <> 0) then print(a,b,c); end
if; end do; end do; end do;

1,2,4

1,3,9
2,4,8
4,2,1
4,6,9
8,4,2
9,3,1

9,6,4



6. fejezet

Feladatok

1. Feladat (IMOLL, 1969) Fejtsiik ki a (cos T +isin )" kifejezést két kiilonbozs

moédon, és ennek segitségével bizonyitsuk be, hogy
10 10 1/10 4
— — = 2"
()= (5) +2(5)
2. Feladat (IMOLL, 1966) Hany valés megolddsa van az
x = 1964 sinx — 189

egyenletnek?

3. Feladat (IMOLL, 1966) Tekintsiikk az aj,as,...,ag,aigp egymas utan kovetkezd

szaz természetes szamot. Mennyi az utolsé két szamjegye az
a§+a§+...+a§00
Osszegnek?
4. Feladat (IMOLL, 1971) Tudjuk, hogy az
z+y+z=23,
3 493 + 2% =15,

171
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et 4yt + 21 =35

egyenletrendszernek van egy olyan valés x,y, z megoldasa, amelyre z2 + y? + 22 < 10.
Mennyi 2 + 3° + 257

5. Feladat (IMOLL, 1972) Hatédrozzuk meg az
l+az+a2?+2° + 2" =y?
egyenlet egész (x,y) megolddsait!

6. Feladat (IMOLL, 1972) Ha a 13'%! tizes szdmrendszerben felirt szamot &tirjuk

harmas szamrendszerbe, akkor mi az utolsé két szamjegy?

7. Feladat (IMOLL, 1973) Raciondlis vagy irracionalis a

f’/ VB +2+ f/ Vb —2
szam?
8. Feladat (IMOLL, 1973) Bizonyitsuk be, hogy 2'47 — 1 oszthat6 343-mal!
9. Feladat (IMOLL, 1974) Legyen n > 2 pozitiv egész, és tekintsiik az

" -2 4+2=0

egyenletet. Hatarozzuk meg minden n-re azokat a z komplex megoldédsait az egyenletnek,

amelyekre |z| = 1 teljestil.

10. Feladat (IMOLL, 1974) Hatérozzunk meg egy olyan harmadfoku, egész egytitthatds

polinomot, amelynek gyokei a

T . 5w . —3m
sin —, sin ——

ST g 14

11. Feladat (IMOLL, 1976) Bizonyitsuk be, hogy a 1919764761976 oszthaté Fy = 22" +1-
gyell Mutassuk meg, hogy van legaldbb négy, az F;-nél nagyobb primosztdja!
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12. Feladat (IMOLL, 1976) Legyenek a, b, ¢, d pozitiv valés szdmok. Bizonyitsuk be,

hogy
at + b + ¢t + d* + 2abed > a®b? + o> + o*d® + b2 + b2d® + AdP.

13. Feladat (IMOLL, 1976) Legyen = = \/a + Vb, ahol a, b pozitiv egészek, x < 1976.
Bizonyitsuk be, hogy x tortrésze nagyobb mint 10~19-76!

14. Feladat (IMOLL, 1976) Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert:
3.’E1—Q?2—l‘3—$5:0,

—x1 4+ 3x9 — x4 — 26 = 0,
—x1 4+ 33 — x4 — 27 = 0,
—x9 —x3+ 3x4 — 8 = 0,
—x1 4+ 3x5 — 26 — x7 = 0,
—x9 — x3 4+ 3x4 — 28 = 0,
—x1 +3x5 — x5 —x7 =0,
—x3 — x5 + 3xr7 — x8 = 0,

—x4 —xg — 7 + 3xg = 0.

15. Feladat (IMOLL, 1978) Egyszertsitsiik a kovetkezd kifejezést:

1 1 1
log,, (abc) + logy (abe) + log..(abc)’

ahol a, b, ¢ pozitiv valés szamok.

16. Feladat (IMOLL, 1978) Hatarozzuk meg az Osszes olyan « valds szamot, amelyre
az

2? = 2zfz] +2—a =0

egyenletnek két nemnegativ megoldasa van.
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17. Feladat (IMOLL, 1978) Az A szdm egy 2m darab l-es szamjegybdl allé szam. B
egy m szamjegyl, csupa 4-esbdl all6 szamjegy. Bizonyitsuk be, hogy A + B + 1 teljes
négyzet.

18. Feladat (IMOLL, 1978) Legyen

n!

cr=—— _
pl(n —p)!

ahol p > 1. Bizonyitsuk be, hogy

CE=CPTi+CP Ty + ...+ CE L 0P,

és ennek az Osszefiiggésnek a segitségével szamoljuk ki az
1-2-34+2-3-44...4+97-98-99
Osszeget!

19. Feladat (IMOLL, 1979) Bizonyitsuk be a kdvetkezé egyenl6tlenséget:

20 21
_ i 2 °© —
60 < sin 20° < 60

20. Feladat (IMOLL, 1979) Ha p és ¢q természetes szamok, gy, hogy

U S S Lo,
=1-5+3 .

p _
q 4 1318 ' 1319

teljesiil, akkor mutassuk meg, hogy p oszthaté 1979-cel.

21. Feladat (IMOLL, 1979) Bizonyitsuk be, hogy

1
5\/4.sin2360-— 1 = cos 72°.

22. Feladat (IMOLL, 1980) Hatarozzuk meg az

(\/§ + \/5)1980
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szam tizedestort alakjaban a tizedesvesszo elOtt és utan allé szamokat.

23. Feladat (IMOLL, 1980) Oldjuk meg az
B2y oy oy =8ty i+ 1)
egyenletet, ahol x és y ismeretlen valés szam.
24. Feladat (IMOLL, 1982) Oldjuk meg az
23— % = 2zy + 8

egyenletet az egész szdmok korében!

25. Feladat (IMOLL, 1982) Hatdrozzuk meg a valés a paraméter Osszes lehetséges
értékét, amelyre a
162% — az® + (20 4+ 17)2* —ax + 16 = 0

egyenlet négy olyan valds gyoke van, amelyek mértani sorozatot alkotnak.

26. Feladat (IMOLL, 1982) Legyen p(z) egy olyan harmadfoku egész egyiitthatds
polinom, amelynek a féegyiitthatéja 1 és az egyik gyoke a masik két gyokének a szorzata.
Mutassuk meg, hogy a 2p(—1) tobbszorose a p(1) + p(—1) — 2(1 + p(0))-nak!

27. Feladat (IMOLL, 1983) Jeldlje o az
z® — 5z —50=0
egyenlet valos gyokét. Az x, sorozatot definidljuk a kévetkezd mdédon:
T1=9,Tpy1 = B, + 50.

Bizonyitsuk be, hogy
234y - = 52, — )
és

< Tpt1 < Tnp.
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28. Feladat (IMOLL, 1983) Jelolje (F3,)n>1 a Fibonacci sorozatot, azaz Iy = Fy =
1,F, = F,_1 + F,—2. Legyen P(x) egy 990-ed foku polinom, amelyre

P(k) = Fy,k =992,993,...,1982
teljesiil. Bizonyitsuk be, hogy

P(1983) = Flggz — 1.

29. Feladat (IMOLL, 1983) Az 1,2,3,...,1983 szamok koziil melyiknek van a legtobb

pozitiv osztéja?

30. Feladat (IMOLL, 1984) Bizonyitsuk be, hogy 6t egymds utédn kovetkezd pozitiv

egész szorzata nem lehet teljes négyzet!

31. Feladat (IMOLL, 1984) Legyenek a, b, ¢ pozitiv szamok, amelyekre

a—I—b—l—c—\ég

teljesiil. Bizonyitsuk be, hogy az

\/y —-a-+-\/z —a ::17

Vz—b+vVxr—b=1,
V—c+y—c=1

egyenletrendszernek pontosan egy valds (x,y, z) megolddsa van.

32. Feladat (IMOLL, 1984) Tekintsiik a
1985

Z Ekk‘5
k=1

osszegek halmazét, ahol ¢ € {—1,1}. Melyik a halmazban el6fordul6 legkisebb pozitiv
érték?
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33. Feladat (IMOLL, 1985) Oldjuk meg a kiévetkez6 egyenletrendszert:

1
Vr——-—-2w+3z=1,
Y

1
x+§§—mﬁ—9£:3,

1
T x——3—8w3+27z3:—5,
Y

1
2+ y74 — 16w* — 812* = 15.

34. Feladat (IMOLL, 1985) Oldjuk meg a pozitiv egész szdmok halmazan a kovetkezd
egyenletet:

—+-+-=

1 1 1 4
x y z 5

35. Feladat (IMOLL, 1985) Léteznek-e olyan pozitiv m, n egészek, hogy

5m? — 6mn + 7Tn? = 1985
teljestljon?

36. Feladat (IMOLL, 1985) Az a, b, ¢ valés szdmokra teljesiil, hogy

1 n 1 n 1
bc —a?2  ca—b2  ab—c?

=0.

Bizonyitsuk be, hogy

teljestil!

37. Feladat (IMOLL, 1985) Irjuk fel az 5198% —1 szdmot hdrom olyan szém szorzataként,

amelyek mindegyike nagyobb 5'90-n4l!
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38. Feladat (IMOLL, 1985) Legyen n > 1 pozitiv egész és

k=1
Mennyi lim,, s 4,7
39. Feladat (IMOLL, 1985) Az z,y, z valds szamokra teljestil, hogy
r+y+z=uxyYz.
Bizonyitsuk be, hogy
21—y (1 - 2%) +y(1 = 2°)(1 - 2°) + 2(1 = 2?)(1 — y°) = day2
teljestil.

40. Feladat (IMOLL, 1986) Irjuk 4t kettes szdmrendszerbe a 271980 szamot. Az igy

kapott kettes szamrendszerbeli szdémnak mi az utolsé 8 szamjegye?

41. Feladat (IMOLL, 1986) Kersssiink négy olyan, 70000-nél kisebb szamot, amelynek

tobb mint 100 (pozitiv) osztéja van!

42. Feladat (IMOLL, 1986) Legyenek a, b, ¢ tetsz6leges valés szamok. Bizonyitsuk be,
hogy

(—a+b+c)a—b+c)a+b—c)* > (—a®>+b*+cH)(a® = b* + ) (a® +b* - 2)
teljestl!
43. Feladat (IMOLL, 1986) Kerssiik meg a
PP+t =rty+2=38
egyenletrendszer Gsszes egész megoldasat!

44. Feladat (IMOLL, 1987) Hatérozzuk meg azt a legkisebb n pozitiv egész szdmot,

amelyre az n! pontosan 1987 darab nullara végzodik!
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45. Feladat (IMOLL, 1987) Hatdrozzuk meg az
322 = 22 + 38522 + 2562 — 58195

egyenlet Gsszes (x,y) egész megoldasat!

46. Feladat (IMOLL, 1988) Legyen n egy pozitiv egész és tekintsiik az
Un(x) = (22 + 2 +1)"
polinomot. Mennyi a paratlan egyiitthaték szama az u, () kifejtésében?

47. Feladat (IMOLL, 1988) Jeldlje a az

=32 +1=0

egyenlet legnagyobb pozitiv gyokét. Bizonyitsuk be, hogy [a1788] és [algsg]

oszthatd 17-tel!

egyarant

48. Feladat (IMOLL, 1988) Legyen
gz) =2 +at+ 22+ 22+ + 1.
Mi a maradék, ha a g(z'?) polinomot elosztjuk a g(z) polinommal?

49. Feladat (IMOLL, 1988) Hatérozzuk meg az Gsszes olyan pozitiv egész x szdmot,

amelyre teljesiil, hogy z szdmjegyeinek a szorzata z% — 10z — 22.

50. Feladat (IMOLL, 1988) Az f fiiggvényt a pozitiv egész szdmok halmazin de-

finidljuk, a kovetkezé modon.
f(1)=1,f(3) =3,f(2n) = f(n),

fAn+1)=2f2n+1) — f(n),
fAn+3)=3f(2n+1)—2f(n).
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Hatérozzuk meg azon 1988-nal nem nagyobb pozitiv egész n-ek szdmat, amelyre f(n) =

n teljestl.

51. Feladat (IMOLL, 1988) Definidljuk az (F,),>0 Fibonacci-sorozatot a kovetkezd
moédon:
Fo=0,F=1,F,=F, 1+ F, 2,n>2.

Mennyi a legnagyobb ko6zos osztdja Figgo és Figgg-nak?
52. Feladat (IMOLL, 1989) Ismert, hogy

COST +Ccosy +cosz  sinx +siny +sinz
cos(x +y+z)  sinxtytz)

Bizonyitsuk be, hogy

cos(y + z) + cos(x + z) + cos(x +y) = a.

53. Feladat (IMOLL, 1989) Oldjuk meg a valds szamok halmazdban a
323 — [2] = 3

egyenletet!

54. Feladat (IMOLL, 1989) Valds szdmok xg, z1, z2, . .. sorozatat a kovetkezé médon
definidljuk: zg = 1989 és n > 1-re legyen

Mennyi Z;gjg 2", ?
55. Feladat (IMOLL, 1989) Tekintsiik az
f(z) = asin®z 4 bsinz + ¢

figgvényt, ahol a, b, ¢ valds szdmok. Az f(x)-re teljesiilnek a kovetkezo feltételek: f(z) =
384, ha sinz = 3, az f(z) abszolit maximuma 444, az f(x) abszolit minimuma 364.

Mennyi a, b, c?
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56. Feladat (IMOLL, 1989) Legyenek S, Sa négyzetszamok. Oldjuk meg az Sy — 51 =
1989 egyenletet!

57. Feladat (IMOLL, 1989) Bizonyitsuk be a kovetkez6 azonossagot:

PR S S SIS SRR B B S 641
2 3 4 5 6 7478 479 480 &= (161+k)(480 — k)’

58. Feladat (IMOLL, 1989) Minden n > 0 egészre egyértelmiien léteznek olyan a,, by,

és ¢, egészek, hogy
(1+4V2 —4V4)" = ap + by, V2 + ¢, V4.
Bizonyitsuk be hogy, ha ¢, = 0 akkor n = 0.
59. Feladat (IMOLL, 1990) Bizonyitsuk be, hogy a
V2 + V341990
szam irracionalis!
60. Feladat (IMOLL, 1990) Bizonyitsuk be a kovetkezd egyenldséget

% (-DF (1991—k) 1
£~ 1991 — k k 1991

61. Feladat (IMOLL, 1990) Legyen f(0) = f(1) =0 és
Fn+2)=4"2f(n+1)— 16" f(n) +n-2",n=0,1,2,....
Bizonyitsuk be, hogy f(1989), f(1990) és f(1991) oszthat6 13-mal.
62. Feladat (IMOLL, 1990) Legyen a, b, ¢ tetszéleges valos szam. Bizonyitsuk be, hogy

(a® 4+ ab 4 b*)(b* + be + ) (c* + ac + a?) > (ab + ac + be)?.
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63. Feladat (IMOLL, 1990) Adott k pozitiv egészre legyen fi(k) a k szamjegyei
Osszegének a négyzete, tovdbba fr,11(k) = f1(fn(k)). Mennyi fig91(21990)?

64. Feladat (IMOLL, 1990) Hatarozzuk meg a
By =1,
0+ y5 =1

egyenletrendszer Osszes (valds) megolddsat!

65. Feladat (IMOLL, 1990) Mennyi a minimalis értéke a

V15 —12cosx + \/4 — 2\/§sinx+ \/7—4\/§sinx—l— \/10—4\/551113: —6cosx
kifejezésnek?

66. Feladat (IMOSL, 2009) Legyenek az a, b, ¢ pozitiv szamok, amelyekre

1 1 1
-+ —-+-=a+b+c
a b ¢

teljesiil. Mutassuk meg, hogy

1 1 1
(2a+b—|—c)2+ (a+2b+ c)? + (a+b+2c)?

3
< —.
— 16

67. Feladat (IMOSL, 1996) Legyenek a,b, ¢ pozitiv valés szamok, amelyekre abc = 1
teljesiil. Bizonyitsuk be, hogy

ab . be n ca <1
ab+ad®+b b+ 4+ act+ad+cd T

68. Feladat (IMOSL, 2000) Legyenek a, b, ¢ pozitiv valés szamok, amelyekre abc = 1
teljesiil. Bizonyitsuk be, hogy

ot ) e e
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69. Feladat (IMOSL, 1975) Legyen xo = 5 és xp41 = Tp + i Bizonyitsuk be, hogy

45 < x1000 < 45.1.

70. Feladat (IMOSL, 1995) Legyenek a,b, ¢ pozitiv valés szdmok, amelyre abc = 1
teljesiil. Mutassuk meg, hogy

1 1 1
a3(b+c) * b (a+c) * A(a+b)

3
> —.
2

71. Feladat (IMOSL, 1975) Mennyi a

109

Z n72/3
n=1

kifejezés értéke?

72. Feladat (IMOSL, 1960) Oldjuk meg a kovetkez& egyenlStlenséget:

42
x S <2z +9.

(1—2z+1)

73. Feladat (IMOSL, 1960) Hatdrozzuk meg azon haromjegyii, 11-gyel oszthaté N

szamokat, amelyekre teljesiil, hogy {V—l a szamjegyei négyzetének az Osszege.
74. Feladat (IMOSL, 1967) Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszert!

P rr—1=y,

v ry—1=z

2 4z—1=u.
75. Feladat (IMOSL, 1967) Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszert!

|z +y|+ |1 —z| =6,
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le+y+1]+[1 -yl =4

76. Feladat (IMOSL, 1967) Bizonyitsuk be, hogy minden x € (0, g) valés szamra

teljesiil, hogy

2zt

1——+ —.
coszt < 2+16

77. Feladat (JMOP, 2012) Hatérozzuk meg azokat az n természetes szamokat, ame-

lyekre teljesiil, hogy a pozitiv osztéinak a szorzata 24240,

78. Feladat (JMOP, 2012) Hény pozitiv egész n megolddsa van az

[1000000] _ [1000000}
n

n+1
egyenletnek?

79. Feladat (TITEE, 2012) Hany szamjegy( (a 10-es szadmrendszerben) a 21919:0 3n

szam?

80. Feladat (TITEE, 2012) Hany olyan 10000-nél nem nagyobb n természetes szam

van, amelyre [\/n] osztja n-et?
81. Feladat (TITEE, 2012) Legyen n természetes szam. Definidljuk az {ay} sorozatot

a kovetkez6 mdodon:

k
1 1 n
_ =+ N a4k =1,2,3,...
W=+ 1) M k+n+1+ki:1a“ e

Mennyi as, as illetve ai? Legyen

3

Bizonyitsuk be, hogy lim,,_, b, = In 2.

82. Feladat (FTST, 2006) Legyenek a,b,c pozitiv valés szamok, amelyekre abc = 1
teljestil. Bizonyitsuk be, hogy

a b c
@+ D0+ T o1 D)e+rD T er Dt

3
> —.
!
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83. Feladat (ARO, 2009) Az a,b, ¢ valés szamokra teljesiil, hogy
(a+b)(b+c)(c+a) = abe,
(a® + b3 (b® + ) (3 + a®) = a®b3c3.
Bizonyitsuk be, hogy abc = 0.

84. Feladat (ARO, 2007) Legyen n > 3 pozitiv egész és jeldlje n? az n-nél kisebb

primek szorzatat. Oldjuk meg az
n? =2n+ 16
egyenletet.

85. Feladat (IZO, 2005) Legyenek a, b, ¢ pozitiv valés szamok. Bizonyitsuk be, hogy

c . a . b -1
a+2b b+2c c+2a

86. Feladat (I1ZO, 2005) Legyenek a, b, ¢, d pozitiv valés szamok. Bizonyitsuk be, hogy

c n d N a i b
a+2b b+2c c+2d d+2a

4
> —.
-3

87. Feladat (IZO, 2006) Legyenek a, b, ¢, d valés szamok, amelyekre
a+b+c+d=0
teljesiil. Bizonyitsuk be, hogy

(ab+ ac + ad + be + bd 4 cd)* + 12 > 6(abc + abd + acd + bed).

88. Feladat (IZO, 2006) Oldjuk meg a

n = p(n)+ 402
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egyenletet, ahol p(n) az n-nél nem nagyobb, az n-hez relativ prim pozitiv egész szamok

halmazat jelenti.

89. Feladat (RNO, 2001) Bizonyitsuk be, hogy nem léteznek olyan a, b egész szamok,
amelyekre
a® 4+ a®b + ab® + b* = 2001

teljesiil.

90. Feladat (RNO, 2001) Oldjuk meg az
gute 4 log, = = 2°11

egyenletet a valés szamok halmazan.

91. Feladat (USAIMTS, 1992) Egy tetsz6leges pozitiv n egész szamra jeldlje P(n) az

n szam pozitiv osztéinak a szamat. Hatarozzuk meg azt a legkisebb n szamot, amelyre
P(P(P(n))) > 10"
teljesiil.

92. Feladat (HMMT, 2008) Az z,y pozitiv valés szamokra teljesiil, hogy

17
2 2 4 4

+y =Lz +y = —.
T Yy » L Yy 18

Mennyi xy?

93. Feladat (HMMT, 2008) Legyen f(x) = 2% + 2 + 1. Tegyiik fel, hogy g egy
harmadfoku polinom, amelyre g(0) = —1 és a g polinom gydkei az f polinom gyokeinek

a négyzete. Mennyi g(9)?

94. Feladat (HMMT, 2008) Mennyi

co n—1
k

2D gurE

n=1 k=1



187

95. Feladat (HMMT, 2008) Mennyi p, ha a

lim xp(\g’/x—I—l—i—\?’/x—l—Q%)

r—00

hatarérték egy nem nulla valés szam.
96. Feladat (HMMT, 2008) Legyen

f(z) = sin® (%) + cos® (%) .
Mennyi az f fliggvény 2008. derivaltja az £ = 0 helyen?

97. Feladat (HMMT, 2008) Legyen

In2 3 2
2e°T r—1
T—/ 36 +e .
0 e 4 e —eT 41

Mennyi e'?
98. Feladat (HMMT, 2008) Hatédrozzuk meg az ssze olyan (a,b) szdmpart, amelyre a

10,a,b, ab
szamok szdmtani sorozatot alkotnak.
99. Feladat (HMMT, 2008) Hatarozzuk meg az

(x+y)?=(@+1)y—1)
egyenlet valés (z,y) megoldasait!
100. Feladat (HMMT, 2008) Tegyiik fel, hogy
x 4+ siny = 2008,

és
x + 2008 cos y = 2007

teljesiilnek az x,y valés szdmokra, ahol 0 <y < 7. Mennyi z + y?
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101. Feladat (HMMT, 2008) Mennyi

e}

Zn‘*j—él?

n=1

102. Feladat (HMMT, 2008) Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet a valds szamok hal-

mazan:

x—i—\/4x+\/16x—|—\/...—|—\/42008m+ —Vr=1.

103. Feladat (HMMT, 2008) Legyen a P(z) polinom 2008-ad foku és
P(0) = 2007, P(1) = 2006, P(2) = 2005, . .., P(2007) = 0.

Mennyi P(2008)7

104. Feladat (HMMT, 2008) Az x és y olyan valds szamok, amelyreke

Yy
56 33y = ———"—
X + 33Y x2+y2’
33x — 56y = ————
x Yy 22+ o2

teljesiilnek. Mennyi |x| + |y|?

105. Feladat (HMMT, 2008) Az a, b, c nem-nulla valés szamok, amelyekre
a+b+c=0,2+B+ =+ +¢

teljesiil. Mennyi a® + b? + ¢2?

106. Feladat (HMMT, 2008) Mennyi

arctg (tg65° — 2tg40°)?
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107. Feladat (HMMT, 2008) Szamoljuk ki a

= /2n\ 1
> ()

végtelen Osszeget!

108. Feladat (HMMT, 2004) Hatdrozzuk meg azt a legnagyobb n természetes szamot,
amelyre ((n!)!)! osztéja (2004!)!-nak!

109. Feladat (HMMT, 2004) Szamoljuk ki a kovetkezo kifejezés pontos értékét!

20053 20033
2003 - 2004 2004 - 2005 |

110. Feladat (HMMT, 2004) Oldjuk meg a valés szdmok halmazén a
t+(2-2)t =34
egyenletet!
111. Feladat (HMMT, 2004) Ha = egy valds szdm, amelyre
3 4 4z = 8,
akkor mennyi z” + 64227

112. Feladat (HMMT, 2004) Az 6t6dfokd P polinom rendelkezik a kdvetkezd tulaj-

donsaggal: ha z egy olyan komplex szam, amelyre

22 4+2004z4+1=0

teljesiil, akkor P(2?) = 0. Mennyi P]zgli)?

113. Feladat (HMMT, 2004) A k,z,y pozitiv valés szamok, gy, hogy

2 2
3:k2<:’32+‘l’2>+k<x+y>
TR y @
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teljesiil. Mennyi a k lehetséges legnagyobb értéke?

114. Feladat (SMT, 2010) Hény nulléra végzédik (259)?

115. Feladat (SMT, 2010) Mennyi az Osszege az aldbbi egyenlet gyokeinek 6sszegének?

1 2 3 4
= 2010x — 4.
x2—1+x2—2+x2—3+x2—4 v

116. Feladat (SMT, 2006) Melyik az a legkisebb n természetes szdm, amelyre a
2006
n
binomilis egyiitthaté oszthaté 73-nal.
117. Feladat (SMT, 2006) Az a, b, c valés szamokra teljesiil, hogy

ab—a=>b+ 119,
bc —b=c+ 59,
ca—c=a+T71
Mennyi a + b+ ¢?
118. Feladat (SMT, 2006) Legyenek a és b nem-nulla szamjegyek. Oldjuk meg a
aabb = n* — 6n3
egyenletet!

119. Feladat (SMT, 2006) Szamoljuk ki a kdvetkezd végtelen sor Osszegét:

(e 9]

1
;k\/k+2+(k+2)\/E
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120. Feladat (SMT, 2006) Szamoljuk ki a kovetkezd végtelen sor Osszegét:

o0 1
tg | ————
Zareg(nQ—n+1>

n=1

121. Feladat (SMT, 2006) Pozitiv egész szdmok sorozatét a kovetkezd mddon de-
finidljuk:
my = 1,m; = 10mi_1 + 1,0 = 2,3, .. ,2006.

Hany 37-tel oszthatd szam van az mi, mao, ..., Mmaoggg Sorozatban?
122. Feladat (SMT, 2006) Mennyi a legkisebb értéke a

222 + 2y + 522 — 20y — dyz — 4w — 22+ 15
kifejezésnek, ahol x,y, z valés szamok.

123. Feladat (SMT, 2006) Mennyivel egyenlé a kovetkezd véges Osszeg:

124. Feladat (PUMC, 2009) Mi a kozos gyoke az aldbbi harom polinomnak?
2 + 412° — 492 — 2009,

23 4 522 — 49z — 245,

2% 4+ 3922 — 1172 — 1435.

125. Feladat (PUMC, 2009) Milyen pozitiv k egészre lesz maximadlis a

(2)(2)

szorzat értéke?
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126. Feladat (PUMC, 2009) Ismert, hogy
17! = 355687ab809600.
Mivel egyenlé az a és b szamjegy?
127. Feladat (PUMC, 2010) Mennyi a
(632 — 61)*
polinom egyiitthatdinak az Gsszege?

128. Feladat (PUMC, 2010) Mennyivel egyenl6 a kévetkezd Gsszeg?

> (v )

129. Feladat (PUMC, 2010) Jeldlje S azon valés z-ek Osszegét, amelyekre
47 = o4
teljetil. Melyik egész szam van a legkozelebb S-hez?

130. Feladat (PUMC, 2010) Legyen

f(x):x—i—\/x—i—\/x—i—\/x—i—m.

Melyik az a legkisebb pozitiv egész x, amelyre f(z) > 50/x teljesiil?

131. Feladat (PUMC, 2010) Jeldlje o, 3,7 a
32° =522 + 22— 6=0

egyenlet gyokeit. Mennyi a

() + () (%)
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kifejezés értéke?
132. Feladat (PUMC, 2010) Legyen

1
W:a+b\5/§+0\5/1+d\5/§+6v5 16,

ahol a,b, c,d, e egész szamok. Mennyi a® + b + ¢® + d? + €27

133. Feladat (PUMC, 2010) Melyik a legnagyobb pozitiv egész szam, amelyre

ahol o(n) az n pozitiv osztdinak az Gsszegét jelenti.

134. Feladat (PUMC, 2010) Egyszertisitsiik a kovetkez6 tortet!

2011egyes

——
101011...110101
110011...110011°

—_—

2011legyes

135. Feladat (PUMC, 2010) Jeldlje f(n) az n szamjegyeinek az Osszegét. Mennyi
99
> fn).
n=1

136. Feladat (AIME, 1984) Mennyi ab, ha
logg a + log, ¥=5

és
logg b+ logy a® = 77

137. Feladat (KoMalL B.3740.) Tekintsiik az
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rekurziéval meghatarozott sorozatot. Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan n pozitiv egész

szam, amelyre a, > 0,9999.
138. Feladat (K6MalL B.3451.) Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet:
arcsin x + arcsin vV 15z = g
139. Feladat (KoMalL B.3512.) Keressiik meg a 81-nek azt a legkisebb t6bbszorosét,

a) amelyik csak az 1

b) amelyik csak az 1 és a 0 szamjegyeket tartalmazza.

140. Feladat (K6MaL B.3773.) Oszthaté-e
902004 | 12004 _ 32004 _
323-mal?
141. Feladat (K6MaL B.3863.) Mutassuk meg, hogy az
12005 _ 92006 4 32006 _ 42006 4 9042006 | 9052006
szam oszthatd 1003-mal. Oszthatd-e 2006-tal is?

142. Feladat (KoMalL B.3846.) Oldjuk meg a

V2—x2+V15+z2=3
egyenletet.

143. Feladat (KoMalL C.1048.) Mutassuk meg, hogy

2 cos 49O — cos 20° _ 3
sin 20°

144. Feladat (KoMaL K.267.) Tudjuk, hogy

ab+ acb =2 - ba,
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ahol ab, ba kétjegyii, acb hdromjegy(i szam. Hatdrozzuk meg az Osszeaddsban szerepld

szamjegyeket, ha ¢ = 0.
145. Feladat (KoMaL C729.) Oldjuk meg a
2zlge+2—-1=0
egyenletet a valds szamok halmazan.
146. Feladat (KoMal B.4531.) Oldjuk meg az
(2% 4+ 100)? = (2 — 100)?
egyenletet.

147. Feladat (KoMaL A.358.) Az a,b,c pozitiv szamokra teljesiil, hogy abc = 1.
Bizonyitsuk be, hogy

1+1+1 3 e +1 1
a b ¢ a+b+c™ b2 a? + b2 4 2’

148. Feladat (K6MaL B.3442.) Van-e olyan 2001 jegyti természetes szam, amely a tizes

szamrendszerben felirva megegyezik a 2001-edik hatvanyanak utols6é 2001 szamjegyével?

149. Feladat (KoMal Gy.3175.) Tetsz6leges pozitiv a,b szamokra igazoljuk a kovet-

kez6 egyenlotlenséget:

(a - b)? a2+b2 (a—b)?
- Vab< V2(a+b)

150. Feladat (KéMalL B.4556. Oldjuk meg az
23 = bz 4y,

=5y +uw

egyenletrendszert.
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7. fejezet

Néhany hasznos tétel

1. Tétel (Binomidlis tétel) Legyenek a,b tetszéleges komplex szdmok és n egy pozitiv

egész szam. Ekkor

n __ n n n n—1 n n—212 n n—1 nY\.n
(a+0b) —<0>a —|—<1>a b—|—<2>a b +...—|—<n_1)ab +<n>b.

Bizonyitds. Lésd [2].

2. Tétel (Euler-Fermat tétel) Legyenek a és m tetszbleges pozitiv egészek és tegyiik fel,
hogy (a,m) = 1. Ekkor
a®™ =1 (mod m)

teljesiil, ahol ¢() az Euler-féle fiiggvény.

Bizonyitds. Léasd [1].
3. Tétel (Wilson-tétel) Legyen p tetszileges primszam. Ekkor
(p—1)!=-1 (mod p)

teljestil.

Bizonyitds. Léasd [1].
4. Tétel (Moivre-képlet) Legyen a z komplex szam trigonometrikus alakja
z = |z|(cosa + isin @),

197
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és legyen n egy tetszéleges pozitiv egész. Ekkor
2" = |z|"(cosna + i sin na)

teljesiil.

Bizonyitds. Lasd [2].

5. Tétel (Legendre-formula) Legyen p egy tetszileges primszam, és jelolje ord,(n) az n

természetes szam p-rendjét. Ekkor

teljestil.

Bizonyitds. Lésd [1].
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